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1 Repaso

Sea V un K-ev:

1. G={v1,..., vy} CV es un sistema de generadores si G =V (el subespacio generado por G
coincide con V). En otras palabras, G genera a V si para todo v € V existen aq,...,q, € K
tales que

m
v = E Oéj Uj.
Jj=1



2. F ={wi,..., w;} CV es linealmente independiente (1.i) si para todos f1,..., B € K tales
que

Zﬁjwj:6:> 51:...=BT:0.

Jj=1
3. Recordemos que hemos probado que si G y F' son como arriba, entonces r < m.

4. Un conjunto ordenado B = {z1,..., z,} C V es base de V si B es sistema de generadores
linealmente independiente. En este caso, notamos n = dimg V.

Recordemos que la dimensién de un espacio vectorial (de dimensién finita) estd bien definidal

2 Sobre subespacios y dimensiones

2.1 Subespacios

Comenzamos con un lema que serd de mucha utilidad en lo que sigue.

Lema 2.1. Sea V un K-ev y sea F = {v1,...,vx} C V un conjunto l.i. Supongamos que v €
V\{v1,...,v;} (es decir, v es un vector de V que no estd en el subespacio generado por F') entonces
{vi,...,v5, v} es li.
Demostracion. Sean o, ...,ak, apr1 € K tales que
a1v1+...+akvk+ak+1v:6. (1)
En este caso, queremos ver que ag = ... = o = a4 = 0.

Supongamos que ay4+1 # 0. Entonces —ay41 # 0, pues en cualquier cuerpo se verifica que — (—a) =
ay —0=0. En este caso, la Eq. (1) implica que

—Qfy1 V=01V + ...+ O Vg

Como —ay41 # 0 podemos multiplicar a ambos lados de la igualdad vectorial anterior por (—ag,1)~! €
K y aplicar las propiedades de la accién escalar para obtener

v=(—app) " (@or o ag o) = (mag) T Tar) vt ((—akg) T ow) o

La igualdad entre el primer y tercer miembro de la ecuacién anterior implica que v es combinacién
lineal de {v1,...,vx}, es decir, v € {v1,..., v}, que contradice la hipétesis.

El argumento anterior muestra que ai+1 = 0. Asi, la Eq. (1) se transforma en
a1V + ..+ Ukza.

Como {v1,...,v;} son Li. por hipdtesis, ahora podemos ver que el resto de los alfas satisfacen
(Xl:...zakzozak+1.
O

Corolario 2.2. Sea V un K-ev tal que dimgV = n. Si el conjunto L = {v1,...,vp} CV es lLi.,
entonces L es base de ).



Demostracion. Por hipotesis L es 1.i. Si suponemos que L no es un sistema de generadores de V, es

decir L C V (la inclusién es estricta) entonces existe v € V\ L. Por el lema anterior, {v1,...,v,, v}
es Li.
Por otro lado, como dimg V = n, entonces existe una base B = {wy,...,w,} de V. Como B es, en

particular, un sistema de generadores, aplicando el item 3 de la seccién Repaso, debemos tener que
n—+1 <mn, lo que es claramente una contradiccién. Concluimos entonces que L debe ser un sistema
de generadores de V, de forma que L resulta una base de V.

O

El siguiente resultado juega un papel fundamental en la teoria de espacios vectoriales.

Teorema 2.3. Sea V un K-ev con dimgV = n € N. Entonces, todo conjunto l.i. de )V puede
extenderse a una base de V.

Demostracion Sea S = {vi,...,vx} un conjunto Li. Como dimg V = n concluimos que k < n.
Consideramos los siguientes casos:

Si k = n, entonces S es una base de V, por el Corolario anterior.

Si k < n entonces S no es base de V (recordemos que la cantidad de elementos (6 cardinal)
de cualquier base de V debe ser n). Como S es li., entonces S C V (la inclusién es estricta)
de forma que existe vx; € V\ S (diferencia de conjuntos). Por el Lema 2.1 concluimos que
S1 ={vi,..., v, vp1} es Li. Si k+ 1 =n entonces S es base de V, por el Corolario 2.2. De esta
forma, hemos extendido el conjunto Li. S a la base S; (agregando el vector viy1).

Si k+ 1 < n entonces repetimos el argumento anterior y hallamos vz € V \ 51 de forma que
Sy ={v1,...,vk42} es Li.

Asi, repitiendo el argumento de los casos anteriores n — k veces, construimos el conjunto

Sn—k = {Ul, vy Uy Uty - - ,’L)n}
que se obtiene agregando los (n — k) vectores vgi1,...,v, al conjunto inicial S, de forma tal que
Sn—k es Li. Si aplicamos nuevamente el Corolario 2.2, concluimos que S, es base de V (que
extiende al conjunto S). O

El siguiente resultado es de interés y muestra, en particular, que ser de dimension finita es una
propiedad que se hereda.

Corolario 2.4. Sea V un K-ev tal que dimg V =n. Si W CV es subespacio propio de V entonces
1 <dimg W < n. En particular, los subespacios de V son de dimension finita.

Demostracion. Recordemos que un subespacio W C V es propio si W # {0} y W # V. Ademads,
en tanto subespacio, W con la suma y la accién escalar de V restringidas es un K-ev, y podemos
aplicar los resultados vistos en este caso.

Asi, como W # {0}, existe v; € W de forma que v; # 0. En este caso, S; = {v1} es un conjunto L.i.
(porqué?). Argumentamos como en la prueba del teorema anterior. Si S; es base de W, entonces
detenemos este proceso y vamos al parrafo final de la prueba.

Si S no es base de W entonces S C Wy existe vy € W\§ de forma que S = {v1, va} C W es L.i.

Notemos que podemos repetir el argumento k veces en la medida de que el conjunto Li. Sp_1 =
{vi,...,vk-1} C W no es base de W (es decir, no genera a W).

Afirmamos ahora que este proceso de debe detener en a lo sumo n = dimg V pasos. En efecto, si el
proceso no se detiene en a lo sumo n pasos, entonces podemos realizar el paso n + 1. En este paso



terminamos construyendo Sy4+1 = {v1,...,vnr1} C W que es Li. Ahora, recordamos que W C V
de forma que S,41 C V es L.i. como subconjunto de V (aqui debemos recordar que las operaciones
de espacio vectorial de W son las mismas que las operaciones de V). Esto tltimo contradice el item
3 de la seccién Repaso (pues V admite un sistema de generadores (una base!) con n vectores).

Entonces el proceso se detiene en k pasos, con k < n. Recordemos que en este caso, se debe tener
que Sp = {vi,...,vx} es Li. y ademds, que S = W (de otra forma, se puede continuar con el
proceso). Estos hechos muestran que S es base de W y dimg W = k. Finalmente, se debe tener
que k < n: de otra forma k =ny S, = {v1,...,v,} C W basede W. Como S, es L.i. ydimgV =n
entonces, por el Corolario 2.2, S,, también resulta base de V y luego W = S,, = V, que contradice
que W es propio.

O

Obs 2.5. Sea V un K-ev tal que dimg)V = n. Si W C V es subespacio de V entonces 0 <
dimg W < n. En efecto, si W es propio, entonces 1 < dimg W < n, por el resultado anterior. Si
W no es propio entonces W = {0} en cuyo caso dimgx W = 0 (recordemos que ) es base de {0}) 6
W =V en cuyo caso dimg W = n.

O

El siguiente resultado es el punto de partida de una familia de desigualdades fundamentales para
las aplicaciones del algebra lineal (en el caso de operadores autoadjuntos en dimensién finita).

Teorema 2.6. Sea V un K-ev y sean Wy, Wy subespacios. Recordemos que en este caso
Wl—i—Wz:{u—i—v:uGWl,vEWQ} y WinWs
son subespacios de V. Entonces se verifica

dimK(Wl + Wg) = dimK(Wl) -+ dimK(Wg) — dimK(Wl N Wg) .

Demostracion. Como Wi N Wy C V es subespacio, entonces la Observacion 2.5 concluimos que
existe {v1,...,vx} base de Wi N Wy. En este caso, dimgx Wi N Wy = k. Por el Teorema 2.3, como

{vl,...,vk}CWlﬂWQCV\ﬁ

es Li., se puede extender a una base By = {v1,...,vg, wi,...,w,} de Wi: en este caso, dimg Wy =
k+r. De forma andloga, podemos extender a {vy, ..., v} de forma que By = {v1,..., 0, 21,...,2s}
sea base de Wh: en este caso dimg Wo = k + s.

Afirmamos que B = {vy,..., v, Wi, ..., Wyr, 21,...,2s} €s base de W7 + Wj.

Aceptemos por un instante la afirmacién anterior: en este caso concluimos que dimg (W7 + Wy) =
k +1r+ s (que es la cantidad de vectores que hay en B). Entonces

dimK(Wl—i-WQ)Ik—l-T'—i-S:(k-i—?”)-i—(k—l—s)—k:dimle—|—dimKW2—dimK(W1ﬂW2),

que prueba el teorema.

En lo que sigue verificamos que B es base de W; + W5 es decir, mostramos que B genera a Wi + Ws
v que es l.i.

B genera a W7 + Wy: recordemos que un vector en W7 + Wy es de la forma u + v, con u € Wy y
v € Ws. En este caso, como Bj es base de W7 existen aq,...,ax, 51,..., 0, € K tales que

u=aiv1+...tapvp+GLwr+ ...+ Grw,.



De forma similar, existen 71, ...,v, 01,...,0s € K tales que
V=101 4 ..o+ Yo+ 01214+ 05 25
Asi, utilizando las propiedades de la suma y la accién escalar, vemos que

u+v = (a1v1+...+akvk+51w1+...+Brwr)+(’ylv1+...+7kvk+5lzl+...+5st)

= (ar+m)vi+...+(ag+v) vk +Liwi+...+Brw, + 6121+ ...+ s 2

que muestra que B es sistema de generadores para Wi + Ws.

B es li.: supongamos que a1, ...,a, B1,...,05 01,...,0s € K son tales que
oqvl—|—...+akvk+ﬁlw1+...—|—ﬁrwr+51z1+...+5st:6. (2)
Entonces, se verifica la ecuacion vectorial
arv+ ..o tapvgt+PLur 4.+ Brwr=—01z21+ ...+ —0s 25

El vector que figura a la izquierda en la identidad de arriba estda en W7y, pues es combinacién lineal
de elementos de W (y Wi es subespacio, de forma que es cerrado bajo combinaciones lineales). Por
otro lado, el vector que figura a la derecha en la identidad de arriba esta en Wy, pues es combinacién
lineal de elementos de Wy (z1,..., 25 son vectores en Ws). Como ambas expresiones son el mismo
vector (por la igualdad), se verifica que

—0121+ ...+ =05z, € Wi NWy

yva que estd simultdneamente en Wy y Wa.

Entonces, el vector anterior se debe poder escribir como combinacién lineal de los elmentos de la
base {v1,...,vr} de W1 N Wha, es decir, existen py,...,pr € K tales que

—0121+ ...+ —0szs=p1v1+...,0 0.
La ecuacion anterior puede escribirse como
P1 vl—i—...,pkvk—i—élzl—i—...—i—&st:6

que muestra una combinacién lineal de los vectores de la base By de W igualada a 0. Por la
indepencia lineal de Bs, concluimos que p; = ... = pp = 01 = ... = §; = 0. Con estas ultimas
identidades de los delta’s (son todos ceros) vemos que la ecuacién (2) se transforma en

v+ .. A apvp+Brw + ...+ Brw, =0.

Usando que Bj es base de Wy, de forma que en particular By es 1.i., ahora vemos que se debe tener
que oy =...=aq = p1 =...= B, = 0. Estas identidades de los coeficientes, junto con las previas
para los delta’s muestran que B es l.i. O

2.2 Coordenadas

Obs 2.7. En lo que sigue, dado un cuerpo K, consideramos el espacio vectorial K™ = K"*! de
vectores columna. Por una cuestién de espacio en el texto, en muchos casos escribimos (aq, ..., ap) €
K™, pero debemos recordar que se tratan de vectores columna (y no vectores fila).



Proposicién 2.8. Sea V un K-ev y sea B = {vy,...,v,} una base de V. Siv € V entonces existe
una unica n-upla (aq,...,a,) € K" tal que

V=1V +...+0y Upy.
Demostracion. Seav € V. Como B es un sistema de generadores, entonces existe (aq,...,a,) € K"
tal que v = a1 v1 + ...+ ap Uy

Si suponemos que (f1,...,0,) € K™ es tal que v = 51 v1 + ...+ By vp, entonces
arv+...+ap v, =0 v1+...4+ 8, v, =
(1 = P1) v1+ ...+ (o — Br) v, =0.
Usando que B es L.i., concluimos que
o1 —pPr=...=0p— =0 = a1 =01, ..., ap =0,

que demuestra la unicidad de la n-upla.
O

Definicién 2.9. Sea V un K-ev y sea B = {v1,...,v,} una base de V. Dado v € V, definimos el
vector de coordenadas de v con respecto a (la base ordenada) B, notado [v]g, como la dinica n-upla
de la proposicion anterior. Es decir, [vlp = (a1,...,ay) € K™ es la Unica n-upla tal que

V=1V F+...+0y Uy.
O
Con las notaciones de la definicién anterior, notemos que a partir de las coordenadas [v|p y los

elementos de la base B podemos recuperar el vector v € V. De esta forma, las coordenadas de un
vector son una forma de codificar el vector a través de n-uplas.

Notemos que el orden de los vectores en una base ordenada resulta fundamental en este contexto:
si sabemos que [v]p = (a1, a2) (n = 2 en este caso) entonces

v =a1 V1 + a9 vo que resulta distinto del vector aq v9 + g v !
Ejemplos 2.10. Sea V un K-ev y sea B = {v1,...,v,} una base de V.

1. Por definicién [vi]p = (1,0,...,0). En efecto, v1 = 1 v1 +0 vy + ...+ 0 v,. En este caso
escribimos [v1]p = e1, donde {eq, ..., e,} denotan los vectores de la base canénica de K™. De
hecho, recordemos que

ej =(0,...,0,1,0...,0) donde el 1 aparece en la j-ésima coordenada
2. De forma similar [vj]p =e; para j =1,...,n.
3. Es sencillo verificar que [0]p = (0,...,0).

Hagamos el célculo de coordenas con respecto a alguna base en R3.



Ejemplo 2.11. En el R-ev R3, consideramo los vectores
v; =(1,0,0) , wvy=(1,1,0) y wv3=(1,1,1).
Entonces B = {v1, v2, v3} es base ordenada de R? (verificar, ejercicio).
Dado v = (a, b, c¢) € R3, calculemos las coordenadas [v]p: para eso, planteamos la ecuacién vectorial
(a,b,c) = agv; + ag voa+ a3 v3 = a1 (1,0,0) + a2 (1,1,0) + a3 (1,1,1).

Notemos que las incégnitas de esta ecuacién son los coeficientes a1, o, az € R3.

La ecuacién se verifica si los vectores a ambos lados tienen las mismas coordenadas. De esta
forma, realizando las operaciones correspondientes en R3 vemos que la ecuacién vectorial anterior
equivale al sistema de ecuaciones lineales

a = o1+o+as
b = as+ag
cC = Q3

Notemos que la matriz ampliada del sistema es

O O =

11

1 1] b

01 ] ¢

que ya es escalonada. Si reducimos por filas llegamos a la matrix ampliada
100 | a—b
01 0| b—c
001 ] ¢

Asi, la solucién del sistema es (a — b, b — ¢, ¢) es decir,
(

[(a,b,¢)]p = (a—b,b—c,c) € R3.

Por otro lado, si consideramos la base canénica Bo = {e1, ea, e3} de R3, es sencillo verificar que
[(a7 b, C)]Bc = (a7 b, C)

pues (a,b,c) =ae; +bes + ces.

2.3 DMatriz cambio de base

En el Ejemplo 2.11 observamos que las coordenadas de un vector dependen de la base del espacio
considerada (en general, si cambia la base entonces cambian las coordenadas del vector). En lo
que sigue, estudiamos cémo se relacionan las coordenadas de un vector v con respecto a dos bases
distintas B; y Bs del espacio.

Definicién 2.12. Sea V un K-ev y sean By = {v1,...,v,} y By = {w1,...,w,} dos bases de V.
En este caso construimos la matriz cambio de base de la base B1 a la base Ba, notada Mp, p, €
K™ ™ como sigue: las columnas de la matriz Mp, p, son los vectores (columna) de coordenadas
[vjlB, € K", para j =1,...,n. Es decir

Mp, g, = [ (v, -+ [va]B, | € K™,



Queda claro de la definicién anterior que el rol de las bases By y B2 en la construccién de Mp, B,
es distinto, de forma que en general Mp, B, # Mp,  B,-

Ejemplo 2.13. Consideremos las bases B¢ = {e1, €2, es} y B = {v1, va, v3} del Ejemplo 2.11. Cal-
culamos Mp g, (es decir, en la definicién anterior consideramos By = B¢y By = B). Aprovechamos
los célculos hechos anteriormente, que indican [(a,b,c)|p = (a — b,b — ¢, ¢) . En particular

[el]B = [(17070)]3 = (17070)

[62]3 = [(07 170)}3 = (_17 1’0)
[63]3 = [(O>O> 1)}3 = (Oa -1, 1)

Asf, Mg g, es la matriz cuya primer columna es [e;]p € R3, cuya segunda columna es [e2]p € R?
y tercer columna es [e3]p € R?, es decir

-1 0
—1| e R?3*3.

1
Mg g, =0 1
0 0 1

En lo que sigue vamos a necesitar los siguientes hechos:

Obs 2.14. Sea K un cuerpo y sea A € K™*", Podemos pensar a la matriz A en términos de sus
columnas ai,...,d, € K™, de forma que

A=\|ada - dp,|eK™".

Si pensamos en términos de las coordenadas de A = (A;;) y de los vectores columna a; € K™ se
tiene

Alj
. Az; " L
a; = . eK es decir (aj)i = Aij . (3)
A
O
Proposicién 2.15. Con las notaciones de la Obs. 2.14, se verifica que: dado & = (z1,...,xy) € K"

(vector columna) vale la identidad
n
AE=) "= d;.
j=1
En particular, si {e1,...,en} es la base candnica de K™ deducimos que

Aej=d; para j=1,...,n.

Demostracion. Notemos que la primera identidad propuesta en el enunciado compara el producto
matriz-vector A - Z con la combinacién lineal de los vectores columna dq, ..., d, con coeficientes
dados por las entradas del vector Z.



Por un lado, si definimos AZ = i € K™ entonces las entradas del vector ¥ son

n
yi:E Ajjx; para i=1,...,m.
=1

Por otro lado, si definimos Z?:l xj d; = Z € K™ entonces las entradas del vector Z son

n n n n
=0 wja)i =) w (@)=Y x Ay =y Ayaj=y
i=1 j=1 j=1 j=1

donde hemos usado la Eq. (3). Asi, los vectores § y Z son iguales (porque tienen las mismas
entradas) de forma que se verifica la primer identidad de la proposicién.

Para verificar la segunda identidad, aplicamos la primer identidad, tendiendo en cuenta que e; =
(0,...,0,1,0,...,0) donde el tinico 1 aparece en la entrada j-ésima: entonces

Aej:061+...06j_1+16j+05j+1+...+Oan:6j.
]

Obs 2.16. Con la notacién de la proposicién anterior, notemos que podemos describir a la matriz
A por columnas a; = Ae;: asi se tiene la identidad

A=|Ae --- Ae,

Veamos ahora las primeras propiedades fundamentales de la matriz cambio de base

Teorema 2.17. Sea V un K-ev y sean By = {vi,...,v,} y By = {w1,...,w,} dos bases de V.
Consideremos la matriz de cambio de base Mp, B, (de la base By a la base By). Entonces se
verifica que para todo v € V

[U]B2 - MBQ,Bl ’ [U]Bl . (4)

Mas ain, Mp, B, € K™ es la inica matriz que verifica la identidad en Eq. (4), para todo v € V.

Demostracion. Veamos que vale la identidad de Eq. (4). En efecto, por definicién se tiene que si
denotamos las entradas de la matriz

n
MBQ,B1:(Mi‘) - Uj:ZMZ‘j w; para j=1,...,n. (5)
i=1
La afirmacién anterior corresponde al hecho de que el vector de coordenadas [vj]p, € K™ coincide
con la j-ésima columna de Mp,  p,, es decir,
Mlj
[vjlB = |
M,
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lo que es cierto, por construccién de la matriz de cambio de base Mp, p,. Usando las representa-

ciones de la Eq. (5) vemos que si v € V, y [v]p, = (au,...,ay,) entonces
n n n n n
T SRS PR 9) SRS
J=1 j=1 i=1 j=1i=1

n

= ZZajMij w; = Z ZajMij Wy
j=1

i=1 j=1 i=1

donde hemos usando: la propiedad de la accién escalar relacionada con la suma de vectores, las
propiedades asociativa y conmutativa al momento de cambiar el orden de sumacién (vista en clase),
y la identidad

n n n
E Oéle'j w; = E OéjMij w; = E Mij Oéj Wy
j=1 7j=1 j=1

que corresponde a propiedad de la accién escalar (y la conmutatividad del producto del cuerpo),
notando que el vector w; estd fijo en la suma (el indice i no depende del indice de sumacién j de la
sumatoria). Lo anterior indica que

n

n
v = E E Mij Q5 ws .
i=1 7=1

Por unicidad de las coordenadas [v]p, deducimos que

n n
g, = (O My aj, ..., Y Mnj a;) = Mp, 5, - [v]B,
j=1 j=1
ya que [v]g, = (o, ..., qy), donde usamos la férmula para el producto matriz-vector para Mp, p, -

[U]Bl'
Con respecto a la unicidad, supongamos que P = (p;;) € K™*" también satisface la Eq. (4), es
decir: para todo v € V,
[vlB, = P [v]B, -
Si recordamos el primer ejemplo de Ejemplos (2.10), entonces [v;]p, = €; para j = 1,...,n. Usando

la hipétesis sobre P y la segunda identidad de la Proposicion 2.15 vemos que la j-ésima columna
de la matriz P, es decir P e; satisface

Pej = Plvjlp, = [vj]lp, = MB, B €;

donde la tltima identidad vale por construccién de Mp, g, (i.e. la j-ésima columna de Mp, B, es
[vj]B,). Asi, las matrices Py Mp, p, coinciden columna a columna y por lo tanto son iguales.
O

Ejemplo 2.18. Consideremos una vez més el Ejemplo 2.11 con V = R3 y las bases B¢ = {e1, ez, e3}
y B = {v1, ve, vs}. En este caso, hemos calculado que

1 -1 0
Mg p.=10 1 —1]eR¥>3,
0 0 1

Como ya hemos indicado, si v = (a, b, c) € R? entonces se verifica que

[U]B:(a—b,b—C,C)ER3 y [U]Bc:(aﬂbvc)€R3'
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Por otro lado, el resultado anterior indica que

1 -1 0 a
vl =Mp B, [vlg, esdecir [p=[0 1 —1]-[b
0 0 1 c
Un célculo sencillo muestra que
1 -1 0 a a—1b
0 1 —-1]-|b]l=1|b—-c
0 O 1 c c

de forma concluimos una vez més (pero por otro camino) que [v]g = (a — b, b—c, ¢).
0

Las matrices cambio de base tienen una serie de propiedades fundamentales adicionales. Para
verificar estas propiedades consideramos la siguente

Obs 2.19. Sea K un cuerpo, y sea A € K™*" una matriz cuadrada. Sea {ej,...,e,} la base
candnica de K™ y supongamos que A satisface

Aej=e; paratodo j=1,...,n.

Entonces A = I,, es la matriz identidad n x n. En efecto, usando la Proposicién 2.15 y la identidad
anterior, podemos ver cuales son las columnas de la matriz A (Ae; = e;):

1 0
IR IEREEE 01 -~ 0
A=|Aes -+ Ae,|=le1 - e, | =1. | =1, K™,

U

Teorema 2.20. Sea V un K-ev y sean By = {v1,...,v,} y Ba = {w1,...,w,} dos bases de V.
Consideremos la matriz de cambio de base Mp, B, (de la base By a la base By). Entonces se
verifica

1. Mp, B, es una matriz iversible

. . -1
2. Mds atin (Mp,, B,)"" = M, B,-
Demostracion. Veamos que se verifica la identidad
MBI ,Ba -~ MB27B1 = Iy

Si verificamos la férmula anterior, entonces podemos concluir la validez de los {tems 1 y 2 a la vez
(por resultados de Algebra I). Recordemos la propiedad de Mp,  p,: para todo v € V,

[U]BQ = MBQ,B1 : [U]Bl .

De forma andloga, Mp,  p, que es la matriz de cambio de base de la base B3 a la base By satisface:
para todo v € V

[U]B1 = MBl , B2 * [U]BQ .

Entonces, si elegimos v = v; € By (para 1 < j < n) vemos que, como [vj]p, = €,

(Mp, B, - MB, B,) ¢ = Mp, B, ( MB, B, - [vjlB,) = MB, B, [vjlB, = [vj|B, = €,

12



donde hemos usado la propiedad asociativa del producto de matrices, la propiedad de Mp, g, la
propiedad de Mp,  B,, y la identidad [vj]p, = e;. La conclusién es

(MBLBz'MBz,Bl)'ej:ej para j=1,...,n.
Por la Observacion anterior, concluimos que

MBl,B2 'MB2,31 =1I, e K"™"

Concluimos esta clase con un resultado que explota la unicidad de la matriz cambio de base.

Teorema 2.21. Sea V un K-ev tal que dimgV =n € N. Sean By, By y Bs bases de V. Entonces
se verifica que
MB3,31 - MBS,B2 ’ MB2,B1 :

Demostracion. Por la unicidad de la matriz de cambio de base Mp,  p,, basta ver que el producto
Mp, B, - Mp, B, € K™ transforma coordenadas con respecto B; a coordenadas con respecto a
Bs. A tal fin, sea v € V. Por un lado,

[U]B:a = MB3,B2 : [U]B2

mientras que
[U]Bz = M327Bl ’ [U]B1

Combinando las dos identidades anteriores y usando la asociatividad del producto de matrices
[U]B3 = Mpy, B, - [U]B2 = Mp;, B, - (MB2,B1 ) [U]Bl) = (MB3132 'MB2,B1) ’ [U]B1 :

Esta ultima identidad muestra que Mp, p, - Mp, p, transforma coordenadas con respecto B; a
coordenadas con respecto a Bs, de forma que se verifica la identidad propuesta en el teorema (por

unicidad de la matriz cambio de base).
O]

3 Transformaciones Lineales

Definicion 3.1. Sean V y W dos K-ev’s. Una funciéon T : V — W es transformacién lineal si
satisface:

1. T(u+v) =T(u) + T (v) , para todos u, v € V;
2. T(au) =aT(u) ,paratodosu € Vy a € K.

O]

Obs 3.2. Con las notaciones de la definicién anterior, notemos que las sumas que aparecen en el
item 1 no son las mismas: formalmente, se debe verificar

T(u+,v)=T(u)+,, T(v)

es decir, la suma entre u y v se realiza en V, mientras que la suma de T'(u) y T'(v) se realiza en
W. Sin embargo, en adelante omitimos los subindices para las sumas (pero tenemos en cuenta esta
observacién). Si una funcién 7T satisface el item 1. decimos que 7" respeta sumas.
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De forma andloga, si una funcién T satisface el item 2. decimos que T respeta la accién escalar.
Notemos que para que la afirmacién del item 2 tenga sentido, V y W deben ser espacios vectoriales
sobre el mismo cuerpo.

Finalmente, notamos que si T es transformacion lineal, entonces usando induccién en la cantidad
de términos, se verifica que

T(agvi+...+apvy) =01 T(v1)+ ...+ a,T(vy)
para todos vi,...,v, € VY ai,...,a, € K (ejercicio). O
Ejemplos 3.3. Sea V un K-ev. Entonces se pueden verificar las siguientes afirmaciones (ejercicio)
1. La funcién identidad I : V — V se una transfomacion lineal.

2. Si K[z] denota el anillo de polinomios sobre K entonces la derivacion D : K|[x] — K|[z| dada
formalmente por

D(a0+a1x+a2x2...+anx"):a1—|—2a2x+...+nanxn_1

es una transformacion lineal (notacién: sin € Ny a € K entonces na =a+...+a € K
donde hay n términos en la suma).

3. Dados n, m € N, si consideramos K™*", K" = K™ y K™ = K™% como K-ev’s con la
estructura usual, entonces: dada A € K™*™ podemos definir la funcién Ty : K™ — K™ dada
por

Ta(Z)=AZe€ K™ para ZTe€K"

(producto matriz-vector). En este caso T4 es una transformacién lineal. Notemos que la
afirmacién anterior (que implica verificar los items 1 y 2 de la Definicién 3.1) es equivalente
a las identidades: VZ, € K™ , Va € K,

A@+y)=AZ+ Ay y Alaf)=aAZ
que son propiedades del producto matriz vector conocidas de Algebra I.

4. De forma similar, dada A € K™*" podemos definir las funciones L4 : K™*P — K™*P dada
por
Ly(By=A-Be K™ para Be K" P,

y Rg : KP*™ — KP*" dadas por
RA(C)=C-Ae€ KP*" para CeKP™,

donde hemos considerado en los dos casos productos matriz-matriz. Notemos entonces que
el dominio y codominio de L4 (multiplicacién a izquierda (left del inglés) por A) son los que
corresponden para que el producto de matrices esté bien definido. Una observacion similar se
aplica a R4 (multiplicacién a derecha (right del inglés) por A).

O]

Lema 3.4. Sea V un K-ev, con base ordenada B = {v1,...,v,}. Consideremos la funcion Cp :
YV — K" dada por
Cp(v)=[wpe K" para veV.

Entonces Cp es una transformacion lineal.
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Demostracion Recordemos que la notacién [v]g € K™ se refiere al vector de coordenadas de v con
respecto a la base B. Recordemos también que las coordenadas de un vector con respecto a una
base son tnicas (ver el segundo apunte sobre bases).

Para verificar que Cg es transformacién lineal, verificamos los itemos 1 y 2 de la Definicién 3.1.
Asf, consideramos u, v € V: si Cp(u) = [u]p = (a;)}_; € K" entonces, por definicién

U=o1v1+...+a,v,.

Andélogamente, sea Cp(v) = [v]p = (Bj)?zl € K™ de forma que v = Sy v1 + ...+ By v,. Asi, por las
propiedades de la suma y la accion escalar en V

utv=(arvi+...+apvn)+ (Brvr+ ...+ Bnvn) = (1 +S1)vi+ ...+ (an + Bn) vpn .

A partir de la identidad anterior, y por la unicidad de las coordenadas con respecto a una base (en
este caso, la base B) concluimos que

[u+vlp = (a1 4 B1,..., 00+ Bn) € K"
Finalmente, notemos que

Cplu4v)= (a1 +B1,...,an+Bn) = (a1,...,an) + (B1,...,8n) = Cp(u) + Cp(v).

Notemos que usamos la definicién de suma en K™ (suma entrada a entrada) en una de las identidades
de mas arriba.

De forma andloga, si a € K, se verifica que Cp(au) = [a u]lp = (@ a, ..., aay) (ejercicio). Asi,
Cplau) = (aag,...,aay) =a(ag,...,a,) =aCp(u).

Notemos que usamos la definicién de accion escalar en K™ (producto entrada a entrada) en una de
las identidades de mas arriba. O]

Definicion 3.5. En lo que sigue vamos a considerar una notacién conveniente en este contexto,
[19e2) [Pl

conocida como la delta de Kronecker. En este contexto, dados dos indices “i” y “j” consideramos

la expresién
1 sii=j
5”_{0 sii##j (6)
O

La delta de Kronecker tiene cierto sentido simbdlico. Por ejemplo, el 0 y 1 resultan, en general,
ser elementos del cuerpo en consideracién, sin més indicacién.

Como un ejemplo de la utilidad 6 conveniencia de la notacién de Kronecker, consideremos un
cuerpo K y la base canénica de K™ dada por B. = {ej,...,e,}. En este caso, con la notacién de
Kronecker podemos dar una descripcion sencilla de los elementos de B.: en efecto, si 1 < i < n
entonces (recordar que e; tiene un uno en la i-ésima entrada y todas las deméds entradas son nulas)

e; = (0ij)i=1 = (0i1,- -, 0in) -

Hacer ejemplos en R? (ejercicio).

El siguiente resultado es fundamental en el estudio de las transformaciones lineales. En particular,
muestra la abundancia de tales transformaciones.

Teorema 3.6. Sean V y W K-ev’s, con dimg V =n. Sea B = {v1,...,v,} una base de V y sean
wi, ..., W, € W vectores cualesquiera. Entonces existe una unica transformacion lineal T :V — W
tal que T'(v;) = w; para todo 1 <i < n.
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Demostracion. Comenzamos probando la existencia de T como arriba. Recordemos que una trans-
formacién lineal debe ser una funcion, que ademas tiene ciertas propiedades. Comenzamos entonces
construyendo una funcién. Asi, dado v € V arbitrario, consideramos [v]p = (ozj)?zl € K" (el tinico
vector de coordenadas de v con respecto a la base B del enunciado). En este caso, definimos el
valor de T' en v como sigue:

n
T(v):Zaj w; =orwy + ... +a,w, €W
j=1
Notemos que esto determina una funcién 7' : V — W bien definida. Nos queda verificar que T’
satisface todas las propiedades requeridas.

T es transformacion lineal: en efecto, veamos que T verifica los items 1 y 2. de la Definicién 3.1.
Asi, sean u, v € V arbitrarios (es decir, cualesquiera) y sean [u]lp = (ay)7_y, [vlp = (Bj)j=1 ¥
[u+v]p € K™ los vectores de coordenadas de u, v, u + v con respecto a la base B. Por el lema

anterior, se verifica que
[u+vlp = [ulp + [v]p = (o) + B;)}=1 -
Por definicién de T, se tiene que

n

T(utv) = (aj+Bj)wj=> (ajwj+Bjw; )= ajwj+ Y Biw; =T(u)+T(v)
j=1 =1

j=1 7j=1

donde hemos usado la propiedad de la accion escalar, la asociatividad y conmutatividad de la suma
de W y la definicién de T para los valores T'(u) y T'(v) en la dltima identidad.

De forma similar dado o € K entonces, por el lema anterior, se verifica [aulp = (aa;)?_;. En-

=L
tonces,
n n

T(au) = Z(aaj) wj = Za(aj wj) =« Zaj wj = aT(u)
j=1

j=1 J=1
donde hemos usado propiedades de la accién escalar y la definicion de T'.

Ademis, si 1 <1i <n entonces: [v;]p =e; = (513‘)?:1- Entonces, por definicién de T

n
T(’Ui):Z(Sij wj:Ow1+...—|—0wi,1+1wi + 0 wig1 + ...+ 0wy, = w;
j=1

Finalmente, probamos la unicidad de T'. Para ello, supongamos que 7" : ¥V — W es otra transfor-
macién lineal tal que 7"(v;) = w; para todo 1 < i < n y verificamos que T' = T’. Notemos que
verificar que las funciones 7' y T’ son iguales corresponde a probar que para todo v € V vale que
T'(v) = T(v) (dado que T” y T tienen el mismo dominio y codominio por hipdtesis). Sea v € V
arbitrario, y consideremos [v]p = (8;)7_; € K". Entonces

T'w)=T'0_Bjv;)=> B T(v)=>_ Bjwj
j=1 j=1 j=1
y de forma similar
T(o) =T Biv) =8 T(v;) =Y Bjwj,
j=1 j=1 j=1
donde hemos usado la linealidad de 7" y T, la hipétesis sobre T” y la propiedad de T: T'(v;) =

wj = T'(vj). Las identidades anteriores muestran que 7" (v) = T'(v), para v € V arbitrario. Entonces
concluimos que 77 =T O
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Corolario 3.7. SeanV y W K-ev, con dimg V = n. Sea By = {v1,...,v,} una base de V y sean
Ty, To : V — W transformaciones lineales tales que T1(vj) = Ta(vj), para 1 < j < n. Entonces
T, =Ty es decir, para todo v € V se verifica que T1(v) = Ta(v).

Demostracion Se deduce de la unicidad del teorema anterior (completar los dealles como ejercicio).
O

Un hecho importante acerca de la primera parte de la prueba del Teorema 3.6 es que nos indica un
método para construir transformaciones lineales. Consideremos el siguiente

Ejemplo 3.8. Sea V = R? como R-ev. Sea B = {vy, v2} la base ordenada dada por
U1 = (17 1) y v2= (072) :

Verificar que B es base (ejercicio). Consideremos W = R3? y los vectores w1 = (1,2,3), way = (4,5,6).
Entonces podemos calcular la tinica transformacién lineal T : R? — R3 tal que T'(v;) = w;, i = 1,2,
como sigue.

Dado v = (z,y) € R? entonces vale que [(z,y)]p = (z, § — ) € R? (verificar, ejercicio). Asi,

construimos 7' siguiendo el argumento de la primer parte del Teorema 3.6:

T(zx,y) = x(1,2,3)+(%—x) (47576):(9%253’3$)+(4(%—x)75(y_$)’6(y_$))
_ (x+4(g—:n),23:+5(%—$),3$+6(%—$))
- (2y—3x,gy73x,3y—3—x).

Ahora podemos verificar que T' es una transformacion lineal tal que T'(v;) = w;, i = 1,2 (ejercicio).

O]

Cada transformacion lineal determina dos subespacios distinguidos, que definimos a continuacién.
Definicion 3.9. Sean V y W K-ev's y sea T : V — W una transformacion lineal.

1. Definimos el nicleo de T, notado N(T') CV, dado por

NT)={veV: T(v)=0,,}.

2. La imagen de T, notada Im(T) CW, dada por

Im(T)={Tv: veV}.
([

Con las notaciones de la definicién anterior, vemos que Im(7") es la imdgen de T como funcién (en
el sentido de Algebra I). Por otro lado N(T) = T~%(0

w)-
Proposiciéon 3.10. Sean V y W K-ev’s y sea T : V — W una transformacion lineal. Entonces
N(T) es subespacio de V y Im(T') es subespacio de V.

Demostracion. Veamos que N (T') es subespacio de V (verificamos las tres propiedades de subespa-
cio). En efecto, notemos que

T(Ov) = T(Ov + Ov) = T(Ov) + T(Ov) = 0, = T(Ov)

w
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donde la cancelacién se realiza en W (en adelante no vamos a incluir la subindices, pero hay que
tener en cuenta cual es el cero en consideracion). Esto muestra que 7'(0) = 0 con lo que 0 € N(T').

Sean u, v € N(T). Asi, por hipétesis, T'(u) = 0 y T(v) = 0. Entonces
Tu+v)=T(u)+T(v)=04+0=0

donde hemos usado la linealidad de T" y la hipétesis. Asi, T(u+v) =0y u+v € N(T).

Siue N(T) y o € K entonces
T(au)=aT(u)=a0=0

de forma que awu € N(T'). Las observaciones anteriores muestran que N(7T') C V es subespacio.

La prueba de que Im(7T') es subespacio de W es similar y queda como ejercicio! O

Definiciéon 3.11. Sean V y W K-ev's y sea T : V — )V una transformacion lineal. Si dimg V € N
definimos la nulidad de T', notada nul(7T") dada por

nul(7) = dimg N(7T)
y el rango de T, notado rg(T") dado por

rg(T) = dimg Im(T) .

Con las notaciones de la definicién anterior, el préximo resultado muestra que tanto la nulidad como
el rango de T estan bien definidas, en el sentido que los subespacios en cuestién tienen dimensién
finita.

Teorema 3.12. Sean V y W K-ev’s tal que dimg V € N. Dada T : V — W wuna transformacion

lineal, se tiene que
dimg V = dimg N(T') + dimg Im(T) .

Demostracion. En lo que sigue, vamos a construir bases (finitas) del nicleo de T' y de la imdgen
de T. Una vez hecho esto, podemos verificar la afirmacién del teorema contando la cantidad de
elementos en las bases correspondientes.

Sea dimg V = n € N; como N(T') C V es subespacio, hemos visto que dimN(7) = k < n. En

este caso, podemos considerar una base By = {v1,...,vx} C N(T) de N(T'). Como, en particular,
By = {v1,...,v} CV es conjunto li., podemos extender B; a una base B = {vy,...,v,} de V.
Afirmamos que el conjunto ordenado By = {T(vg41),. .., T(v,)} C Im(T) es una base de Im(T).

Para ello, verificamos que Bz es Li. y que genera a Im(7T):

Bj es 1i.: en efecto, supongamos que a1, ...,q, € K son tales que
a1 T(vg1) + ... +an T'(vn) =0.
Entonces, por la linealidad de T,
0=0akr1 T(vgsr1)+ ... +anT(vy) =T(ps1 Vg1 + -+ anvy)
La identidad anterior indica que el vector
V= Qky1 Vg1 + ... Fanv, € N(T).
Entonces, existen coeficientes aq,...,a; € K tales que

V=1V + ...+ QU
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pues By = {v1,...,v;} es base de N(T'). Pero entonces
Oyl Vg1 + ...+ Uy =V =0Q1V1 + ...+ QU

= (—a))vi+...+(—g) vk + Q1 Vg1 + ...+ apv, =0.

Como B = {vy,..., v,} es base de V, la independencia lineal de B y la ecuacién anterior muestran
que

—a1=...=—Qp =041 = ... =0pn =0.
En particular, a1 = ... = ay, = 0 lo que indica que By es l.i.

By genera Im(T'): en efecto, sea w € Im(T") arbitrario. Entonces, por definicién de imégen, existe
v €V tal que w = Tv. En este caso, como B es base de V, existen coeficientes 51,..., 5, € K tales
que

v=> Biv; = w=T) =T _ Biv) =Y BTw)= > BT(vy)),
= =1

j=1 j=k+1

donde hemos usado la representacion de v, la linealidad de T' y el hecho de que By = {vy,...,v;} C
N(T') (porque es base de N(T')), de forma

T(v)=...=T(v) =0.

Lo anterior muestra que w =37, ., 8; T(vj) y Bz resulta un sistema de generadores de Im(7).

De esta forma Bs es base de Im(7"). Recapitulando: hemos construido By = {vy,...,v;} base de
N(T)y By = {T(vg4+1)s---, T(vy)} C Im(T) base de Im(T"). Ahora vemos que

dimg(N(T)) =k y dimg(Im(T))=n—k
= dimg V =n = dimg N(T') + dimg Im(T") .
O

Obs 3.13. Con las notaciones del Teorema 3.12, si adema&s suponemos que dimg YW = m entonces,
se tienen los siguientes hechos (cuya verificacién es ejercicio):

1. Sin > m entonces N(T') # {0} es decir, dimg (N(T)) > 1.

2. Si n < m entonces no existe una transformacién lineal suryectiva (como funcién), es decir,
Im(T") € W (inclusién propia) 6 equivalentemente dimg Im(7") < m.

O]

3.1 El espacio de las transformaciones lineales

En lo que sigue, dados dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo construimos un nuevo espacio,
formado por las transformaciones lineales de uno de estos espacios en el otro.

Definicién 3.14. Sean V y W K-ev’s tal que dimg V = n € N. Notamos L(V, W) al conjunto de
todas las transformaciones lineales T': V — W, es decir

LOYV,W)={T:V —- W /T es transformacién lineal }

En lo que sigue, le damos estructura de espacio vectorial a L(V, W)
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Teorema 3.15. Sean V y W K-ev’s tal que dimg V = n € N. Dotamos a L(V, W) de una suma y
una accion escalar (puntual) como sigue: dados S, T € L(V,W) y a € K entonces definimos

1. 8+T:V—->W dadapor S+T((v)=Sw)+Tw) , veV;
2. aS:V—-W dadapor aS(@v)=aSv) , ve.

La suma y la accion escalar definidas mds arriba hacen de L(V, W) un K -ev.

Antes de comenzar con la prueba del teorema, consideremos con més detalle las definiciones prop-
uestas y el objetivo del teorema. Dadas S, T € L(V,) entonces definimos una nueva funcién
S+T:V — W; para determinar la funcién S 4+ T debemos indicar su valor en los elementos de su
dominio V. Para eso, dado v € V definimos el valor de S+ T en v, notado S 4 T'(v), como el vector
de W dado por la suma de los valores S(v)+T(v). De esta forma, determinamos una funcién S+7T
bien definida. El primer paso a dar es verificar que la funcién S +7T es una transformacién lineal, es
decir S+ T € L(V,W). Luego, como S y T eran cualesquiera transformaciones, lo anterior define
una operacién binaria en L(V,W). Formalmente, debiéramos escribir algo asi como S + LW T,
porque se trata de una operacién binaria en L(V, W), pero como esto mas bien engorroso, omitimos
el subindice (pero tenemos en cuenta esta consideracién).

El teorema afirma que la operacién binaria definida mas arriba tiene las propiedades que correspon-
den a la suma de vectores en un espacio vectorial, que es lo que debemos verificar.

Consideraciones similares se aplican en el caso de la definicién de la accién escalar en L(V, W), que
el lector debe pensar. Ahora si, vamos a la prueba

Demostracion. Antes que nada, debemos verificar que la operacién binaria definida més arriba es
en realidad cerrada en L(V,W); esto es, si S, T € L(V, W) entonces S + T € L(V,W). Para ello,
si u, v € V notemos

S+Tu+v) = Su+v)+T(ut+v)=(Su)+Sw)+ (T(u)+T(v))
= (Sw)+Tw)+ (Sw)+TW)=S+T(u)+S+T(v).

donde usamos la definicién de S + T en L(V, W), el hecho de que S y T son transformaciones
lineales, propiedades de la suma en W y finalmente, otra vez la definicién de S+ 7T en L(V, W): en
conclusién

S+Tu+v)= S+T(u)+S+T(v).

De forma anéloga se verifica que S + T'(au) = a ((S + T')(u)) (ejercicio); lo anterior muestra que
S+TeL(V,W).

Consideraciones similares valen para la accién escalar, que resulta una accién bien definida (o, T) +—
aT e L(V,W) (ejercicio para el lector).

Vamos a repasar algunas de las propiedades que debe satisfacer una operacién binaria para ser la
suma de vectores en un espacio vectorial y verificar que se satisfacen en el caso de la operacién

binaria definida en L(V,W).

Por un lado, la suma debe ser asociativa: es decir, dadas R, S, T € L(V,W) entonces se debe
verificar

R+(S+T)=(R+S8)+T

Como los elementos de L(V, W) son funciones, se debe verificar una igualdad de funciones. Como
las funciones en cuestion tienen el mismo dominio y codominio, debemos verificar que las funciones
tienen el mismo valor en cada elemento de V. Para eso, tomamos v € V: notemos que por definicién
de la operacién binaria en L(V, W)

R+ (S+T)(w)=Rv)+ (S+T)v)=R()+ (S(v)+T(v)).
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De forma similar
(R+S)+T (v)=(R+S)(v)+T(v) = (R(v)+ SW))+T(v).
Como la suma de vectores en W es asociativa, a partir de las identidades anteriores concluimos que
R+(S+T)(v)=(R+S)+T(v) para veV,

es decir, vale la igualdad entre funciones R+ (S+7T)=(R+S)+ T
De forma andloga se prueba la conmutatividad.

Con respecto a la existencia de elemento neutro para la suma, definimos la transformacién lineal
nula

0:YV—-W dadapor O0(v)=0, , veV.
Es sencillo verificar que 0 € L(V,W). Ademas, si S € L(V, W) entonces

0+Sw) =0w) +Sw)=0+Sw)=Sw) , veV.

Entonces, vemos que 04 S = S como funciones (porque tienen el mismo valor en cada elemento de
V). Como antes, debiéramos escribir algo asi como 0, (v.w) > PEro omitimos el subindice; en este caso,
hay que saber determinar del contexto cual es el cero que estamos considerando (transformacién
nula 6 vector nulo).

Con respecto al opuesto: dada T" € L(V, W), definimos —7" : V — W dada por
(-T)(v)=-Tw), veV.

En palabras, la transformacién —7" evaluada en el vector v tiene el valor —T'(v) (es decir, el opuesto
del vector T'(v) en W). Es sencillo verificar que —T" € L(V, W) y que ademés satisface T+ —T =0
(lo que queda como ejercicio para el lector).

Para concluir, verificamos una de las propiedades del producto escalar, y las propiedades restantes
quedan como ejercicio para el lector. Dado o € Ky S, T € L(V, W), veamos que se verifica

a(S+T)=aS+aT

Como antes, se trata de verificar una igualdad entre funciones: para eso, tomemos v € V arbitrario.
Entonces

[a(S+T)] (v) = al(S+T)(v)]=a(Sw)+Tw)=aSw)+aT(v)
= [aS])(v) +[aT](v) = (a5 +aT)(v),
donde hemos usado la defincién de la accién en L(V, W), la definicién de la suma en L(V, W),

propiedades de la suma y la accién escalar en W, la definicién de la accién escalar en L(V, W) y
finalmente, la definicién de la suma en en L(V, W) (otra vez). O

3.2 Sobre la dimensién de L(V, W)

Con las notaciones del teorema anterior, una vez que dotamos a L(V, ) de una estructura de K-ev,
surge una pregunta natural. Si dimg V =n y dimg W = m, cual es la dimensién dimg L(V, W) ?
El siguiente resultado responde esta pregunta

Teorema 3.16. Sean V, W K-ev’s tales que dimg V = n y dimg W = m. Entonces dimg L(V, W) =
n-m.
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Demostracion. Para calcular dimg L(V, W) construimos una base de este espacio. Para ello, comen-
zamos considerando bases By = {vy, ..., vp} vy By = {wi,..., wy} de V y W respectivamente.
En el argumento que sigue vamos a usar sistematicamente el Teorema 3.6 de més arriba, sobre la
existencia (y unicidad) de transformaciones lineales (notar que por hipdtesis By = {v1,..., v,} es
base de V).

Dados 1 < p<my1l<q<n definimos E®9) ¢ L(V,W) como la tnica transformacion lineal que
satisface: para 1 < j <n,

E@D (4. :{ Wp Si_j:‘J? 7
@) =1 0" e (7)
Por ejemplo, E2D ¢ L(V, W) es la tnica transformacién que satisface

E@Y(vy) = wy, E@V () =0, ..., E@V(v,) =0.

Con la (conveniente) notacién de Kronecker (ver la ler parte del apunte para el tp3), también
podemos escribir
EPD(y;) =6, w, para 1<j<n, (8)

dado que si j = ¢ entonces 0, w, = 1-w, = w,, mientras que si j # g entonces d;4 w, = 0-w, = 0.

Notemos que el proceso anterior permite construir m - n transformaciones lineales. Definimos
B:{E(p’q) c1<p<m,1<qg<n}cCLV,W),

que es un conjunto con m - n elementos. En lo que sigue, probamos que B es una base de L(V, W).
Notemos que una vez que sepamos que B es base, entonces podemos calcular la dimensién de
L(V,W) como la cantidad de elementos de B, lo que demuestra el teorema. Ahora si, seguimos con
el argumento.

B genera a L(V,W): en efecto, sea T' € L(V,W) arbitraria, pero fija. Para cada 1 < j < n
consideramos

[T(’Uj)]BW = (alj, azj, -, am]’) c K™ (9)

el vector de coordenadas del valor T'(v;) € W con respecto a la base Bjy. Notemos que por
definicién, se verifica que

m
T(vj) = agjwi + ...+ Gmj Wy = Zapjwp para 1<j53<n.
p=1
Consideramos ahora, la combinacién lineal (en el espacio L(V, W)) dada por
m n

Y apg EPY e LY, W)

p=1 g¢=1

con la estructura de espacio vectorial de L(V, W) que hemos definido en las notas anteriores.

Afirmamos que
m n

T=>"3" a,, BP9, (10)
p=1 ¢=1
Como la igualdad propuesta es entre transformaciones lineales, entonces basta ver que las trans-
formaciones tienen el mismo valor en los vectores de una base de V (por un corolario en las leras
notas para el tp3).

Para ello, consideramos la base By = {vi,...,v,}. Si 1 < j < n entonces
m n m n m n

[Z Z Qpq E(p’q)](vj) = Z Z Apq E(p’q)(vj) = Z Z apq 0jq Wp (11)
p=1 ¢=1 p=1 ¢=1 p=1 ¢=1
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donde hemos usado la definicién de las operaciones en L(V, W) en la primer evaluacién y la Eq.
(8) para la segunda igualdad. Notemos que para la sumatoria interior en Eq. (11) vale que

n

E Apg Ojq Wp = Apj Wp.
g=1

En efecto: en la sumatoria el indice j esta fijo, mientras que el indice ¢ de sumacién barre todos
los valores entre 1 y n. Siempre que g # j entonces el término correspondiente se anula, porque el
escalar d;, = 0; sdlo el término correspondiente a ¢ = j en la sumatoria satisface d;, = 1 y en ese
caso, el término es a,q 04 wp = ap; wp (porque ¢ = j !). La idea detallada en este parrafo muestra
la aplicacién mas frecuente de la notacién de la delta de Kronecker: en lo que sigue aplicaremos
este razonamiento (repetidamente) sin hacer més referencia.

Reemplanzando la ltima identidad en la expresién Eq. (11) vemos que

m

[Z Z Apgq E(p’q)](”j) = Z Z apq Ojq Wp = Z apj wy = T(vj) (12)
p=1

p=1 ¢=1 p=1 ¢=1

donde la dltima igualdad se deduce de Eq. (9). Como la identidad en la Eq. (12) se verifica para
todo 1 < j < n, concluimos la validez de la identidad de la Eq. (10). Como T € L(V, W) era
arbitraria, concluimos que B es un sistema de generadores.

B es li. en L(V,W). Para verificar la indepencia lineal de B consideramos coeficientes b,, € K
paral <p<my1l<qg<n tales que

> byg EPD =0. (13)
q=1

NE

i
Il
—

En este caso, queremos verificar que los b’s son todos nulos. Notemos que la identidad en la Eq.
(13) es entre transformaciones lineales, donde 0 € L(V, W) es la transformacién nula (que satisface
0(v) = 0 para v € V). Consideramos 1 < j < n y evaluamos

0 = 0(vy) = [i Zn: bpg E i Zn: byq EPD(v;)
p=1 ¢=1 p=1 g=1
DDA

i
NE

bpj wp.
p=1 g¢=1 p=1

Como Byy = {wi,..., wy,} es base de W, en particular Byy es li.. Asi, la ecuacién

m

= Z bpj wp

p=1

implica que
blj:...:bmjzo para 1§]§TL

Esto muestra que todos los b’s son nulos y B es L.

Como adelantamos, ahora podemos ver que dimg L(V, W) = m-n, que es la cantidad de elementos
de B.
O

El siguiente lema muestra que la composicién de transformaciones lineales (como funciones) resulta
una transformacién lineal.
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Lema 3.17. Sean Vi, Vo y V3 K-ev's y sean S : V1 — Vo y T : Vo — V3 transformaciones lineales.
Entonces la composicion T o S : Vi — V3 dada de la forma usual

ToSw)=T(SWw))€Vs para veV;

es transformacion lineal.

Demostracion. Para verificar el lema probamos que la composicion 705 respeta la suma y la accién
escalar. En efecto, si u, v € V; entonces

T'o S(u+v) = T(S(u+v)) = T(S(u) + $(v)) = T(S(u)) + T(S(v)) = T S(u) + T 0 ()

donde hemos usado la definicién de composicion, la linealidad de S y T', y nuevamente la definicién
de composicién. Notemos que las sumas que aparecen mas arriba en distintos miembros correspon-
den a distintos espacios: formalmente, debiéramos escribir

T(S(u+y, v)) = T(S(u) +y, S©)) = T(S(w)) +,, T(S(v)).
En adelante omitimos los subindices (pero tenemos en cuenta esta observacién).
Con respecto a la accién escalar: siu eV y a € K,
ToS(au)=T(S(au) =T(aS(u) =aT(S(u)) =aToS(u).
AsiT oS e L(Vy,Vs). O

3.3 El algebra L(V)

En lo que sigue consideramos un tipo importante de transformaciones, que corresponde al caso de
transformaciones lineales en un mismo espacio.

Definicién 3.18. Sea V un K-ev. SiT € L(V,V) decimos que T es operador lineal sobre V (6 que
actia en V). En este caso notamos L(V) = L(V,V) y lo llamamos el espacio de operadores lineales
sobre V.

Como veremos mas adelante, L(V) tiene estructura adicional, de forma que L(V) no sélo es un
K-ev, sino que resulta una K-algebra, es decir, admite ademas un producto. De hecho, el producto
de operadores sera definido como la composicion. Para ello, consideramos el siguiente resultado.

Proposicién 3.19. Sea V un K-ev y sean S, Ty, To € L(V) y a € K. Entonces se verifica:
1. Si I € L(V) denota la funcion identidad, entonces Sol =To0S =S.
2. (SoTy)oTy=So(T10T3)
3. So(T1+Te)=SoT1+SoTy , (Th +T2)0S=T10S+Tp0S.
4. a(SoT)=(aS)oT =S50 (al).

Demostracion. Los items 1. y 2. son hechos generales de funciones (notemos que por definicién
I(v) = v para v € V y la composicién de funciones es asociativa).

Veamos una de las identidades del item 3: como se trata de una igualdad de funciones, lo verificamos
tomando un v € V arbitrario y evaluamos a ambos lados. En este caso

So(li+Ta)(v) = S(Th +T2)(v)) = S(T1(v) + Ta(v)) = S(T1(v)) + S(T3(v))

= SoTi(v)+SoTr(v)=(SoT1+ SoTy)(v)
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donde hemos usado la definiciéon de la composicién, la linealidad de S asi como la definicién de la
suma de transformaciones lineales en dos oportunidades (cudles?).

El item 4 se verifica de forma similar (ejercicio).

Obs 3.20. En adelante, dado V un K-evy S, T' € L(V) notamos
T-S=ToS

incluso, también notamos simplemente TS, para indicar la composicién de las transformaciones.
Con esta notacion, las identidades de la proposicién anterior pueden escribirse

I1Ss=5I=5 |, S(T1+T2):ST1+ST2

etc. En este sentido, la composicién resulta una operacién binaria bien definida en L(V) que es
compatible con la suma y que le da a L(V) la estructura de una K-algebra (6 de dlgebra sobre K)
con unidad. Mas adelante vamos a usar sistemdaticamente esta estructura para poder estudiar a los
operadores T' € L(V).

O

En algebra I hemos estudiado otros ejemplos K-dlgebras con unidad sobre un cuerpo K. De hecho,
éste es el caso de K|[x] el algebra de polinomio sobre el cuerpo K. También hemos estudiado el
algebra de matrices cuadradas K™*".

Sin embargo, K[x] y L(V) tienen una gran diferencia: KJz| es un algebra conmutativa, en
donde se verifica que pg = ¢p para todos p, ¢ € K|z]. Sin embargo, el producto de L(V) no es
conmutativo en general (como tampoco lo es en el dlgebra de matrices K™*™). Veamos un

Ejemplo 3.21. Sea K un cuerpo, y sea V = K2, K-ev de pares ordenados con entradas en K.

Sean
o) v o)
Consideramos T4, T € L(K?) dados por
Ti(%) =A% y Tp(¥)=BZ para icK>.
Entonces, el lector puede verificar que
TorTp =T mientras que TpT4=0.

De hecho, las identidades anteriores se pueden verificar observando que T4 Tg = T4 p mientras que
TpTs=Tpa (y AB = B pero BA =0).
O

En este sentido, L(V) es més parecido a K™*", que cuyo producto tampoco es conmutativo. Ya
veremos que cuando n = dimg V, L(V) y K™*™ son en cierto sentido la misma dlgebra (ver la
seccién que sigue y las - futuras - notas para el tp4).

3.4 Epis, monos e isos

En lo que sigue vamos a considerar como comparar espacios vectoriales. La comparacién se realiza a
través de transformaciones lineales que ademas, en tanto funciones, resultan inyectivas, 6 suryectivas
6 biyectivas. Repasemos brevemente estas nociones de Algebra I.

Definicién 3.22. Sean A, B conjuntos y sea f : A — B funcion. Decimos que f es:
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1. Suryectiva si para todo b € B, eziste a € A tal que f(a) =b;
2. Inyectiva si para todos ay, az € A vale que: si f(a1) = f(az) entonces ay = as;
3. Biyectiva si f es suryectiva e inyectiva a la vez.
O

Obs 3.23. Con las notaciones de la definiciéon anterior, sea C conjunto y g : B — C. Recordemos
que:

1. Si f y g son suryectivas, entonces go f : A — C es suryectiva;
2. Si f y g son inyectivas, entonces go f : A — C es inyectiva;

3. Si f y g son biyectivas, entonces g o f : A — C es biyectiva.

En el contexto del algebra lineal, vamos a considerar la siguiente terminologia
Definicién 3.24. Sean V, W Kev’s y T € L(V,W). Decimos que T es:

1. Epimorfismo (6 simplemente epi) si T es suryectiva;

2. Monomorfismo (6 simplemente mono) si T es inyectiva;

3. Isomorfismo (6 simplemente iso) si T es biyectiva.

El siguiente resultado caracteriza los monomorfismos entre espacios vectoriales
Teorema 3.25. Sean V, W K-ev's y T € L(V,). Son equivalentes

1. T es mono;

2. Siempre que {v1,...,vx} CV es li. entonces {T(v1),...,T(vp)} CW es Li.;

3. N(T) = {0}.

Demostraciéon. 1. = 2. Supongamos que T es mono y que {vi,...,vx} C V es Li. Sean

ai, ..., € K tales que
k

k
0= Zaj T(’Uj) = 0= T(Z Q; Uj)
i=1 j=1

por la linealidad de T'. Recordemos que como T' € L(V, W) se verifica que T'(0) = 0. Asi, como T
es inyectiva,

k k
T(O):OZT(ZO&J' Uj) - OZZO&]' Vj .
Jj=1 Jj=1

Como {v1,...,v;} es Li., deducimos que a1 = ... = ai = 0, de forma que {T'(v1),...,T(vg)} es Li.
y vale 2.

2. = 3. Supongamos que vale 2. y sea v €N(T'). Si v # 0 entonces {v} C V es Li. (ejercicio).
Entonces {T'(v)} resulta 1.i. por 2. En particular, T'(v) # 0 (de otra forma {T'(v)} = {0} que es
1.d.) y v ¢N(T), lo que contradice lo anterior. En conclusién, v = 0; como v €N(T) era arbitrario,
entonces el nucleo se reduce a N(7') = {0}.
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3. = 1. Supongamos 3. es decir, si z € V es tal que T(z) = 0 (z €N(T")) entonces z = 0 (en
palabras, el inico vector en el nicleo de T es 6) Veamos que T' es mono: en efecto, si u, v € V son
tales que T'(u) = T'(v) entonces T'(u — v) = T(u) — T'(v) = 0. Luego, u — v €N(T') lo que muestra
que v — v = 0, es decir, u = v.

O
Corolario 3.26. Sean V, W K-ev’s, dimgV =n y T € L(V,W). Son equivalentes

1. T es mono;
2. Siempre que {vi,...,vn} es base de V entonces {T(v1),...,T(vn)} es L.
3. Existe una base {vy,...,v,} es base de V tal que {T(vy1),...,T(v,)} es Li.

Demostracion. Como toda base es, en particular, l.i., 1. = 2. es consecuencia del teorema
anterior.

2. = 3. Como dimgV = n, entonces existe {vi,...,v,} base de V; por 2. concluimos que
{T(v1),...,T(vy)} es li.

3. = 1. Supongamos que {v1, ..., v, } es una base (particular, y fija) de V tal que {T'(v1),...,T(v,)}
es .i. Para verificar 1. basta ver que N(7T') = {0}, por el teorema anterior. Siv €N(T), en particular,
v €V y existen ay,...,qa, € K tales que

n n
U:Zaj v = O:T(v):Zaj T(vj),
j=1 j=1

(pues v €N(T)). Como, por hipétesis, {T'(v1),...,T(v,)} es Li., vemos que a1 = ... = o, = 0.
Finalmente, notamos que v = Z;Zl a; v; = 0. Asi, dado v €N(T) arbitrario, hemos probado que
v =0, lo que muestra que N(7") = {0}.

O

Corolario 3.27. Sean V, W K-ev’s tales que dimg V = n, dimg W =m, n, m € N.

1. SiT € L(V,W) es mono, entonces n < m.

2. Sin <m entonces existe T € L(V,YV) mono.

Demostracion. 1. Ejercicio.

Veamos 2: sean By = {vi1,...,v,} base de V' y By = {wi,...,w,} base de W. Por hipétesis,
n < m de forma que podemos definir

T e L(V,V) fnicatal que T(vj)=w;,1<j<n.

(acd hemos usado el Teorema 3.6). Como T transforma una base de V en el conjunto {wy, ..., w,} C

Byy que es Li. (ejercicio), el corolario anterior muestra que 7' es mono.
O

Obs 3.28. En lo que sigue vamos a estudiar con detalle el caso de los isomorfismos. Para ello
recordemos el siguiente hecho simple de Algebra I: dada una funcién f : A — B entonces: f es
biyectiva si y solo si existe una funcién g : B — A tal que

gof=1Ig y fog=1Ix

es decir ¢g(f(b)) = b para todo b € By f(g(a)) = a para todo a € A. Més ain, en el caso en que
tal funcién ¢ exista, entonces es tinica y se nota g = f~'; en este caso f~! : B — A es la llamada
funcién inversa de f. Notemos que por lo mencionado més arriba, si f es biyectiva entonces: dados
ace Ay beB,

fi)y=a siysolosi f(a)="h.
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Teorema 3.29. Sean V, W K-ev’s, y supongamos que T € L(V, V) es isomorfismo. Entonces la
funcion inversa T~ : W — V es transformacion lineal.

Demostracion. Por hipdtesis T : V — W es una tranformacion lineal que, como funcién, es biyectiva.
Por los comentarios previos, existe la funcién inversa T-! : W — V. Recordemos que dados v € V
y w € W entonces

T Hw)=v siysolosi Tv=w.

Veamos que 7! es transformacion lineal. Para ello, verificamos que 77! : W — V respeta la suma
y la accién escalar. Asi, sea wy, we € W. Como T es suryectiva, existen v, v € V tales que

w; =T(v;)) = T Hwj) =vj,j=1,2.
Como T es lineal
Ty +vp) =T(v)+T(v2) =wi +wp €W = T Y wy +wy) =v1 +vo =T Hwy) + T (wy)
de forma que T~! respeta la suma.
De forma similar, si @« € K: como T es lineal
T(av) =aT(v) =aw = T ' aw)=av;=aT *(w)

y T~ respeta la accién escalar.

Obs 3.30. Sean V K-evy T € L(V) (operador en V).

Si T es isomorfismo entonces, por el teorema anterior, existe 7~ € L(V) tal que
TT'=T'T=1

donde recordemos que el producto en L(V) simboliza la composicién de funciones y I denota la
transformacion identidad en V.

Reciprocamente, si T' € L(V) es tal que existe S € L(V) tal que TS = ST = I entonces T es
ismorfismo, y S = T~! (ver Obs. 3.28 sobre inversas de funciones).

Como I es el elemento neutro para el producto, concluimos que T' € L(V) es iso si y solo si T es
inversible como elemento en el dlgebra L(V). En adelante, vamos a usar como sinénimos las

expresiones iso e inversible en el caso de operadores T' € L(V).
O

Teorema 3.31. Sean V, W K-ev’s tales que dimgV = dimgW = n. Si T € L(V,W), son
equivalentes:

~

. T es isomorfismo;

2. T es epimorfismo;

3. T es monomorfismo;

4. Para toda {v1,...,v,} base de V se verifica que {T'(v1),...,T(v,)} es base de W;
5

. Existe {vi,...,vn} base de V tal que {T'(v1),...,T(vy,)} es base de W.
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Demostracion. Para verificar la equivalencia de estas afirmaciones, probamos una cadena de impli-
caciones que comienza y termina con el item 1. Notemos que 1. = 2. de forma evidente (por
definicién).

2. = 3. Como T es transformacion lineal, se verifica que

dimg V = dimg N(T') + dimg Im(7T") . (14)
Como T es epi, entonces dimg Im(7") = dimx W = dimg V. Asi, las identidades anteriores implican
que dimg N(T') = 0, es decir, N(T") = {0}. Por un resultado previo concluimos que 7' es mono.

3. = 4. Supongamos que T es mono y que {vy,...,v,} base de V. Entonces, por el Corolario
3.26, B = {T(v1),...,T(vp)} € W es Li. Como dimg W = n entonces concluimos que B es base
de W.

4. = 5. Por el Corolario 3.26, concluimos que estos items son equivalentes! (pues todo base es,
en particular, 1.i).

5. = 1. Por el Corolario 3.26 concluimos que T es mono. En particular, N(7') = {0}, de forma
que dimg N(T') = 0. Consideramos ahora la identidad en la Eq. (14) y concluimos que

dimg Im(7T") = dimg V = dimg W

esta ultima igualdad de dimensiones prueba que Im(7) = W y T es también epimorfismo. Como
T es mono y epi, entonces es iso (por definicién).
O

Ejemplo 3.32. Sea V un K-ev, y sea B = {v1,...,v,} una base de V. Recordemos la transfor-
macioén tomar coordenadas con respecto a B, notada Cp € L(V, K™) dada por

Cp(u) =[ulp € K" para wueV.

Entonces Cp es un iso. En efecto, veamos primero que Cp es mono: si u €N(Cp) entonces
[ulp = 0 € K". Pero entonces u = 7, 0v; = 0. Asi, N(Cp) = {0} y T es mono. Como
dimg V = n = dimg K", el Teorema 3.31 muestra que Cp es iso.

De hecho, en este caso podemos calcular explicitamente la inversa C’gl que viene dada por
n
Cpl K" =V | C’gl((ozj)?zl) = Zaj v; €V para (aj)j; € K".
j=1

El lector puede verificar que la transformacion descripta mas arriba es en realidad la inversa de Cp
(ejercicio).
O

Definicion 3.33. Sean V, W K-ev’s. Decimos que V y W con isomorfos si existe un isomorfismo
T e LV, W). O

Sean V, W K-ev’s isomorfos y sea T" € L(V,WV) un isomorfismo entre los espacios. Entonces
T :V — W es, en particular, una biyeccién. De esta forma, T permite identificar elementos de V
con elementos de W de la siguiente forma: v € V se identifica con w € W si T'(v) = w, y en este
caso podemos escribir v ~p w. Como T es lineal, entonces la identificacién anterior respeta la suma
y la accién escalar: es decir, si

VI RTW Yy U2 RT Wy = U] + Vg 7 W + W2
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(la afirmacién anterior es lo mismo que decir: si T'(vi) = wy y T'(v2) = we entonces T'(vy + v2) =
w1 + wa, lo que es cierto gracias a la linealidad de T"). De forma similar,

verw  y a€ K — av=raw
(verificar esta ltima afirmacion: ejercicio). En este sentido, los espacios V y W son esencialmente
el mismo espacio, al menos desde el punto de vista del algebra lineal.

Los comentarios anteriores sugieren considerar el siguiente problema: dados V y W dos K-ev’s,
determinar si los espacios son isomorfos (o no). Este es el llamado problema del isomorfismo para
espacios vectoriales. La solucién de este problema, en el caso de espacios de dimensién finita, esta
dada por el siguiente

Teorema 3.34. V y W dos K-ev’s de dimension finita. Entonces los espacios son isomorfos si y
solo si tienen la misma dimension sobre el cuerpo K.

Demostracién. Supongamos que existe T € L(V, W) isomorfismo entre V y W. Por el item 1 del
Corolario 3.27 vemos que dimg V < dimg W, pues T es mono. Por el Teorema 3.29, 7= € LW, V);
pero, como 7! también es biyectiva, vemos que T~! es mono. Otra vez por el item 1 del Corolario
3.27 vemos que dimg W < dimg V y vale la igualdad dimg V = dimg W.

Reciprocamente, si dimg V = dimg W entonces, por el Corolario 3.27 vemos que existe ' € L(V, W)
que es monomorfismo. Finalmente, por el Teorema 3.31, concluimos que 1" es isomorfismo. ]

4 Matriz asociada a una transformacion lineal

En lo que sigue extendemos nuestro estudio de coordenadas de vectores con respecto a una base
(es decir, representaciones de un vector en términos de una n-upla) al contexto de representaciones
de transformaciones lineales en términos de matrices.

4.1 Matriz asociada a una transformacion lineal y un par de bases

Comenzamos con la definicién de matriz de T con respecto a un par de bases.

Definicién 4.1. Sean V, W K-ev’s tales que dimg V = n y dimg W = m. Sean By = {v1, ..., v,}
y By ={wi,..., wy} bases de V yW. SiT € L(V,W) definimos la matriz de T' con respecto

a las bases By y Byy, notada
[T]By.B, € K™

como la matriz cuya j-esima columna viene dada por el vector de coordenadas [T'(v;)]g,, € K™,
para 1 < j <n. Grdficamente,

| | |
[T1By.8y = | [T(v)lBy [T(02)lB,y, - [T(va)lsy, | € K™ (15)

Obs 4.2. Con las notaciones de la Definicién 4.1, si 1 < j < n consideramos
[T('Uj)]BW = (alj, azj, -, am]’) c K™
el vector de coordenadas del valor T'(vj) € WV con respecto a la base Byy, entonces
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En lo que sigue vamos a describir una serie de propiedades fundamentales que tiene la matriz de
una transformacién con respecto a un par de bases.

Teorema 4.3. Sean V, W K-ev’s tales que dimg V =n y dimg W = m. Sean By = {v1, ..., v,}
y By = {wi,..., wy} bases de V y W. Dada T € L(V, W) entonces [T|p,, B, € K™*" (como en
la Definicion 4.1) es la inica matriz m X n que verifica

[Tv)B,, = [T)By.By - [V]B, paratodo wveV. (16)

Antes de comenzar formalmente con la prueba, notemos que en la identidad en Eq. (16), la expresién

[T] Bw,By [U]Bv

corresponde al producto matriz-vector: notar que este producto esté bien definido (por las dimen-
siones de la matriz y el vector). La identidad en Eq. (16) justifica la notacién que hemos usado
para el orden de las bases como subindices: los subindices que se encuentran en esta identidad son
iguales (By). Por otro lado, la utilidad de [T]p,,, B, queda clara a partir de la identidad en Eq. 16:
como el producto matriz-vector tiene una férmula (sencilla) para su célculo, [T p,, p,, nos permite
calcular (mediante una férmula) las coordenadas de [T'v]p,, a partir de las de [v]p,,.

Demostracién. Dado v € V, sea [v]p, = (a1,...,a,) € K" = K™*!. En este caso,

n
v = E ajvj.
j=1

Entonces, por la linealidad de T" y de tomar coordenadas con respecto a una base

[T Zaj v;)] za] (0)]By = [T]Byw.5y V], »

donde la dltima identidad es consecuencia de la Proposicién 2.15 y el hecho de que, por construccion,
la j-ésima columna de [Tp,, B, es [T'(vj)]B,, (ver Eq. (15)).
Para verificar la unicidad de [T]p,, B, , sea A € K™*" tal que

[Tv]B,, = Alv]p

, bparatodo wveV.

Sean dy,...,d, € K™ las columnas de A (como en la Obs. 2.14). Sea 1 < j < n y consideremos
v;j € By: entonces, [vj]p, = €j, el j-ésimo vector de la bases candnica. Asi, por hipétesis,

[T(vj)lBy = Alvjle, = Aej = d;

de forma que @; = [T'(v;)]B,,, que es la j-ésima columna de [T, B,,- Asi, columna a columna, las
matrices A y [T]g,,,B, son iguales, lo que implica que A = [Tp,, B, - O

Obs 4.4. Sea V un K-ev, dimg (V) = n y sea T' € L(V) un operador lineal sobre V. Si B =
{v1,...,v,} es base de V entonces podemos considerar la matriz de 7" con respecto a B tanto en el
dominio como co-dominio, que en este caso notamos [Tp, es decir

[T]B = [T]B,B e Knxm .,
En este caso, por el Teorema 4.3, tenemos que

[Tvlp = [T]g[v]p paratodo wveV.
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Ejemplo 4.5. Sea V = R? como R-espacio vectorial y sea B = {(1,0), (0,1)} = {e1, e2} la base
canénica. Supongamos que T' € L(R?) es tal que

Tp = G 11> :

En este caso, la informacion que nos estan dando es:

[Teilp = <_11> y [Tesp= <_11> :

Tei =1leg+1lea=(1,1) y Tea=1les+ (—1)ea=(1,-1).

Entonces

Asf, si (a,b) € R? entonces, como [(a,b)]s = (a,b) es decir,
(a,b) =ae1 +bey = T(a,b) =aTe; +bTex=a(1,1)+b(1,-1)=(a+b,a—b).

De esta forma, podemos conocer la transformacion 7' (en todo R?). El hecho que hayamos tomado
la base B como la base candnica no tiene nada de especial (solo permite hacer las cuentas de forma
mas sencilla).

Si por otra parte, consideramos la base B’ = {(1,0), (1,—1)} = {u1, uz} entonces, para calcular
[T]p debemos calcular [T'u;]p: y [Tug|pr. Céalculos sencillos muestran que

T(u) =(1,1)=2(0,1) 4+ (-1)(1,-1) =2u; + (1) ug = [T(ul)]B/ =(2,-1),
mientras que

T(u2) =(0,2) =2(0,1) + (=2) (1, —1) =2ur + (=2) vz = [T(u2)]p = (2, -2).

[T]p = <_21 _22) -

Notemos que [T]p v [T]p’ son dos matrices distintas que representan la misma transformacion, pero
con respecto a bases distintas de R?. Mas adelante veremos qué tipo de relacién existe entre estas
matrices (ver Seccién 4.4 mas abajo) . A

Ahora podemos construir

4.2 Propiedades de la matriz asociada a una transformacion lineal y un par de
bases

Las siguientes son algunas propiedades muy tutiles para trabjar con matrices asociadas a transfor-
maciones lineales (y bases).

Proposiciéon 4.6. Sean Vi, Vo, V3 tres K-ev’s de dimension finita, dotados de bases Bi, By y By
respectivamente. Entonces,

1. 8i S, T € LV1,V2) y a € K entonces

(S +T)B,,B, = @ [S]By,B;, + [T]B,,8 -

2. SiT e L(V1,V2) U € L(Va,V3) entonces

[U T]BmBl = [U]B&Bz ) [T]Bz,B1 .
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Antes de considerar la prueba, notemos que el item 1. del enunciado indica que, fijadas las bases
B y By, si conocemos la matriz de T (es decir [T]p, B,) y la matriz S ([S]p,,p,) entonces podemos
calcular la matriz de .S + T como la suma de las matrices a [S]p, B, v [T]B,,B: -

De forma similar, si conocemos la matriz de U con respecto a las bases By, B3 y la matriz de T' con
respecto a las bases By, Bo, entonces podemos calcular la matriz de la composiciéon UT como el
producto de las matrices [U]g, B, - [T]B,,B,- Notemos que el producto estd bien definido: en efecto,
si dimg Vi = nq, dimg Vo = ng y dimg V3 = n3 entonces

[T]BQ,B1 = K2 xn y [U]B3,Bg c B Xn2 _— [U]B37B2 . [T}Bg,Bl c KMexn1
Demostracion. Para verificar las identidades de los items 1 y 2 vamos a explotar la unicidad de

la matrix de una transformacién con respecto a un par de bases del Teorema 4.3. Concretamente,
para verificar 1., sea v € V;: entonces

[(aS+T)v|p, = [aSv+Tv]|g, =alSv|p,+ [T Vg,
= o [5]32,31 [U]Bl + [T}BQ,BI [U]B1

= (a [5]32,31 + [T]B27B1) [U]Bl )

donde hemos usado la definicién de la suma y accién escalar en L(Vp,Vs) para la evaluacién en
v, la linealidad de tomar coordenadas con respecto a la base Bs, la propiedad de la matriz de
una transformacion con respecto a las bases By, By del Teorema 4.3 y las propiedades de la suma
y multiplicacién de matrices (distributividad). Asi, la matriz («[S]B,,B, + [T]Bs,B,) € K™"**™
verifica: para todo v € V;

(S +T)v]p, = (@[S]By,, + [T]Bs,8,) [V -
Por la unicidad de [aS + Tp, B, verificada en el Teorema 4.3, concluimos que vale el item 1.

Para verificar el item 2, recordemos que dadas 7'y U como arriba entonces UT € L(Vi,Vs) estd
dada por
UT(w)=U(T(v)) para wveV;.

Consideremos v € V;: entonces,

[UT (v)]ps = [U(T()lBs = [Ulss,B, [T0]B,

= [U]Bs,B2 ( [T]B27B1 [U]B1 ) = ( [U]B?,,Bz [T]B27B1) [U]Bl

donde usamos la definiciéon de composicion, la propiedad de la matriz de U con respecto a Ba, Bs,
la propiedad de la matriz de T' con respecto a Bj, B2 y la asociatividad del producto de matrices.
Asi, la matriz (U], B, [T]B,,B, € K™*™ verifica: para todo v € V;

[UT (v)]B; = ([Ulbs,B, [T]5:,8,) V] -
Por la unicidad de [U T, B, verificada en el Teorema 4.3, concluimos que vale el item 2. O

Teorema 4.7. Sean V, W K-ev’s con bases By = {v1,...,v,} y By = {wi,...,wy,} respec-
tivamente. Entonces la transformacion

By, By : LV, W) = K™ dada por T — [T)B,,. By

es un isomorfismo lineal.
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Antes de entrar en la prueba, aclaremos un poco la notacién: [-]p,, B,, es una funcién cuyo dominio
es el conjunto de las transformaciones lineales de V en WW. El puntito que aparece entre los corchetes
(que funciona como una variable) indica que la funcién toma un elemento del dominio 7'y reemplaza
el puntito por T es decir: si evaluamos [-]p,, B, en T el valor resultante es la matriz [Tp,,, B,
Esto es en realidad equivalente a describir la funcién como se hizo en el enunciado.

Demostracion. Notemos que el item 1. de Proposicién 4.6 muestra, justamente, que la transfor-
macién

L(Y,W)>T — [T, B, € K™"
es lineal, pues respeta sumas y accién por escalares: es decir, si S, T € L(V, W),

[S+ T]Bw,BV = [S]Bw,BV + [T]Bw,BV y [a S]Bw,BV =« [S]Bw,BV )

(a partir del item 1 de la Proposicién 4.6, haciendo o = 1 para la primer identidad, y 7' = 0 para
la segunda).

Ademas, hemos calculado dimyg K™*" = mn = dimg L(V,W). Como los espacios tienen la misma
dimensién entonces, por un resultado en la segunda parte de la teoria para el tp3, para probar que
esta transformacién lineal es un iso, basta ver que es mono!

Por un resultado ya visto, para verificar que la transformacién es mono, basta ver que su nicleo es
el subespacio nulo. Sea entonces T' € L(V, W) tal que

[T]BV\hBV =0e Kmxn

y veamos que entonces T' = 0 (es decir, la inica T' que estéd en el nicleo de [+]p,,, B, es la transfor-
macién T = 0). En efecto, por el Teorema 4.3, dado v € V entonces

(To]yy = [Ty, 2y [0y = O[], = 0 € K™
Es decir, las coordenadas de Tv son todas nulas: entonces
Tv=0wi+...40w,, =0
es decir, Tv = 0. Como v € V era un vector cualquiera, hemos probado que
Tv=0 paratodo veV = T=0¢eL(V,W)

es decir, T' = 0 es la tranformacién lineal nula. Esto muestra que el nicleo N([+]p,,.5,) = {0} v
[1Bw,By : LV, W) — K™ " es un isomorfismo de K ev’s. O

Obs 4.8. Sean V, W K-ev’s con bases By = {v1,...,v,} y By = {w1,...,w,} respectivamente.
Como una consecuencia del Teorema 4.7, concluimos que:

1. Si S, T € L(V,W) son tales que [S]g,,.B, = [T]B,,,B, entonces S = T. Esto es una conse-
cuencia directa del hecho de que [-]p,, B, es una funcién inyectiva (pues es un mono).

2. Dada A € K™ " existe una (unica) T' € L(V, W) tal que [T]g,, B, = A. Esto es una
consecuencia directa del hecho de que [-]p,, B, es una funcién suryectiva (pues también es un
epi). La unicidad es consecuencia del primer item de esta observacion!

A

Més adelante vamos a usar sisteméticamente (y muy frecuentemente) el siguiente resultado.

Corolario 4.9. Sean V, W K-ev’s tales que dimg V = dimp W = n € N, con bases By y Byy,
respectivamente. Dada T € L(V, W), son equivalentes:
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1. T es isomorfismo lineal;
2. [T)Byy,B, € K" es matriz inversible.

Mads atn, si T es isomorfismo entonces
-1 -1
[T]Bw,Bv = [T ]vaBW’ :

Demostracion. Supongamos que T es isomorfismo. Entonces, hemos probado que la funcién inversa
T-! € L(W,V) también es transformacion lineal. En este caso, Iy, =TT € L(V,V) = L(V) es
el operador identidad. Notemos que [Iy]p,, B, = In € K™*" es decir, la matriz de Iy, con respecto
a la base By (tanto en el dominio como en el co-dominio) es la matriz identidad! En efecto, por
definicién de la transformacién identidad, si v € V

[y o), = [V, = I, [V]B, -

Por la unicidad de [Iy]p,, B, del Teorema 4.3, vemos que [Iy]p,, B, = In.

Entonces, por el item 2 de la Proposicién 4.6,
In = [W]By,y = [T Tlpy,, = [T ']5y.By [T]Bw.By - (17)
De forma similar (los detalles quedan como ejercicio),
In = W]y, = [T T By, = T1Byw.By [T By,Bow (18)

Las ecuaciones (17) y (18) muestran que [T]p,, B, es inversible y su matriz inversa estd dada por

[T]fgllowv - [T_I]B\MBVV :

Reciprocamente, supongamos que [T]p,, B, es inversible. Sea v € V tal que T'(v) = 0. Entonces,

0= [TU]BW = [T]BWan [U]Bv = [U]Bv =0

pues el niicleo de la matriz N([T]p,, B,) = {6}, pues es inversible. Asi, v = 0 y vemos que
N(T) = {0}. Como dimg V = dimg W deducimos que T" es isomorfismo lineal.
]

4.3 Matriz de una trasformacién y cambios de base

El siguiente resultado muestra que relacién existe entre las distintas representaciones matriciales
de una misma transformaciéon 7' cuando cambiamos las bases del espacio dominio y el espacio
co-dominio de T'.

Teorema 4.10. Sean V, W K-ev’s de dimension finita. Sean By, B}, bases de V y Byy, By, bases
de W. Dada una transformacion T € L(V, W) se verifica

(Tp;,.5, = Mp;, B, [T)Bw,By - M, B, , (19)

donde MBv,B{} denota la matriz de cambio de base de By, en la base By y donde MB{,\,,BW denota
la matriz de cambio de base de Byy en la base By,.
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Demostracion. Para verificar la identidad propuesta en el enunciado usamos la unicidad de la matriz
de T con respecto a un par de bases del Teorema 4.3. Para ello, recordemos la propiedades de las
matrices cambio de base, definidas y consideradas en el apunto correspondiente al Tp2. De hecho,
las matrices cambio de bases verifican: si v € V y w € W entonces,

[vlg, = Mp, B, [Vlp;, v [wlg, =Mp, 5, Wb, (20)

Recordemos que nuestra notacién esta disefiada para que los sub-indices que se encuentran sean los
mismos. En este sentido, notemos que la férmula de la Eq. (19) tiene esta misma propiedad: los
sub-indices correspondientes a las distintas matrices que se encuentran son iguales, tanto para el
primer y segundo factor como para el segundo y tercer factor.

Siguiendo con la prueba, usando la Eq. (20), vemos que si v € V

[TU]B{,V = MB’W,BW [Tv]B,, = MB’VV,BW ([T]By.By [v]By)

= (MB{N,BW [T]BWaBV ) [U]Bv = (MB{/V,BW [T]BW,BV ) MBV,B{} [U]B{)

= (MB{,V,BW [T]BVWBV MBVvB{; ) [U]B{;

donde hemos usado la propiedad de la matriz cambio de base, la propiedad de la matriz [T)p,, B,
para calcular coordenadas, la asociatividad del producto de matrices, la férmula de cambio de
coordenadas y nuevamente la asociatividad del producto de matrices.

Resumiendo, hemos verificado: para todo v € V,

[Ty = (MB’W,BW (T]Byy.By MBV,B(, ) [U]B{, :
Por la unicidad de la matriz de [T'] BB, del Teorema 4.3, concluimos la identidad del enunciado. [J

El siguiente caso particular del teorema anterior serd de importancia en el estudio de operadores
lineales.

Corolario 4.11. Sea V un K-ev de dimension finita y sean By, B), bases de V. Dado un operador
T € L(V) se verifica
T8y, = Mpy, b, * [T)By - Mp, 51, = My 0 - [T]s, - Mp,, 5,

donde MBV’B{} denota la matriz de cambio de base de BY, en la base By y donde MB{;,BV denota la
matriz de cambio de base de By en la base By,.

Demostracion. Recordemos que para el caso de operadores lineales sobre el espacio V hemos con-
venido en notar

[T] By = [T] By,By

cuando consideramos la misma base V en el dominio como co-dominio de T, evitando el doble
sub-indice. Por otro lado, en el contexto de matrices de cambio de bases, hemos probado que se
verifica la identidad

o —1
Mg, 3, = M)

para un par de bases By y B}, de V. Una vez hechas estas alcaraciones, el enunciado del corolario

es una consecuencia inmediata del Teorema 4.10.
O
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4.4 Matrices semejantes

Sea V un K-ev de dimensién finita y sea T' € L(V). Si By B’ son bases de V hemos visto (ver
Ejemplo 4.5) que, en general [T']p y [T]p son matrices distintas. Sin embargo, estas matrices estan
relacionadas entre si (y comparten varias propiedades, como veremos més adelante). Para describir
la relacién entre [T]p y [T]p consideramos la siguiente nocién.

Definicién 4.12. Sea K un cuerpo y sean A, B € K"*"™. Decimos que A y B son semejantes, y
notamos A ~ B, si existe una matriz inversible P € K™*" tal que

B=P1'AP.
O

Obs 4.13. Sea K un cuerpo. La relacién de semejanza ~ en K™*" es una relacién de equivalencia
en K™*", En efecto, verifica

1. Reflexiva: si A € K™*" entonces A ~ A (tomando P = I)

2. Simétrica: si A ~ B entonces B ~ A. En efecto, si P € K™*™ es inversible y tal que
B=P'AP — A=PBP'=(pP Y 'BP!

donde hemos despejado a A de la primer ecuacion usando que P es inversible y usado que
P~ € K™ también es inversible con inversa (P~!)~1 = P.

3. Transitiva: si A ~ By B ~ C entonces A ~ C: en efecto, si P, Q € K™ "™ son inversibles y
tales que

B=P'AP y C=Q'BQ = C=Q (P 1AP)Q=(PQ)! A (PQ)

donde hemos usado asociatividad del producto y el hecho de que si P y @ son inversibles
entonces PQ es inversible y (PQ)™' = Q~'P~ 1.

A
Proposicién 4.14. Sea V un K-ev, dimgV =n y sea T € L(V).
1. Si B y B’ son bases de V entonces [T|g ~ [T|p son semejantes.

2. Reciprocamente, si B es base de V y C' € K™*™ es tal que [T|p ~ C entonces existe una base
B’ deV tal que C = [T)p.

En particular, dada una base By arbitraria (pero fija) de V, se tiene la igualdad de conjuntos

{[T]p : B esbasede V}={Ac K" :A~[T|p, }.

Demostracion. El item 1 es una consecuencia del Corolario 4.11.

Para verificar el item 2, sea C' € K™*" tal que [T]p ~ C, donde B = {v1,...,v,} es base de V. Por
hipdtesis existe P € K™*™ inversible tal que C = P~ [T]p P. Por el Teorema 4.7 (ver también la
Observacién 4.8) existe S € L(V) tal que [S]p = P. Por construccién de [S]p vemos que la j-ésima
columna de P coincide con el vector de coordenadas [S(v;)]p, para 1 < j < n. Es decir,

P=[S]p=([S(w)]s [S(w)lz -+ [S(va)ls | € K™*". (21)
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Por el Corolario 4.9, S € L(V) es un isomorfismo (de V en V). En particular, S trasnforma bases
de V en bases de V: asi, si

wj=Sv; para j=1,....n = B ={wy,...,w,} esbasede V.

Calculemos ahora la matriz de cambio de base Mp g de la base B’ en la base B. Para ello,
recordemos que la j-ésima columna de la matriz Mp g/ coincide con el vector de coordenadas
[wilp = [S(vj)]B, para 1 < j < n. Asi, por la Eq. (21), vemos que columna a columna, las matrices
Mp gy P son iguales. Asi, Mp g = P. Entonces

[T]B’ :Mg,lB’ [T]BMB,B’ =p! [T]BP:C

Finalmente, la igualdad de conjuntos es una consecuencia de los items 1. y 2. que permiten probar
la doble inclusion.
O

4.5 Algunas consecuencias para L())

En este seccién enunciamos algunas consecuencias (casi directas) de los resulados descriptos en la
seccién de repaso para el dlgebra de operadores L(V).

Teorema 4.15. Sean V K-ev tal que dimp ¥V =n € N y sea B una base de V. En este caso podemos
considerar las K -dlgebras (con unidad) L(V) y K"*". Entonces la transformacion

[[lg: L(V) = K™" dada por T+ [T|p

es un isomorfismo de K-dlgebras con unidad: es decir, [-]|p es una funcion biyectiva que respeta la
suma, la accion escalar, la unidad y el producto:

1. SiS,TEL(V),OzGK: [OéS+T]B:Oé[S]B+[T]B
2 [Iylp =1
3. Si S,TEL(V) : [TS]BI[T}B[S]B.

Proof. Antes que nada, recordemos la notacién [T|p = [T]p,g, para T' € L(V) (consideramos la
misma base en V como dominio y co-dominio).

Por la Proposicién 3.19 y la Observacién 3.20 sabemos que L()) es una K-algebra. En Algebra I
han visto que K™*™ es también una K-algebra.

Por el Teorema 4.7 sabemos que [-]p es un isomorfismo lineal: en particular, es una biyeccién que
verifica el item 1 del enunciado.

Por la Proposicién 4.6 (haciendo Vi = Vo = V3 = V), vemos que se verifica el item 3. El item 2 se
de forma sencilla (ejercicio), teniendo en cuenta la Definicién 4.1. O

Corolario 4.16. Sean V K-ev tal que dimgV = n € N, con base B. Dada T € L(V,W), son
equivalentes:

1. T es isomorfismo lineal;
2. [T)g € K™"™ es matriz inversible.
Mds atin, si T es isomorfismo entonces [T)g ' = [T~ !]p,.

Proof. Es una consecuencia inmediata del Corolario 4.9 del repaso. O
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5 Formas candnicas: operadores diagonalizables

5.1 Consideraciones generales
En lo que sigue:
e V denotard un K-ev, dimgV =n € N
e T € L(V) denotara un operador que hemos fijado.

El problema que vamos a considerar es, a grosso modo, el siguiente: dado 17" como antes, hallar una
base B = {vy,...,v,} de V tal que la matriz

[T]p  tenga una estructura sencilla .

Como veremos, el hecho de que podamos hallar una base en la que [T]p sea més sencilla 6 menos
sencilla dependera de T' ( y en cierto punto de K también ).

Claro, la primer pregunta es: qué significa estructura sencilla?! En esta primera parte de las notas
sencillo significard diagonal (concepto que definimos més abajo) que sin dudas estd intuitivamente
relacionado con la nociéon de simplicidad. Mas adelante, veremos algunas nociones un poco mas
técnicas... pero no nos apresuremos!

5.2 Matrices diagonales = matrices sencillas

Sea K un cuerpo y sea A = (a;;) € K™*™ una matriz. Recordemos que A es una matriz diagonal
si las entradas de A fuera de la diagonal principal son nulas: en simbolos a;; =0si 1 <i# j < n:
es decir

aij = 0ij aii = 05 ajj (22)

con la notacién de Kronecker. Griaficamente, tiene la forma
aill 0 0

c K’an

o

)

[N}

[N}
-.. o
o oo

0 0 0 ... anp
También escribimos A = diag(aii, ..., any) para describir a la matriz diagonal A.
Si A = diag(ai1, ..., an,) € K™™ entonces:

1. el producto matriz vector A - Z se puede realizar de forma sencilla: si & = (z1,...,2,) € K"
(recordemos nuestra convenciéon: K" = K™*! denotan vectores columna, que por una cuestiéon
de espacio los notamos como fila)

a1i1xy,
a22x2

Gnpn Tn

En efecto, si calculamos la i-ésima. coordenada

n n
(AZ); = g Ajj Tj = g Oij Qis Tj = Qi; Ti
J=1

J=1
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donde usamos la notacién de la Ec. (22). En particular, si & = e; es el primer vector de la
base candnica de K™ entonces

all 1 1
A ey — ago 0 _ 0 B n
1= ; =ap | .| =aner €K (24)
Apn 0 0

y mds en general, si e; es el j-ésimo vector de la base canoénica

ail 0 0
aj—1,5-1 0 0
A-ej = ajjl = Qjj 1 = Gjj € e K" (25)
j+1,5+1 0 0
Apn 0 0

Lo anterior indica que la j-ésima columna de A es un miltiplo de e;, para 1 < j < n. Esto
también se ve mirando la forma grafica que tiene la matriz diagonal, en términos de sus
columnas!

. Notemos que si a € K entonces

o all 0 0 e 0
0 . agy 0 e 0
a A =diag(aary,...,aan,) . ) 0
0 0 0 ... aap,
Si B = diag(bi1, ..., bnn) € K™ es otra matriz diagonal entonces
a1 + b1 0 0 0
. 0 as +ba 0 0
A+B:d1ag(all+b11’---aann+bnn): . . ] 0
0 0 0 ... Gun+bun
y por otro lado,
ail b11 0 0 “e 0
. 0 ago 522 0 e 0
A - B =diag(a11 b11,- - - Gnn bppn) = . . ) 0
0 0 0 Qnn b

En efecto,

(AB)ij =) aibej = > Oik i Okj bjj = aiibjj > Sig Opj -
k=1 k=1 k=1

Si ¢ # j entonces (verificar!)
dik 0g; =0 paratodo 1<k<n = (AB);; =0.
Si i = j entonces

5ik 6kj =1 si y solo si k= i(: ]) — (AB)“ = Qy; b“‘ (l = j) .
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Ademas, las potencias de A se pueden calcular de forma sencilla:

A? = diag(a?,,...,a2,) yen general AF = diag(ak,... d")

»'nn r'nn

(verificar por induccién, usando la férmula para el producto de matrices diagonales).
Maés atin, AB = BA para A y B matrices diagonales.

3. El problema de determinar si una matriz diagonal A = diag(ay1,...,any) € K™*" es inversible
(cosa que en el caso de matrices arbitrarias es méds bien complicado) se torna trivial: por un
lado, se tiene la expresién (verificar por induccién en el tamano de A)

n
detA:Haii:>detA7é0 siysolosi ay; #0 paratodo 1<i<n.
i=1

Lo anterior muestra entonces que A es inversible si y solo si a;; # 0 para todo 1 < i < n; en
ese caso estd definido a;; l'e K y se verifica que

AT = diag(ayl ... a,)) € K™

Para verificar lo anterior se puede usar la férmula del producto de matrices diagonales:

diag(ai1, . . ., ann) diag(atyl, . .., apt) = diag(aiy aglls ..., ann ap,y) = diag(1,...,1) =T

donde hemos usado que la matriz identidad I € K™*™ es diagonal, con diagonal principal
formada por 1’s.

Las observaciones anteriores muestran que la clase de matrices diagonales es una clase de matrices
sencillas, tanto desde el punto de vista del producto matriz-vector, como desde el punto de vista de
las operaciones algebraicas (sumas y productos por escalares y matrices) que se pueden hacer con
esta clase de matrices.

5.3 Operadores diagonalizables

Definicién 5.1. Sea V un K-ev, dimgV =n € Ny sea T' € L(V). Decimos que T es operador
diagonalizable si existe una base B de V tal que [T]p € K™*" es matriz diagonal. O

Las observaciones hechas en la seccién anterior y el Teorema 4.15 indican que si T € L(V) es
diagonalizable, entonces podemos representar de forma sencilla toda una serie de matrices asociadas
con T. Ademads, podemos resolver algunos problemas relacionados con 1" de forma simple. Por
ejemplo, si B es base de V tal que

[T|p = diag(a11, - -, ann)

entonces T' es un isomorfismo lineal si y solo si a;; # 0 para todo 1 < i < n (ver el item 3 de la
secci6n anterior y el Corolario 4.16).

Ejemplo 5.2. Sea V = R? y T € L(R?) dado por
T(z,y)=(z+y,z+y) paa (z,y) €R®.

Si consideramos la base canénica de R%, B = {ej, e} entonces, calculos sencillos muestran que

[T)p = G 1) :
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Claramente, [T]p no es matriz diagonal. Sin embargo, si consideramos la base B’ = {u; =
(1,1), ug = (1,—1)} entonces, célculos sencillos muestran que

[T]p = <g 8) -

En este caso, [T]p es matriz diagonal. Deducimos que T es un operador diagonalizable, porque
existe la base B’ de R? tal que [T]p es matriz diagonal. A

Pero cémo hallar la base B’ del ejemplo anterior?

Otra pregunta que surge es: serd cierto que todo operador (en todo espacio vectorial) es diagonal-
izable? La respuesta a esta pregunta es: NO. Veamos el siguiente (no)-ejemplo:

Ejemplo 5.3. Sea
V={pecR[z] : p=0 6gr(p) <2} = {ap+ a1z + axx?: ag, a1, as € R} C R[z].

En este contexto B = {1, z, 22} es una base de V, de forma que dimg V = 3. Consideramos el
operador derivacién

D e L(V) dado por D(ao+a1x+a2m2) =a1+2ayx V.

Afirmamos que no existe base B’ de V en la cual [D]p € R3*3 sea diagonal. Notemos que si
componemos a D con si mismo tres veces, es decir, consideramos la potencia D> = DD D € L(V)
se verifica:

D(a0+a1x+a2x2) =a;+2a1 = Dz(ao—i-al:c—i—ang) =D(a1 +2axz) =2ay
de forma que
D3(ag + ay © + azx?®) = D(2a3) =0

En palabras: si derivamos tres veces cualquier polinomio de grado a lo sumo 2, obtenemos el
polinomio nulo.

Lo anterior muestra que D3 = 0 es el operador nulo en V. Supongamos ahora que existe una base
B’ de V tal que [D]p = diag(ai1, a2, as3) € R3*3. Entonces, por el Teorema 4.15,

0= [D°]p = ([D]p)’ = diag(a};, a3y, ajs) € R™7.
Lo anterior muestra que afz- = 0 lo que a su vez implica que a;; = 0, para i = 1,2, 3. Pero entonces
[D]p = diag(a11, aze, ass) = diag(0, 0, 0) = 0 € R**?

lo que implica que D = 0. Pero esto es absurdo, porque D no es el operador nulo: D(xz) =1 # 0.

Esta contradiccién surge de suponer que D era diagonalizable. Entonces D no es diagonalizable!
A

El ejemplo anterior es un tanto extenso, pero muy importante. No sélo porque muestra que hay
operadores que no son diagonalizables, sino porque indica una clase que es la contra-cara de los
operadores diagonalizables: los llamados operadores nilpontentes que estudiaremos mas adelante
(D del ejemplo anterior es nilpotente, porque D? =0 € L(V)).

Como un primer paso para entender cuando un operador es diagonalizable, consideramos el siguiente
resultado.
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Proposicién 5.4. Sea V un K-ev, sea B = {v1,...,v,} base de V, seaT € L(V) y sean A1,..., \p €
K. Son equivalentes:

1. [T = diag(A1, ..., \p) € K™*";
2. Tvj = \jv; , para 1 < j <n.

Demostracion Supongamos que vale el item 1. Si 1 < j < n entonces podemos calcular las coorde-
nadas de [T'v;|p usando la propiedades de [T]p € K™*™:

[TU]‘]B = [T]B[Uj]B = [T]Bej :diag()\l,...,)\n)ej :)\jej :)\j(O,...,O,l,O,...,O)

(en tnico 1 estd en la entrada j-ésima) donde hemos usando la férmula de la Ec. (25) para e;, el
Jj-ésimo vector de la base candnica. Entonces, como e; = (d;;)i 1,

[TUj}B = )‘j ej = ()\J 5”')?:1 — T’Uj = Z()\j 51]) V; = )\j Uj .
=1

Lo anterior prueba que T'v; = Aj vj.

Reciprocamente, si T'v; = A;j v; entonces,
[Tvjlp=Xje; para 1<j<n.

Pero entonces

A1 0 0 0
| N 0 X 0 0
[T]B: )\161 )\262 )\nen = i . . 0 e KM,
0 0 O An
O
Como primer resultado, deducimos
Teorema 5.5. Sea V un K-ev, dimgV =n € N y sea T € L(V). Son equivalentes:
1. T es operador diagonalizable
2. Eziste una base B = {v1,...,v,} de V y Ai,..., A\ € K, tales que
Tvi=Ajv; para 1<j<n.
O
Obs 5.6. Con las notaciones del teorema anterior, cabe remarcar que hay cierta asimetria en los
roles de la base B por un lado y los coeficientes A1,..., A, € K.
Concretamente, dada 7' diagonalizable, en general puede haber muchas bases B’ = {v],..., v}
de V tales [T)|p = diag(ui, ..., un), es decir, tales que Tv;- = Uj U;- para 1 < j < n, para ciertos
U1, -, pn. Pero en este caso los escalares Aj,...,\, coinciden con pq, ..., u, salvo el 6rden (es
decir, los i’s se obtienen de los A’s permutandolos). Asi, los A1, ..., A, son (esencialmente) tinicos.
En lo que sigue vamos a estudiar estos escalares Aj,..., A, asociados a T'.
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6 Autovalores y autoespacios

Definicién 6.1. Sea V un K-ev tal que dimg (V) =n ysea T € L(V). Dado A € K
1. Decimos que A es un autovalor de T si existe v € V, v # 0 tal que Tv = Av.
2. En adelante o(T) = {\ € K : X es autovalor de T'} es llamado el espectro de T.

3. Si A € o(T) definimos el autoespacio de T asociado al autovalor A\, notado E)(T) C V, dado
por
E\(T)={weV : Tw=Aw} #{0}.

En este caso, si w € E)\(T') (es decir, si Tw = Aw) decimos que w es un autovector de T
asociado a .

O

Obs 6.2. Con las notaciones de la defincién anterior, si A € o(7") entonces Ey(T") es subespacio no
nulo de V: en efecto, notemos que

Ex(T)={weV : Tw= w}={weV : Aw—-Tw=0}={weV : AN -T)w=0}
donde I denota el operador identidad en V, es decir (A ] — T)w = A (w) — T'(w) = Aw — Tw; asi
Ex(T)={weV : A\ -T)w=0} =N\ -T)#£{0}CV

es subespacio, pues es el nicleo del operador AI — T € L(V). El subespacio no se reduce al
subespacio nulo, porque por hipétesis existe v € V, v # 0 tal que Tv = A\v = v € Ep()). A

Obs 6.3. Sea V un K-ev, dimgV =n € Ny seaT € L(V). Si T es operador diagonalizable
entonces T debe tener autovalores! En efecto, por el Teorema 5.5 existe una base B = {v1,...,v,}
de Vy Ai,..., A\ € K, tales que Tv; = A\jv; para 1l < j <n. Como v; es un vector en una base,
vj # 0 (de otra forma B serfa 1.d), lo que muestra cada A; es autovalor de T A

Definicién 6.4. Sea V un K-ev tal que dimg (V) =n y sea T' € L(V). Definimos el determinante
de T, notado detT' € K, como
det T = det([T]B)

donde B denota una base (cualquiera) de V. A

Con las notaciones de la definicién anterior, parece haber un posible problema. Notemos que si B
y B’ son bases de V entonces sabemos que, en general las matrices [T]p y [T]p son distintas; sin
embargo, las matrices [T'|p y [T]p tienen el mismo determinante: en efecto, hemos probado que en
este caso las matrices son semejantes [T]p ~ [T]ps, es decir, que existe una matriz P € K™*" tal
que P es inversible y P~! [T P = [T]p' lo que implica

det([T]pr) = det(P~L [T]p P) = det(P~Y) det([T]5) det(P) = det([T]5) € K

donde usamos que el producto en K es commutativo, que los determinantes son elementos de K,
que det(AB) = det(A) det(B) € K y que

det(P)det(P~!) =det(PP Y =det(l) =1 € K.
Teorema 6.5. Sea V un K-ev tal que dimg (V) =n y sea T € L(V). Dado A € K, son equivalentes:

1. X\ es autovalor de T';
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2. NI =T € L(V) no es inversible;

3. det(A\I —=T) =0.

Demostracion. 1. = 2. Si A es autovalor de T" entonces (ver la Observacion 6.2)
EX(T) = N\ I —T) # {0},

porque como A es autovalor de T existe v € V, v # 0 tal que Tv = A\v = v € Ep()\). Entonces
A I — T no es monomorfismo; asi, por el Teorema 3.31 (tomando W =V en ese teorema) 1" no es
isomorfismo y vale 2.

2. = 3. Supongamos que \I — T no es isomorfismo (es decir, A\I — T no es inversible) y sea B
una base de V. Por el Corolario 4.16 concluimos que [A I —T|p € K™ " no es matriz inversible, de
forma que su determinante es 0. Entonces, por la Definicién 6.4,

det(A\T = T) = det([A\] — T)5) = 0.

3. = 1. Supongamos que det(AI —T) = 0. Si B es una base de V entonces, por la Definicién
6.4, det([\I — T)|p) = 0. En particular, [\ I — T|p no es matriz inversible. Por el Corolario 4.16
vemos que Al —T € L(V) no es isomorfismo. Ahora, por el Teorema 3.31 (tomando WW =V en ese
teorema) concluimos que A I — 7" no es monomorfismo. Entonces N(A\I —T') # {0}; asi debe existir
v EN(AT —T), v # 0: pero entonces

A —=T)(v)=0 = Tv=XMv con v#0.
Esto muestra que A\ € K es autovalor de T ]

Ejemplo 6.6. Sea V un R-ev con base B = {wy, wa} y sea T € L(V) tal que

pb:<ﬂ®eRw;

Entonces o(T) = 0 (T no tiene autovalores). En efecto, si suponemos que A\ € R es autovalor de T
entonces

0=det(A\ —T)=det([A\I —T|p) =det(A]I2 — [T]p)

donde I, € R?*? denota la matriz identidad. Pero entonces
10 0 1 A =1 9
— _ — — = = >
0=det(AIy — [T]p) = det(A <0 1> (_1 0)) det (1 A) AM+1>1

lo que es una contradiccién (0 > 1) ya que A? > 0 para todo A € R.

En particular, teniendo en cuenta la Observacién 6.3, vemos que T no es diagonalizable. O

Definicién 6.7. Sea V un K-ev tal que dimg (V) = n y sea T' € L(V). Definimos el polinomio
caracteristico de T', pr(z) € K|z], dado por

pr(z) =det(z I —[T)p) € K[z],

donde B es una base arbitraria de V y donde I € K™*" denota la matriz identidad. O
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Ejemplo 6.8. Sea V un C-ev tal que dimc V = 3 y sea B una base de V. Sea T' € L(V) tal que

31 -1
Tp=12 2 -1
2 2 0

Calculemos pr(x) € K|z|: para ello

z—3 -1 1
pr(x) =det(x I —[T)|g)=det(| -2 z—-2 1)
-2 -2

(donde I denota la matriz identidad 3 x 3). Célculos sencillos muestran que
pr(z) =2 =522 + 8z —4 = (x — 1) (x — 2)*
A

Obs 6.9. Sea V un K-ev tal que dimg (V) = n, sea B una baes de V y sea T € L(V). Si
pr(z) =det(z I — [T]|p) € K|[z] es el polinomio caracteristico, entonces:

1. pr(z) € K[z] estd bien definido en el sentido que no depende de B (tan sélo depende de T'):
En efecto, si B” es otra base de V entonces hemos probado que en este caso las matrices son
semejantes [T)p ~ [T]p, es decir, que existe una matriz P € K™*" tal que P es inversible y
P~ [T|g P = [T]p lo que implica

det(x I — [T]g)) =det(zI — P~ [T)p P) = det(P~! (z I — [T)p/) P) = det([T]p) € K

donde usamos que el producto en K es commutativo, que los determinantes son elementos de
K, que det(AB) = det(A)det(B) € K y que det(P)det(P~!) = det(PP~!) =det(l) =1 €
K.

2. pr(x) es un polinomio ménico de grado n. Es decir,
pr(x) =" +a, 12" '+ ... +axtao€ Klx].

3. XA € K es autovalor de T si y solo si pr(A) =0, es decir, si A € K es raiz de pr(z).

La afirmacién del item 2 se verifica utilizando la férmula del determinante en términos de las
entradas de la matriz
pr(z) =det(z I —[T)p)

donde B es una base de V y I, € K™*" es la matriz identidad.
La afirmacion del item 3 es una consecuencia directa del Teorema 6.5 y del hecho de que
pr(A) =det(A] — [T)p) =det([A\I —T)|p) =det(\I —T).

O]

Usando la notacién de la Observacién anterior, notemos que T tiene a lo sumo n autovalores
distintos! pues pr(z) tiene a lo sumo n raices distintas (ya que es un polinomio de grado n).

Definicién 6.10. Sea V un K-ev tal que dimg (V) = n. Sea T' € L(V) con polinomio caracteristico
pr(z). Si A € K es autovalor de T
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1. Definimos la multiplicidad algebraica de X en T, notada m4(A) como el orden de \ como raiz
de pr(x). Es decir, mg(A) =r > 1 si

pr(z) = (x—XN)"q(z) con ¢(A) #0.

2. Definimos la multiplicidad geométrica de A en T, notada my(A) como la dimensién del au-
toespacio Ep ()
mg(A) = dimg (Ep(N)) > 1.

6.1 Una estrategia para intentar diagonalizar un operador

A modo de motivacién del contenido de esta seccidén, consideremos la siguiente estrategia para
intentar diagonalizar un operador T € L(V), para V un K-ev tal que dimg (V) = n:

1. Calcular pp(x) polinomio caracteristico de T’

2. Hallar las raices distintas de pp(z), A1,..., A\ (k < n). Es decir, incluimos todas las raices,
pero sin multiplicidades algebraicas (sin repetir). En este caso, el espectro de T es (ver
Definicién 6.1)

o(T) = {Ms. .., M)

3. Para cada autovalor \; de T, calcular una base B; = {v{, R vij} para el autoespacio Er(J;),

1 < j < k. Notar que en este caso dimg ET()\j) = d;, la cantidad de vectores de B;. Hemos

J

usado un supra-indice para indicar en qué base estan los vectores: v; es el i-ésimo vector de

la base B;. Notemos que como vg € Er()\;) entonces
TU{ =/ vf (26)

4. Unir (yuxtaponer) las bases de forma que B = By U By U ... U By, es decir

_ gl 12 2 .3 k k
B = {vy,...,0,, 07,y Ugys VT, o, V] 5o Vg, }
P —_———
B B By

5. Aqui surgen dos preguntas: la primera es si B es 1.i. La segunda pregunta es si B es sistema
de generadores. Notemos que si la respuesta a estas dos preguntas es si, entonces B es una
base de V formada por autovectores de T, por la Eq. (26); por el Teorema 5.5, T seria
diagonalizable en este caso.

Veremos que en general B es 1.i. (ver Corolario 6.15 més abajo). Sin embargo, el hecho de que B
sea un sistema de generadores dependera de T' (y en cierto punto de K).

Lema 6.11. Sea V un K-ev tal que dimg (V) =n ysea T € L(V). Sivi,...,vx € V son autovectores
no nulos de T asociados a los autovalores A1, ..., \, distintos de T entonces {v1,...,v;} es Li.

Demostracion. Por hipdtesis, v; # 0 es tal que T'v; = \;v; para 1 < ¢ < k.
Vamos a probar el enunciado por induccion en k.
Si k =1 es trivial porque v; es no nulo.

Hiétesis inductiva (H.I.): dados vy,...,vx—1 (k > 1) autovectores no nulos asociados a autovalores
distintos A1, ..., Ag_1 se verifica que {v1,...,v5_1} es Li.
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Sean vy, . .., v autovectores no nulos asociados a autovalores distintos A1,..., A\p ysean aq, ..., qx €
K tales que

k
0= Z Oéj ’Uj . (27)
7j=1

Ademas, como cada v; es autovector

k k k
0=T0) =T ajuv;)=> o T(v;) =D _ ajAv;. (28)
j=1 j=1 j=1

Usando la Eq. (27) vemos que
k—1

Qp Vg = Z(—%‘) vj -

Jj=1

Reemplazando esta identidad en la Eq. (28) vemos que

k k—1 k—1
0 = Z j)\j’l)j Z/\ Oé]U]-F/\k( ajvj)
7=1 7j=1

w <.
Il

,_. —

bl

I

—

— )\a]v]—l—z (Akaj)v (A — k) aj vy,

<.
I
—
<.
I
—_

donde hemos usado las propiedades de la accién escalar y la identidad —(av) = (—a) v (el opuesto
de av es el vector que se obtiene de actuar con el escalar —« sobre el vector v).

Por H.I. {v1,...,v5-1} es Li. de forma que

S

-1
()\j—)\k)ajvj - ()\j—/\k)ajzo, 1§j§k—1 - Oéj:O, 1§j§k—1
1

o
Il

<.
Il

pues (Aj — Ag) # 0, dado que los autovalores Ay, ..., A\, son distintos. Asi, la Eq. (27) se convierte
en ay v = 0 lo que implica que ai = 0, pues v # 0. ]

Definicion 6.12. Sea V un K-ev y sean Wi, ..., Wy subespacios de V.

1. Definimos el subespacio suma, notado Wi + ...+ Wy, CV, dado por

W1+--.+Wk:{w1+--.+’wk Cw; €W 1§Z§k‘}

2. Decimos que los subespacios son independientes si: siempre que w; € W;, 1 <1 < k son tales

que
wi+...+twp =0 = wy=...=w, =0.
3. Si los subespacios Wy, ..., Wy son independientes, se dice que la suma Wi +...+Wy es directa
y la suma se nota
Wit ... +W.

O

Proposicién 6.13. Sea V un K-ev tal que dimg (V) =n y sea T' € L(V). Si A1,..., A\, son los
autovalores distintos de T' entonces los subespacios Er(A1), ..., Er(A;) son independientes (ver
Definicion 6.12).
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Demostracion. Sean v; € Ep()j), 1 < j <k, tales que
U1+...+Uk:0.

Supongamos que hay algin v; # 0. En lo que sigue vamos a tener que discriminar entre los

v}s nulos y los v;’s no nulos: formalizamos el argumento como sigue. Consideramos el conjunto

I'={j : 1<j<k,vj#0}#0.8i[k]={1,...,k} entonces si consideramos la diferencia de
conjuntos
jek\I = v; =0

(en palabras: si j € [k] y j ¢ I entonces v; = 0). Entonces [k] = ([k]\ 1) UIy

O=v1+...+v = Z vj+Zvj:0+Zvj:Zvj.

JERN jel jel Jel

Pero {v; , j € I} son autovectores no nulos de T' correspondientes a autovalores distintos \; con
j € I (que son algunos de los autovalores distintos con los que empezamos): Por el Lema 6.11
concluimos que {v; , j € I} es Li., pero

Zl’ul =0
Jel

con 0 # 1 € K, que contradice la independencia lineal de {v; , j € I}. La contradiccién surge de
suponer que existe algin v; # 0. Asi, se debe verificar que v; = 0 para 1 < j < k, y los subespacios
son idenpendientes. O

Teorema 6.14. Sea V un K-ev, dimgV = n € N y sean Wy, ..., Wi subespacios de V. Son
equivalentes:

1. Wi, ..., Wy son subespacios independientes;

2. 8i Bj = {v{,...,vgj} es base de Wj, 1 < j < k, entonces B = By U By U ...U By (por

yuxtaposicion ¢ pegado) es decir

1 1.2 2 .3 k k
B = {1, ;03,0755 Vg, VT ey U, oo, Vg, )
By By By
es base de W =W + ...+ Wg.
En particular, st W1, ..., Wi son subespacios independientes entonces

dimK(W1 + ...+ Wk) = dimK(Wl) + ...+ dimK(Wk) .

Demostracion. 1 = 2. Supongamos que Wi, ..., W son subespacios independientes. Si B es
como en el item 2, verificamos que B es 1.i. y un sistema de generadores para W = W) + ...+ W;.

B es Li.: Es conveniente indicar los coeficientes que actian sobre los vectores con el mismo tipo de
indices (supra y sub-indices) que hemos elegido para los vectores: asi, sean

od e K, 1<i<d, 1<j<k

tales que

0=oafvl+...+ay vy +afvl +...+af,vi, +ai vl +...+afof +... +af vl

di términos da2 términos dj, términos
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es decir, sumando cada sumatoria de d; términos indicada arriba, 1 < j <k

53

=1 i

d;
Jo.J
a; vy =0.
=1

Notemos que hemos elegido la notacién de forma que el indice j sea un supra-indice en «, y no un
exponente (es decir, no estamos considerando la j-ésima potencia de a; € K). En este caso:

dj dj

ang:0:> ajvgzo para 1<j <k,

% 7
7=1 i=1 %
——
€ Wj

Il
—

por la independencia de los subespacios (ver Definicién 6.12). Para 1 < j < k, como B; =
{v],... ,vfi]_} es base de Wj se tiene que

d.:

<

agvg:() = 042:0 para 1<1i<d;,
i=1

donde hemos usado la independencia lineal de B;. Si miramos con cuidado, hemos verificado que
todos los coeficientes

que muestra que B es l.i.

B genera a W: si w € W entonces, por la Definicién 6.12, existen w; € W;, 1 < j < k tales que
w=w +...+wg.

Como Bj; es base de WW; entonces existen coeficientes a{ € K, 1 <1i<d; tales que

<

J o
o; Uy .

‘ k k dj
=1

d;
w; = aj 'Uj. = W = w, =
J ) J
=1 7

=1 j=1 i
La identidad anterior muestra que B es un sistema de generadores de W.

2 = 1. Ejercicio para el lector.

Finalmente, si suponemos que los subespacios son independientes, entonces la implicacién 1 = 2.
probada mas arriba muestra que B es base de WW. En particular,

dimg W =#(B) = #(B1) + ... + #(Br) =dimg W) + ... + dimK(Wk)

(donde #(A) denota la cantidad de elementos del conjunto A). O
Corolario 6.15. Sea V un K-ev tal que dimg (V) = n y sea T € L(V). Sean Ai,...,\ los
autovalores distintos de T y sean Bj = {v],... ’Ufij} base del autoespacio Ep(\;) para 1l < j < k.
Entonces

1. B= B1U...U By (por yuxtaposicion) es linealmente independiente.

2. Si Z?:l dimg Er(Aj) = n entonces T' es diagonalizable.
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Demostracion. Por la Proposicién 6.13, los autoespacios Er(A;), 1 < j < k, son independientes.
Por el Teorema 6.14, B es una base de

W = ET()\l)—i- e —i—ET()\k) cy.

En particular, B es conjunto 1.i.

Finalmente, si Z?Zl dimg E7()\j) = n entonces, por el Teorema 6.14, dimg WV = n de forma

W =V y B es base de V. Notemos que todo elemento de B es de la forma Uf € B; para algtin
1 <i<djyalgin 1< j <k. En particular, como B; C Er();) entonces

J_ .
Tv; = Aj vy .

Asi, B es base de V formada por autovectores de 1. Entonces T es diagonalizable, por el Teorema
5.5. O

Ejemplo 6.16. Recordemos el Ejemplo 5.2. Asi, sea V = R? y T' € L(R?) dado por
T(z,y) = (x+y,x+y) para (z,y) € R?.

Vamos a intentar diagonalizar a T": para esto, aplicamos la estrategia que describimos a comienzo
de esta seccion:

1. Para calcular pr(z) consideramos la base canénica de R?, B = {e1, ea} entonces,

1 -1
rx—1

M= (1 1) = m@ =t T D=1 1= -2

Las raices distintas de py son Ay =2y Ay = 0.

2. Calculamos los autoespacios Ep(A;):

(
Er(n) = {(zy) €R* : 21 -T)(x,y) = (0,0)}
{(z,y) €R? : 2(z,y) — (z +y, 2 +y) = (0,0)}
= {(z,y) : z—y=0,y—2x=0}={(z,z) : z€R}.
Notemos que {vi = (1,1)} es una base de Er()\1).

Calculamos los autoespacios Er(\2):
BEr(x) = {(z,y) €R* : (01 -T)(z,y) = (0,0)}
= {(z,y) €R? : ~(z+y,z+y)=(0,0)}
= {(z,y) : 2+y=0}={(z,—x) : z €R}.

x
x’
Notemos que {v? = (1,—1)} es una base de Er(\2).

3. El Corolario 6.15 garantiza que el conjunto que se obtiene de pegar las bases de cada au-
toespacio (yuxtaposicién) encontradas méas arriba

B' = {v}, v}} esli

Maés atn, como #(B') = 2 (B’ tiene dos elementos) y dimg V = 2 entonces B’ es base de V
formada por autovectores de T.
2 0
T\g = .
= (5 )
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6.2 Caracterizaciéon de operadores diagonalizables

En las notas de la ler parte del tp 5 hemos descrito una estrategia para diagonalizar un operador
lineal T' € L(V). Maés atin, el Corolario 6.15 muestra que en el caso en que la suma de las dimensiones
de los autoespacios correspondientes a los autovalores distintos de T' coincida con la dimensién de
V), entonces la estrategia permite diagonalizar a T. Pero qué sucede si esta tutlima condicién
falla? Veremos si esta condicion falla entonces T no es diagonalizable. Como moraleja: si nuestra
estrategia (particular) no diagonaliza a T' entonces T no es diagonalizable!

De hecho, los siguientes resultados permiten mejorar notablemente nuestra estrategia para intentar
diagonalizar un operador (ver la Observacién 6.20 mas abajo).

Teorema 6.17. Sea V un K-ev tal que dimg (V) =n y sea T € L(V). Sean A1, ..., A\, (todos) los
autovalores distintos de T' y sean d; = dimg Er(A;), para 1 < j < k. Son equivalentes:

1. T es diagonalizable;

2. El polinomio caracteristico de T' se puede escribir como

pr(z) = (z — )\l)dl R )\k)dk

3. Z?zl dimK ET()\j) = Z?:l dj =n.

Demostracion. 1. = 2. Si T es diagonalizable, sea B = {v1,...,v,} una base de V tal que
w0 0 0
0 w2 O 0
Tlp=10 0 0| eK K™,
0 .0
0 0 0 ... pn

En este caso, hemos visto que Tv; = p; v;, 1 < i < n. Asi, cada p; es autovalor de T' (pues v; # 0):
entonces cada p; coincide con algin A; para cierto 1 < j < k (que depende de i) porque Aq,..., A
son los autovalores distintos de T'. Por otro lado, dado 1 < j < k debe haber algin 1 < i < n tal
que Aj = p;: de otra forma, A\; # p; para 1 < i <n, y la matriz

[)\jI—T]B :diag()\j —Ml,...,)\j —,Lbn) c K

es una matriz inversible, pues es una matriz diagonal con entradas no nulas en su diagonal principal;
este hecho implica que A; I —T € L(V) es operador inversible, que contradice el hecho de que \; sea
autovalor de T' (notar que {0} # Er();) = N(\;j I —T) de forma que A\j I —T no es monomorfimos).

Podemos reordenar (permutar) los vectores en B de forma de ubicar los vectores v;’s tales que Tv; =
A1 v; al comienzo; luego ubicamos el grupo de vectores v;’s tales que Tv; = A2 v;, y continuamos
de esta forma, agrupando los vectores tales que T'v; = A;jv;, y ubicdndolos en el j-ésimo grupo,
1 < j < k. De esta forma, obtenemos la base (ordenada) B’ que resulta de permutar los vectores
de B con el criterio anterior. De hecho, podemos describir B’ aprovechando los agrupamientos de
vectores descritos antes, como

!/ 1 1 2 2 k k
B'={ vi,...,v; 5 V], Uy ey U500 )
—_——
ler grupo 2do grupo k-ésimo grupo
donde
Tv] =Xjv] ,1<i<r;,1<j<k.
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En este caso, [T]p es la matriz diagonal dada por

A 0 0 0 0 0

0o . : 0 0 0

0 MO .0 0

0 0 0 X 0 O 0

[T]B/ = . . . e K=,

0 0 0

0 Ak 0

: 0 0 0

0 0 0 0...0 0 ... X\

N’ e
71 Tk

En particular

xl —[T)p =diag(x — Ai,..., 2 — A, — Aoy ooy — A1, & — Apye o, & — Ag) -

71 veces TE veces

Como consecuencia de la definicién de polinomio caracteristico de T' (y usando el hecho de que el
determinante de una matriz diagonal es el producto de las entradas en su diagonal principal):

pr(z) = det(z ] — [T]p) = (x = A1) -+ (2 = A)™ (29)

Como hemos partido a B’ en k subconjuntos de r; elementos cada uno 1 < j < k, entonces

Z?:l rj = n. Otra forma de ver esto es usando que Z?Zl rj es el grado del polinomio pr, que

siempre es dimg V = n.

Ademas, si fijamos 1 < j < k, entonces:
Tvl =Xjv! ,1<i<r; = {v],.. .,Uﬁj} C Er(Aj)  es conjunto Li.
Lo anterior muestra que r; < dimg E7(\;) = d;. Como

k

> dj =dimg(Er(M)+ ... +Er(A)) <n
j=1

pues los autoespacios son independientes por la Proposicién 6.13 y el Teorema 6.14 ( y recordemos
que la dimensién de cualquier subespacio es menor 6 igual que n). Entonces vemos que

k k
HZZTjSZdan - TjZdj , 1<j <k,
Jj=1 J=1

pues en las desigualdades r; < d; no puede haber desigualdades estrictas! Asi, usando la identidad
en la Eq. (29)
pr(z) = (&= A1) (2= Ap) %

De esta forma, se verifica el item 2.

2. = 3. Si vale 2, usando que pr(x) es polinomio ménico de grado n = dimg V), concluimos que
n=grado de pr(z) = Z?Zl dj y vale el item 3.

3. = 1. Por el Corolario 6.15, si vale el item 3, T es diagonalizable. ]
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Obs 6.18. Con las notaciones de la prueba del Teorema anterior, A veces resulta conveniente
enfatizar la estructura de bloques de la matriz [T]ps, y escribimos

M Iy 0 0o ... 0
0 Xl, 0 ... 0
[T]B’: . . . EK”X”)
: : Co 0
0 0 0 ... NIy,

donde las entradas de la matriz anterior son matrices (si, matrices!) también llamadas bloques, de
forma que I, € K"7*"7 denota la matriz identidad de tamafo r;, para 1 < j < k, y la matriz 0 que
aparece en la entrada ¢,j (i # j) es de tamano 7; X r;. A

Obs 6.19 (Diagonalizacién y matrices de operadores). Sea V un K-ev tal que dimg (V) = n y sea
T € L(V). Sea B una base (arbitraria) de V y sea A = [T]p € K"*". Recordemos que en este caso

[Tvlp=Av]p paratodo wveV. (30)

Ademds, recordemos que la transformaciéon Cp : V — K", Cp(v) = [v]p, es un isomorfismo de
espacios vectoriales.

1. Entonces Cp identifica N(T) = {v € V : Tv =0} con N(A) = {# € K" : A% =0} como
espacios vectoriales: concretamente

Ce(N(T)) ={[v]p : veN(T)} =N(4).

En efecto, Tv = 0 si y solo si 0 = [Tw]p = A[v]p si y solo si [v]p €N(A). Asi, la restriccién
Cp : N(T) — N(A) es un isomorfismo. Las observaciones anteriores muestran que {vy, ..., v}
es base de N(T') si y solo si {[vi]p,...,[vk]B} es base de N(A). En particular

2. La observacién anterior se aplica a los autoespacios de T": si A\ es autovalor de 1" entonces
Er(\) =N(AI —T) se identifica con N(AI —A) C K.

en el sentido del item anterior, usando una restriccién del isomofismo C'p conveniente. En este
contexto F4(A) =N(AI — A) se llama el autoespacio de A asociado a A. Las observaciones
anteriores muestran que {vy,...,v;} es base de N(A\I — T') si y solo si {[vi]p,...,[vk]B]} es
base de N(AI — A). En particular,

dimg N(AT — T) = dimg N(AT — A).
A

Obs 6.20. El Teorema 6.17, junto con la Observacién 6.19 tienen la siguiente consecuencia impor-
tante para intentar diagonalizar un operador 7.

Sea V un K-ev tal que dimg (V) = n y sea T' € L(V). Sea B una base (arbitraria) de V y sea
A=[T]p € K™n.

1. Calculamos pp(x) = det(xz I — A), el polinomio caracteristico de T

2. Hallamos las raices distintas de pr(x), A1,..., A\ (K < mn). Si el polinomio pr(x) € K[z] no

se puede factorizar como producto de factores lineales, es decir, no se puede escribir como
T T
(2= A" (@ = M)

para ciertas potencias r;, entonces 1T’ no es diagonalizable.
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3. Sipr(x)=(z—A)™ - (z— )" en este caso E?:l r; =n (el grado de pr es n).
(a) Para cada autovalor A\; de T, calculamos una base B; = {#,... ,fflj} para el nicleo
NOGI-A), 1<j<k.

Un hecho fundamental es que podemos calcular B; resolviendo un sistema de ecuaciones
lineales homogéneo con matriz dada por AT — A € K"*™. Recordemos que tenemos
el método de reduccién por filas para poder calcular este subespacio y una base para
este subespacio (con la técnica de resolver las variables dependientes en funcién de las
variables libres del sistema reducido, asociado a la matriz reducida y escalonada por filas
equivalente a A I — A).

(b) Por la Observacién 6.19, se tiene que dimg E7()\;) = dj, la cantidad de vectores de Bj.
Si existe un 1 < j < k tal que

dj = dimK ET(/\_]) 7& ’I”j

entonces T no es diagonalizable, por el Teorema 6.17.

(c) Por otro lado, si para cada 1 < j < k se verifica: d; = dimg E7(\;) = 74, entonces T' es

diagonalizable, porque Z?Zl dj = 2521

Ty =mn.

Mj4s atn, en este caso, si B;- = {v{, ... ,véj} tales que [vlj]B = fg, 1 <i < dj, entonces
B es base de E();), 1 <j < k. Finalmente, si B’ = B} U...U By entonces B’ es base
de V tal que [T]|p/ es matriz diagonal.

A

Importante: con la notacién de la Observacién anterior, la condicién dimg Er(Aj) # r;j sélo se
puede dar en casos en donde r; > 2.

Por otro lado, una condicién equivalente a que T sea diagonalizable es: pr(z) = (x — A\)™ -+ (x —
k)™ y la multiplicidad algebraica de \; coincide con la multiplicidad geométrica de \;, para cada
1 < j < k. (ver las notas de la ler parte para las definiciones de las multiplicidades).

Ejemplo 6.21. Sea T € L(R3) un operador tal que su polinomio caracteristico es
pr(z) = (z —3)%x.

Los autovalores de T" son A\; = 3 y A2 = 0 (las raices de Pr(z)). En este caso, la multiplicidad
algebraica de Ay = 3 es r; = 2, mientras que la multiplicidad algebraica de Ao = 0 es ro = 1.
Supongamos que di = dim E7(3) = dim N(3] — T') = 1: entonces T no es diagonalizable, pues en
este caso la multiplicidad geométrica de A\; = 1 es d; = 1 < 2 = r; (es decir, pr(z) # (z —3)0 2 =
(x —3)=. A

Obs 6.22 (Extensién de varios conceptos a matrices). Sea K un cuerpo, y sea A € K™*" matriz
cuadrada. En este caso, podemos definir el operador lineal Ty € L(K™), dado por

ThyZ=AZ para TeK".

Definimos los autovalores de A, autovectores de A, los autoespacios de A y el polinomio carac-
teristico de A como los autovalores, autovectores, autoespacios y polinomio caracteristico de T'4.
De hecho, si B, = {ey,...,e,} denota la base canonica en K" entonces [T4] = A y se tiene:

1. A € K es autovalor de A si existe & # 0 tal que AZ = \ 7
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2. Si A € K es autovalor de A entonces definimos el autoespacio de A asociado a A, notado
E4(X) dado por

EsN) =NAI—A)={ge K" : A\ —A)§=0}.

Notemos que en este caso, podemos calcular el autoespacio resolviendo el sistema de ecuaciones
lineales homogéneo con matriz dada por A\ — A € K™*™. Recordemos que tenemos el método
de reduccién por filas para poder calcular este subespacio y una base para este subespacio.

3. El polinomio caracteristico de A es pr, (x) = det(x I — [Ta]p,) = det(x I — A) = pa(x).
4. Decimos que A es diagonalizable si T4 es diagonalizable.

5. Notemos que A es diagonalizable si y solo si A es semejante a una matriz diagonal, es decir:
A es diagonalizable si y solos si existe una matriz inversible P € K™*™ tal que

A= P~ diag(p, .-, pin) P

donde pq, ..., uy, son autovalores de A, pero que pueden aparecer repetidos (ejercicio. sug-
erencia: notar A = [T4]p, y si B es cualquier base de K™ entonces [T4]p, v [Ta] s son matrices
semejantes, por la férmula de cambio de base de la matriz de T).

Por supuesto, todos los resultados de diagonalizacién que hemos visto se aplican al operador T4 €

L(K™), lo que nos permite determinar si A es diagonalizable o no. A

6.3 Sumas directas - sistemas de proyecciones

Comenzamos con una serie de nociones nuevas.

Definicion 6.23. Sea V un K-ev, dimg V = n.
1. Una proyeccion E es un operador E € L(V) tal que E- E = E (es decir, E* = F).
2. Un sistema de proyecciones es un conjunto ordenado {E1,..., Ex} C L(V) tal que

(a) E; Ej =6 E;, 1 <i,j <k (delta de Kronecker);
(b) By +...+E,=1.

([
Obs 6.24. Con las notaciones de la defincién anterior, si {Eq,..., Ex} C L(V) es sistema de
proyecciones entonces
E, E;, = 6u E,=FE, — E; es proyeccién
O

Obs 6.25. Con las notaciones de la defincién anterior, sea {E;, E2} un sistema de proyecciones
(tomamos k = 2 porque este es un caso particularmente sencillo). Entonces, por la Observacién
anterior F y Eo son proyecciones, (usando las propiedades de la delta de Kronecker)

Fi1Eys=FEF =0y FE+E=I.

Sea
W1 = Im(El) y W2 = Im(EQ) .

Asi, Wi vy Ws son subespacios de V. Notemos que como 7 + E5 = I entonces, si v € V

U:IUZ(E1+E2)U:E1U+E2UEW1+W2
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pues E1v € Wy v Fav € Wa: como v € V era arbitrario, entonces W + Wo = V.
Por otro lado, si w1 € W, entonces existe v1 € V tal que wi = Eqvq: asi,
E1w1 = El(Elvl) = El . El(vl) = El(vl) = w1
es decir Eyw; = wy; decimos que el proyector E; fija los vectores de su imdgen (este es un
hecho general, que vale para cualquier proyector: ejercicio).

De forma completamente analoga, si wo € Ws entonces Fo wy = we. En particular
E1 Wy = E1 (EQ’U)Q) = (E1 EQ)’U)Q = OL(V) W9 = 0.

Lo anterior permite verificar que los subespacios W; y Wh son independientes: en efecto, si w; € Wy,
wo € W son tales que wy + wo = 0 entonces

0=w +wy = 0:E10:E1(w1 +U}2) :El(wl) +E1(w2) =w+0=w;.
Asi, wy = 0 lo que implica que wo = 0. En resumen hemos probado que

V=W +W;.

Reciprocamente, si partimos de dos subespacios Wy, W» tales que V = W;-+W», entonces podemos
construir un (dnico) sistema de proyecciones {Ej, E2} tal que Im(E;) = W;, i = 1,2 (ver la
Observacion 6.28). De hecho, veremos que podemos extender estas observaciones al caso de sistemas
con mds de dos proyecciones (ver Teorema 6.29 mas adelante). A

Obs 6.26. Todo proyector E € L(V) es diagonalizable: en efecto, si E es proyector, sea F' =1 —E.
Entonces, aplicando la propiedada distributiva:

F-F=(I-F)-I-E)=I-FE—-F+E-E=]I-FE—-F+E=1-E=F,
donde usamos que E? = E-E = E. Ademés, EF =E(I-E)=FE—-FE>=0,y E+F = I.
Entonces {E, F'} = {E,I — E} es sistema de proyecciones. Si Wi = Im(F) y W, = Im(F') entonces
en la Observacién anterior probamos: V = Wi+W,. Asi, si B es base de W; v Bs es base de W»
entonces B = B; U By es base de V, por el Teorema 6.13.

Si v € B esta en By entonces Ev = v, pues E fija los vectores de W, (que es su imdgen). Asi v es
autovector de E con autovalor 1.

Si v € B estd en By entonces Ev = FE(F(v)) = (EF)v = 0yyv = 0 = Ogv. Entonces v es
autovector de F con autovalor Og.

Asi B es base de V formada por autovectores de ' de forma que E es diagonalizable. En particular
[E]p es matriz diagonal, que tiene en su diagonal principal 1’s y 0’s (hacer esquema). A

Lema 6.27. SeaV un K -ev y sean Wy, . .., Wj, subespacios independientes de V. Siw € Wi+ ... +Wp

entonces existen unicos w; € Wy, 1 <1 <k, tales que w = wy + ... + wg.

Demostracién. Por construccién de la suma de subespacios, sabemos que dado w € Wi+ ... +W,,
entonces existen w; € W;, 1 < i < k, tales que w = wi + ... + wg. Veamos la unicidad: sean
w;, wi € Wi, 1 < i <k tales que

w1+...+wk:w:w’1+...+w;c — (wl—w'l)—l—...+(wk—w§€)=0.

Como cada diferencia w; — w, € W;, 1 < i < k, y los subespacios son independientes, entonces
concluimos que
wi—wi=0 = w,=w, ,1<i<k.
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Obs 6.28. Realizamos una construccién reciproca a la realizada en la Observacién 6.25. En este
caso, partimos de dos subespacios independientes W; y W tales que

Wi+Wy = V. (31)

Construimos Ej, Fy € L(V) como sigue: dado v € V, por el Lemma 6.27, existen tnicos w; € W,
y we € Wh tales que v = w1 + wo. En este caso, definimos

E1 (’U) = W1 y EQ('U) = w2.

Asi, quedan definidas las funciones Ey, Es : V — V. Veremos en la prueba del Teorema 6.29 que
{E1, E2} es un sistema de proyecciones tal que Im(E;) = W;, i = 1,2.
Para finalizar, notemos que (asumiendo que { Ey, Es} tiene las propiedades mencionadas més arriba)
en este caso N(Ep) = Wy y N(E3) = W;. Verificamos N(E;) = W y la otra identidad es ejercicio:
si wy € W5 entonces

E1w2 = E1E2w2 = OZUQ =0

donde usamos que el proyector Es fija los vectores de su imdgen, de forma que Wy CN(F7). Ademaés,
si w € N(E7) entonces Ej + E9 = I implica que Ey = I — E; y luego

Eyow=({I—-FE))(w)=w—FEBw=w-0=w

de forma que w € Ws. Entonces, N(E;) C Ws. Los dos hechos anteriores muestran que N(E;) =
Ws. En este caso, también notamos

Ey = Py, //w,

para indicar que E; es un proyector cuya imdgen es Wj y cuyo nicleo es Ws (y es uno de los dos
proyectores del sistema asociado a la descomposicién en Eq. (31)). Notemos que Ey = [ — Ey =

P,/ o - A
Fl siguiente resultado extiende los hechos desarrollados en las Observaciones 6.25 y 6.28.
Teorema 6.29. Sea V un K-ev.
1. Si asumimos que tenemos una descomposicion en suma directa
YV=W+...4W, (32)
entonces existe un unico sistema de proyecciones {FE1, ..., Ex} tal que Im(E;)) =W;, 1 <i <
k.
2. Reciprocamente, dado un sistema de proyecciones {E1,...,Ey} si definimos W; = Im(E;),

1 <i <k, entonces se verifica la Eq. (32)

Demostracion. Supongamos que tenemos una descomposiciéon de V en suma directa como en la
Eq. (32). Definimos las funciones Fi,..., E; : V — V como sigue: dado v € V, por el Lema 6.27
existen unicos w; € W;, 1 < i < k tales que v = wq + ... + w: en este caso definimos

Ei(v):w,;EWi , 1<i<k.

Asi, quedan bien definidas las funciones F; : V — V, 1 < i < k. Por construccién, Im(E;) C W;.
Notemos que de hecho vale la igualdad de conjuntos: si fijamos 1 < ¢ < k y elegimos w; € W; C V

entonces
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donde cada términos distinto del i-ésimo es 0 € W;, 1 < j < k, j # i, lo que representa a w; como
suma de vectores de cada Wy, 1 < h < k. Asi, por definicién,

Eij(wi)=w; y Ej(w)=0 para 1<j<k, j#i. (33)
En particular, W; C Im(E;) lo que muestra la igualdad Im(E;) =W; , 1 <i < k. Més ain, siv € V
es arbitrario, tomando w; = E; v € W; vemos que
Veamos que E; € L(V), 1 < i < k: enefecto, siu, v € V, a € K entonces existen inicos w;, w; € W,
1 <1<k, tales
v=wi 4. twp Yy u=wit.. tw, = Eiv)=w, , Ei(u)=w
y avtu=(aw +w)+...+ (@w, +wy).

Como cada aw; +w} € W, por la unicidad de la descomposicién garantizada por la independencia
de los subespacios, se tiene que

Ei(av+u)=aw;, +w, =a E;(v) + Ei(u) , 1<i<k.

Asi, E; € L(V), Im(E;) = W, y E; E; = E;. Por construccién Fy + ...+ E, = I: en efecto, dado
veVsiw €W, 1<i<kson los tnicos tales que v = wy + ...+ wy, entonces E;(v) = wj, pero
entonces

(El—i——i—Ek)(v) ZEI(U)++Ek(U) =W +...+twg =v —

(E1+ ...+ Ep)(v) =v=1I(v) paratodo veV.
Finalmente, si v € V luego w; = E; v € W;; como ya mostramos en la Eq. (33), si j # i, se tiene
Ej(w;)) =0 = EjEjv=0 paratodo veV.

Este tltimo hecho muestra que E; E; = 0si 1 <i # j < k. Asi, vemos también que E; E; = d;; E;
para 1 < i,j < k. En resumen, {Ei,...,Ey} es un sistema de proyecciones que verifica las
propiedades requeridas.

Ademds, es tnico: si {E] ,...,E } es otro sistema de proyecciones tales que Im(E%} ) = Wj,
1 < j < k: entonces, si v € V se verifica:

v=FEjv+...+E.v ¥y U:E1v+...+Ekv:E§v:Ejv€Wj , 1 <7<k,

por la unicidad de representaciéon dada en el Lema 6.27. Asi, F;v = EJ’ v para v € V, lo que
muestra que E; = EJ’ para 1 <j <k.

Para verificar el item 2, notemos que W; = Im(F;) es subespacio 1 < i < k. Dado v € V, entonces
w,=F,veW;,y

v=(E1+...+ Ey)(v)=Ei(v)+... + Ex(v) =w1 + ... + wg .

Como v € V era arbitrario,
Wi+ ...+ W, =V.

Veamos que los subespacios son independientes: siw; € W;, 1 <1 < k, son tales que wi+...4+w; =0
entonces, como Ej(w;) = w; para 1 < j < k (cada proyector fija los vectores en su imagen) entonces,
sil<i<k:

0 = Ei(O):Ei(w1+.-.+wk):Ei(Elwl-f-...—l-Ek’wk)

= FE,Fiu+... 4+ E; Eywy,=F, B;w, = E;,w; =w;

y w; = 0, donde usamos que F; E; = 0 si j # 7. Entonces w; = 0, 1 <14 < k, que muestra que los
subespacios son idenpendientes. Asi, vale la descomposicién de la Eq. (32). O
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6.4 Subespacios y sumas directas invariantes

FEn esta seccién vamos a ver un concepto fundamental, que nos permitira descomponer a un oper-
ador, de forma que cada parte en esta descomposicién es mds chica que el operador inicial (y por
lo tanto més sencilla de entender).

Definicién 6.30. Sea V K-ev, dimgV =n €N y sea T' € L(V).

1. Decimos que un subespacio W C V' es T-invariante (6 invariante por T') si

TweW para todo weW.

2. SiW es T-invariante definimos la restriccion Ty : W — W dada por

Thww=Tw para todo weW.

Obs 6.31. Con las notaciones de la definiciéon anterior: si W es T invariante entonces

1. la restricciéon T'|yy : W — W estd bien definidal: si w € W entonces T|yyw = Tw € W esta
definida y es un vector de W (porque W es T-invariante).

2. Ty € L(W) es un operador lineal en W: en efecto, siu, v € Wy a €k
Tlw(au+v) =T(au+v) =aT(u) +T(v) =aT|w(u)+ Tw).

A

Obs 6.32 (La técnica de reduccién - sumas directas invariantes). Sea V un K-ev, dimg V =n € N
y sea T' € L(V). Supongamos que tenemos una descomposicién en suma directa

V=W +W, con W;, W, T-invariantes.
Podemos considerar las restricciones 71 = T'|yy, € LOW1) v To = T'lw, € L(Ws):
Tj(w) =T(w) para weW;, j=1,2.

1. Por un lado, T se puede describir en términos de T} y T5: en efecto, si {E1, Fa} es el (inico)
sistema de proyecciones asociado a la descomposicién V = W;+Whs: entonces v = E1v + Fav
con Ejv €W, j=1,2. Asi, tenemos que

Tv = T(El’U + EQU) = T(Elv) + T(EQ’U) = Tl(Elv) + TQ(EQQ})
pues T(E;v) = T;(E; v) por definicién de la restricciéon T}, j = 1,2.

2. Sean By = {v1,...,v.} y By = {vp41,...,0,} bases de W; y Wh, respectivamente. En este
caso, podemos construir

T\g, = | [Ti(v)], - [Ti(v)]s, | € K™y
[To)g, = [ [Ta(vrs)]B, -+ [To(vn)]p, | € KUX0mm),
| |
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Ademds, B = By U B es base de V. Veamos que [T]p tiene una estructura simplificada:
En efecto, si 1 < j < r; entonces v; € Wy y Tv; = Thv; € Wi, porque Wy es T-invariante:
entonces T'v; es combinacion de los vectores de By (que es base de W)

ij:Tlvj:aljvl—i—...—i—arjvr:aljvl+...+arjvr—|—0v,~+1—|—...+Ovn. (34)

Por otro lado, si r +1 < j < n entonces v; € Wa y Tv; = Thv; € Wh y T'vj es combinacién
de los vectores de By

Tvj =Tovj = a@41)j Vrg1 + - FAnj vy = 0v1 + ..+ 00 + A(pg1); Vg1 + oo+ anjvn . (35)

Asi, las Egs. (34) y (35) permiten calcular [T]p como

ai;p ... Qir 0 e 0
: 0 . 0
a a 0 e 0
[T]B _ rl T c KX
0 0 0 Qr41,74+1 -+ QGryln
0 0 0 Gnr41  ---  Qpp
Ma4s atn, estas mismas ecuaciones indican que
aip ... dair Qr41,74+1 -+ Gr4ln
Mg, =+ . y [Ta)p, = : :
Grl .. Qpp Qp,r41 -~ Qo

Las identidades anteriores muestran que [T]p tiene una estructura de bloques que se puede
describir como
[Tl]Bl Or, (n—r)
[T]p =
O(n—r),r [TQ]B2

Cada entrada en la matriz por bloques 2 x 2 anterior es una matriz!: las matrices nulas que
aparecen tienen tamafo indicado por los subindices (ejemplo 0,.(,_,) € K rx(n=r))y,

Estas observaciones justifican la afirmacién del comienzo de la seccién: hemos descompuesto
T en partes mas sencillas (en este caso 11 y Ts), de forma que si entendemos cada parte,
podemos entender a 1" completo! pero cada parte es mas sencilla de entender, porque es mas
chica. Por ejemplo, si podemos diagonalizar a T con la base B; y podemos diagonalizar a 75
con la base By entonces la base B diagonaliza a T'!!(hacer un esquema de esta situacién en la
hoja)

. Las observaciones de los items anteriores se extienden al caso de la descomposicién en suma
directa

V=Wii.. . iw, (36)

donde W; es subespacio T-invariante, 1 < i < k. En este caso podemos definir las restricciones
T; =T|w, € L(W;), 1 <i < k. Como antes, se tiene que

k

Tv="> Ti(Eiv)

=1
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donde {E1, ..., Ex} es el sistema de proyecciones asociado a la descomposicién en la Eq. (36).
Ma3s atn, si B; es base de W;, 1 < i < k, entonces B = B U...UDBj es base de B y se verifica:

Ty, 0 O 0
0 [Tg, O 0
Tls=| 0 0 0 |exrm™m.
0 0
0 0 0 T4 B,

donde la representacién anterior es por diagonal por bloques, de forma que los bloques [T;]p, €
K%>xdi d; = dimg W;, 1 < i < k. Recordemos que Zle d; = n en este caso (porqué?).

A

La Observacion 6.32 indica la importancia de poder contar con descomposiciones en sumas direc-
tas formadas por subespacios que son invariantes para un operador 7. En el préximo resultado
caracterizamos tales descomposiciones.

Teorema 6.33. Sea V un K-ev, dimgV =n € N y sea T € L(V). Supongamos que tenemos una
descomposicion en suma directa

V=W+...4Wg
y sea {E1,...,Ey} el sistema de proyecciones asociado a la descomposicion. Son equivalentes:
1. BE;T=TE;, 1<i<k.

2. W; es T-invariante, 1 < i < k.

Demostracion. 1. = 2. Supongamos que se verifican las relaciones de conmutacién: E; T =T E;,
1<i<k. Seal<i<k: siw €W;=Im(F;) entonces

donde usamos que E; w; = w;, porque todo proyector fija los vectores en su imagen y la hipdtesis
de conmutacién. Asi, si w; € W; entonces Tw; € W;, y W; es T-invariante, 1 < i < k.

La reciproca es ejercicio. O

7 Polinomio minimal y subespacios invariantes

En las préximas notas (para el tp6) veremos cémo los polinomios nos permiten obtener subespacios
invariantes. Pero para poder hacer uso de los polinomios de forma adecuada, debemos desarrollar
antes algunos aspectos de su teoria bésica.

7.1 Ideales de polinomios

Comenzamos con el siguiente concepto y resultado, que serdn muy importantes en el curso.

Definicién 7.1. Sea K un cuerpo y sea T C K[z] un subconjunto del anillo (comutativo, con
unidad) de polinomios. Decimos que T es un ideal de K|x| si:

1. 0eZ;

2. Si p(x), q(x) € T entonces p(x) + q(x) € Z;
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3. Sip(x) €T yr(x) € Klz] (r(z) es cualquier polinomio) entonces p(z) - r(x) € I.
([

Ejemplo 7.2 (Ejemplo fundamental de ideal). Sea V un K-ev, dimgV = n, y sea T € L(V).
Consideramos K|z] el anillo de polinomios sobre K. En este caso, dado

p(x) —apt+az+tar’+... +apa™e K|x]
podemos evaluar p(x) en T', mediante la expresién
p(T)=apl+aT+axT?*+...+a, T™ e L(V)
donde las potencias de T se definen inductivamente: 70 = I, T' = T y en general, si j > 1 definimos
TJ = TJ='T. Notemos que en la evaluacién, consideramos ag = ag 2° € K|x].
Usando el hecho de que las potencias satisfacen

T TI = 77k = ik (producto de k + j factores iguales a T) .

(que es una consecuencia inmediata de la asociatividad del producto de operadores) y las propiedades
usuales de la suma de operadores se verifica que: Si p(x), ¢(z) € K[z] entonces podemos sumar y
multiplicar (p + ¢q)(z), (p- ¢)(x) € K[z] y valen las identidades

L (p+q)(T) = p(T) +4q(T) € L(V);
2. (p-)(T) =p(T) - q(T) € L(V).
Notemos que en particular, los operadores que son polinomio evaluados en T' conmutan entre si:
p(T) - a(T) = (p-)(T) = (¢-p)(T) = q(T) - p(T) € L(V),

porque (p-q)(x) = (¢ - p)(x), ya que K|[z] es anillo conmutativo. Las propiedades 1. y 2. valen
siempre que evaluemos todos los polinomios en cuestion en el mismo operador T

Ahora podemos definir
Ir ={p(z) € K[z] : p(T)=0¢€ L(V)}.
Los elementos p(z) € Zp son los polinomios que anulan al operador T.
Ir C K|z] es ideal: en efecto,
1. Si 0(z) € K|[x] es el polinimio nulo, entonces 0(T") = 0 € L(V) es la transformacién nula:

entonces 0(z) € Zr.

2. Sip(x), q(z) € Ir entonces p(T) = q(T) = 0 € L(V). Entonces, usando las propiedad 1. de la
evaluacién de polinomios: (p+¢)(T) = p(T)+q(T) =0+0=0¢€ L(V). Asi, (p+q)(x) € Ir.

3. Sip(z) € Ir y r(z) € K[z] entonces, usando las propiedad 2. de la evaluacién de polinomios:
(p-r)(T)=p(T) -r(T)=0-7(T)=0¢€ L(V). Asi, (p-r)(z) € Ir
De esta forma, hemos verificado que Zp C K|z| es un ideal.

Ademis, se verifica que Zy # {0}, es decir, existe al menos un polinomio p(z) € Zr tal que p(x) # 0:
en efecto, notemos que

T(=1),T, T2, ..., T" € L(V)
son n? + 1 vectores en L(V). Como dimg L(V) = n? (recordemos L(V) = L(V,V)) entonces estos
vectores forman un conjunto l.d. (de otra forma, contradecimos que dimg L(V) = n?, porqué?)
Asi, existen coeficientes no todos nulos ag, a1, ...,a,2 € K tales que

aOI+a1T+a2T2+...+an2T"2 =0€e L(V)

Entonces, si definimos p(z) = ag+ a1z +ag 22+ ...+ a2 2" € K|z], resulta que p(x) # 0 (porque
no todos los coeficientes de p(x) son nulos) y p(T') = 0 € L(V), por como construimos p(z). Asi,
p(z) € Zr, y p(x) # 0: entonces Zr # {0}. A
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El siguiente resultado juega un papel fundamental en la definciéon del polinomio minimal de un
operador. Para poder probar este resultado vamos a hacer uso del algoritmo de la divisién para
polinomios en K[z] tal cual lo han visto en Algebra I.

Teorema 7.3. Sea K un cuerpo y sea T C Klx| un ideal, tal que T # {0}. Entonces existe un
inico polinomio monico d(x) € T tal que dado p(x) € K[z]| se verifica:

p(x) €T sisolosi  d(x)|p(x) (37)

donde d(z)|p(z) indica que d(x) divide a p(x) en K[x]. En este caso d(x) es llamado el generador
de I y notamos T =< d(x) >.

Demostracion. Consideremos el conjunto
Mz = {gr(q(z)) : g(x) € Z nonulo} CN.

Notemos que Mz # (), pues Z # {0}. Por el principio de la buena ordenacién en N, podemos tomar
¢(x) € T de grado minimo entre los polinomios no nulos de Z (¢(x) € Z es un polinomio cuyo grado
es el primer elemento de Mz). Asi, ¢(z) € Mz y sir(z) € Mz entonces gr(c(z)) < gr(r(z)). Como
c(x) # 0 entonces ¢(x) = ag + a1 T + ...+ ay 2™ con a,, # 0: Como a,,! € K C K[z] es polinomio
de grado 0, entonces por el item 3 de la Definicién 7.1, vemos que

d(z) == c(x)a,' €T , gr(c(z)) = gr(d(x)) , d(x) es ménico.
Asi, d(z) € Z es polinomio ménico de grado minimo (entre los grados de los polinomios no nulos
de 7).
Sea p(z) € Z: podemos aplicar el algoritmo de la divisién en K [z] y concluir que existen g(x), r(z) €
K|x] tales que

p(z) =q(x)d(x) +r(x) con r(z)=0 6 gr(r(x)) < gr(d(z)).

Si r(xz) # 0 entonces gr(r(z)) < gr(d(x)): ademds, como d(z) € Z entonces ¢(z)d(z) € Z y
(—1)d(x) q(z) € Z (por el item 3 de la Definicién 7.1). Pero entonces

r(z) = p(z) — d(z) q(z) = p(z) + (1) d(z) q(x) € T
por el item 2. de la Definicién 7.1, pues p(x) € Ty (—1)d(x)g(xz) € Z. Pero entonces r(z) € 'y
gr(r(z)) < gr(d(x)) contradicen la construccién de d(z) (porque d(x) tiene grado minimo).

El argumento anterior muestra que se debe tener que r(x) = 0 de forma que p(x) = ¢q(x) d(x), lo
que muestra que d(x)|p(z), siempre que p(z) € Z.

Reciprocamente, si d(z)|p(x) entonces existe ¢(x) € K|z] tal que p(x) = ¢(x) d(z) € Z (por el item
3 de la Definicién 7.1).

Los argumentos anteriores muestran que d(z) construido como antes satisface la Eq. (37).

Finalmente, verificamos que existe un sélo polinomio que satisface las condiciones del Teorema:
supongamos que e(z) € Z es otro polinomio ménico que verifica:

p(x) €Z sisolosi e(x)|p(x).

Como d(x) € T entonces e(x)|d(x), por la condicién anterior (hipdtesis sobre e(x)). Asi, existe
q1(z) € Klz] tal que d(z) = qi(z)e(z). Ademds, como e(x) € Z entonces, por la propiedad
verificada para d(z), d(z)|e(x). Asi, existe g2(z) € K[z] tal que e(z) = ga(z) d(x). Asi

d(x) = qi(z) e(z) = q1(2) (g2() - d(2)) = (q1(2) - g2()) d(z) -
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Usando que, en general, gr(r(z) s(z)) =gr(r(z))+gr(s(z)), si r(x) y s(z) son no nulos, vemos que

gr(d(z)) = gr(qi(z) - @2(x)) + gr(d(z)) = gr(qi(z) - q2(2)) = gr(qi(z)) + gr(gz(x)) = 0.
Asi, concluimos que gr(qi(z)) = gr(g2(z)) =0, es decir, q1(z) =a € Ky ¢2(x) =b e K.

Entonces la identidad d(z) = ¢1(z) e(x) se transforma en d(x) = a e(z). En particular, gr(d(z)) =gr(e(z)):
asi,

d(w):d0+d1$+...+dm_1$mil+xm s e(x):60+€1$+~--+€m_1$m71+1‘m

dy+dix+.. .. +dp 2™ 2™ =d(x)=ae(z)=aey+aerx+...+ae, 12" +ax™

Como los polinomios son iguales, entonces los coeficientes deben ser iguales; si miramos los co-
eficientes que acompanan a z™ deducimos que 1 = a. Asi d(z) = ae(x) = le(x) = e(x) y
d(z) = e(x). O

7.2 El polinomio minimal

Ahora podemos definir otro concepto fundamental asociado a todo operador que actie en un espacio
vectorial de dimension finita.

Definicién 7.4. Sea V un K-ev, dimy =n y sea T' € L(V). Consideremos el ideal de polinomios
Ir = {p(x) € Klz] : p(T) =0¢€ L(V)} C Klz]

definido en el Ejemplo 7.2. Definimos el polinomio minimal de T', notado my(z) € K|[z], como el
generador de Zp (ver Teorema 7.3). O

Obs 7.5. Con las notaciones de la definicién anterior, el Teorema 7.3 garantiza que mp(x) estd
bien definido (existe) y es el tinico polinomio ménico tal que:

1. mp(T) =0 (mp anula a T'), pues mp(z) € Zp.
2. Si p(z) es tal que p(T') = 0 (es decir, p(z) € Zr) entonces mp(z)|p(x): es decir, existe
q(z) € K[z] tal que p(z) = mp(z)q(z).

En particular, si p(z) # 0 entonces grp(x) =gr(mr(x))+gr(q(z)) > gr(mr(z)). Lo anterior
indica que mz(z) es el polinomio (no nulo) de grado mas chico que anula a 7' (de ahi su
nombre).

A

Obs 7.6. Sea K un cuerpo y sea A € K™ matriz cuadrada. Si p(z) € Klz| estd dado por
p(z) =ao+ai1x+ ...+ apy 2™ definimos

p(A) =apl+a1 A+...+a, A" e k™"
Podemos definir el ideal (verificar, ejercicio)

Za=A{p(x) € K[z] : p(A) =0} # {0}

y el polinomio minimal de A como el generador del ideal Z4.
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Sea V es K-ev, dimgV = n, T € L(V) y B una base de V. Consideremos [T]p = A € K™
notemos que como la transformacién L(V) > S +— [S]p es un isomorfimos de K-dlgebras con
unidad (respeta sumas, accién escalar, productos, unidad) entonces

[p(T)]B = [aOI—l—alT—l—...—i—ame]B = ag [I]B+a1 [T]B—i——l—am [T]Tg

= al+aA+...+a, A" =p(A) e K™

donde hemos usado que [I?]p = [T'T)p = [T|p [T]s = [T]% y en general que [T7]5 = [TBB7 j=>0.
Asi, como tomar matriz con respecto a una base es isomorfismo:

p(T)=0e L(V) & [p(T)lp=0 & p(A)=0¢e K™*".

Asi,
Iy = {p(z) € K[z] : p(T) =0} ={p(x) € K[z] : p(A) =0} =14

de forma que mp(z) = ma(z), para A = [T]p con respecto a cualquier base B de V. A

Los siguientes resultados son una herramienta importante para poder determinar el polinomio
minimal de un operador lineal T'. Comenzamos con un lema técnico.

Lema 7.7. Sea V es K-ev, dimgV =n, T € L(V). Supongamos que v € V y A € K satisfacen
Tv=Av. Sip(zx) € K[x] entonces

p(T) € L(V) werifica p(T)v =pA\)v,
donde p(\) € K es la evaluacion de p(z) en X € K.
Demostracién. Verificamos por induccién: 77 v = M v para j > 0: aqui M € Kdenota la j-ésima
potencia de A, es decir A\ =1, A\l = )\, y en general M = M~ ), para j > 1.
Sij=0: T0=1, entonces T'v =Tv=v=\v, pues \0 = 1.
Hipétesis inductiva: suponemos que vale para j — 1 > 0. Sea j > 1: entonces

TVo= (T '"T)o=T"YTv) =TT " hAv=AT""To=2N"Tv =N,

donde usamos la propiedad 77 = T7~! T, la definicién del producto (que es la composicién de trans-
formaciones), la hipétesis, el hecho de que 77~ es lineal, la hipétesis inductiva y las propiedades
de las potencias en K.

Sip(x) =ag+ a1,z +...+ ap,x™ entonces

p(T)v = (apl+a1TH+...+an,T™)(v)=apv+a;Tv+...+an, T"v
= avt+aAvt...+ap \N"v="(a0 +a1 A+ ...+ apn N")v=p\)wv.

O]

Teorema 7.8. Sea V es K-ev, dimgV =n, T € L(V). Sean pr(z), mr(z) € K|x] el polinomio
caracteristico y minimal de T. Entonces pr(x) y mrp(x) tienen las mismas raices (pero, en general,
no las mismas multiplicidades): es decir, dado \ € K,

mr(\) =0 & pr(A) =0.
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Demostracion. Sea A € K tal que mp(A) = 0. Entonces mp(x) = (x — A) ¢(x): entonces gr(q(z)) <
gr(myp(x)) lo que muestra que ¢(T) # 0 € ( ) (ver Observacién 7.5). Asi, existe v € V tal que
w = q(T)v # 0: entonces

0=mp(T) = ((z = A) - q(@))(T") = (T = A1) ¢(T)
donde usamos la propiedad de la evaluacién de polinomios en un mismo operador 7', (p(z) -
r(z))(T) =p(T) - r(T) y que (x — A\)(T) = (T — AI). En particular
0=0v=((T—-AD)qg(T))v) =T -AXDqTM)v)=(T -A])(w) = Tw=Aw
con w = q(T)v # 0. Entonces \ es autovalor (con autovector w) y pr(A) = 0.

Reciprocamente, si pr(A) = 0 entonces A es autovalor y existe v € V, v # 0 tal que Tv = Av. Por
el Lema 7.7 (tomando p(z) = my(z)) tenemos que mr(A) € Ky

mr(A)v=mp(T)v=00v=0,

pues mp(T) =0 € L(V). Como v # 0y mr(A) v =0 deducimos que el escalar mp(A\) =0€ K y A
es raiz de myp(x). O

Teorema 7.9 (de Cayley-Hamilton). Sea V es K -ev, dimg V =n, T € L(V) Sean pr(z), mr(z) €
K[x] el polinomio caracteristico y minimal de T. Entonces pp(T) = 0 (pr(x) anula a T). En
particular, mp(x)|pr(x) (el minimal divide al caracteristico). O

Por ahora no vamos a desarrollar una prueba del Teorema de Cayley-Hamilton. Sin embargo, vamos
a aceptar este resultado como cierto y lo vamos a usar repetidamente.

Obs 7.10. Como consecuencia de los Teoremas 7.8 y 7.9 concluimos lo siguiente: si T es tal que
pr(z) = (x — A1) -+ (x — A\p)"" € K|x] entonces

mr(x) = (x — A1) - (x = Ap) con 1<s;<r;, 1 <5<k,

La afirmacién anterior se deduce del hecho de que mp(x) tiene las mismas raices Ai,..., A; que
pr(z) y ademds, my(z)|pr(z) de forma que la multiplicidad s; de la raiz A\; en mp(z) es menor 6
igual que la multiplicidad r; de la raiz A; en pr(z), 1 < j < k. Este dltimo hecho se deduce del
teorema de la factorizacién prima (inica salvo orden y asociados) de los polinomios y el hecho de
que cada factor (x — A) es primo en K|[z]. A

Ejemplo 7.11. Sea S € L(R?) el operador dado por

s(x,y,2) = (y,x,2) para (z,y,2) € R?.

Si consideramos B, = {e1, e2, e3} la base candnica de R? entonces

010 z -1 0
Slg.=[1 00| = 27—-[Slgp.=[-1 = o0
00 1 0 0 z-1

En particular, desarrollando el determinante por la tercer columna:
ps(z) =det(z I —[S]p.) = (x —1) (x> = 1) = (x —1)*(z + 1),

donde factorizamos la diferencia de cuadrados (2 — 1) = (z — 1) (z + 1).

Asi, los autovalores de S son {1,—1}. Mas ain, el polinomio minimal debe verificar (ver la Obser-
vacién 7.10):
mr(x) =(x—1)°"(x+1) con 1<s53 <2.
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Notemos que la potencia so de la raiz A = 1 en mp(x) debe ser s, = 1 (como aparece en la ecuacién
de arriba), pues 1 < s9 <719 =1 (ver la Observacién 7.10).

Asi, tenemos dos posibilidades

mp(z)=(z—1)(z+1) & mpx)=(z—1)>%(x+1) =pr(z).
Comenzamos evaluando el polinomio (z—1) (z+1) en S, es decir considerando (S—1) (S+1) € L(R3)
y verificando si (S —I) (S 4 I) = 0. Para eso, consideramos la matriz

-1 1 0\ /1
[(S=D) S+ Dl =(SIz. =D (Sl + )= | 1 -1 0

10 000
11 0l=(0oo0 0] (38

0o o0 0o/ \o o0 2 000
(

donde la ultima identidad resulta de hacer el producto de las matrices (ojo que al final aparece un
numero de ecuacion).

Entonces, el polinomio minimal de T es mz(z) = (z — 1)(z + 1) = 22 — 1. En efecto, hemos visto
que este polinomio monico satisface:

1. Comparte las raices con py(x);

2. Divide a pr(z);

3. Anula a T (por la Eq. (38)).
En particular, mp(z)|(z — 1)(z + 1).

Ademsds, el polinomio minimal my(z) debe satisfacer estas propiedades (por los Teoremas 7.8 y
7.9); pero hemos visto que (z — 1)(z +1) = 22 — 1 es el polinomio de grado mds chico que satisface
estas tres propiedades (el otro candidato era (x — 1)% (x + 1) que tiene grado mas grande!!). Asi,

mr(x)[(z —1)(x+1) y gr((z—1(z+1) < grimr(zr)) = mr(z) = (z - 1)(z+1)
porque (z —1)(z +1) = q(z) mp(z) y gr((z—1)(z +1)) < gr(mrp(z)) implican que:
ar((@ - D@ +1) = grime(@)) deformaque ¢(@) =1 y mr()=(@—1)+1).
A
Ejemplo 7.12. Sea A € C*** dada por

A=

_ O = O
SO = O =
_ o = O
S = O =

Nos piden calcular el minimal de la matriz A
la identidad:

—~

ver Observacién 7.6): para eso, nos sugieren verificar

0 4 0 4
4 0 4 0

3 _
A_0404
4 0 4 0

para lo que calculamos A% y A% = A2 A (hacer las cuentas). Una vez verificada la identidad
propuesta, notemos que A% = 4 A 1! Es decir A% — 44 = 0. De esta forma, el polinomio p(x) =
2% — 4z anula a A.

Ast, ma(z)|z® — 42; como p(z) = 2% — 42 = 2(22 — 4) = z(x — 2) (x + 2), por el Teorema de
factorizacién prima en R[z], los factores primos de m4(x) deben ser algunos de los factores primos
de p(z): en este caso, se tienen las siguientes posibilidades para m4(x):
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6. meg = (v —2)(x+2);
7. mr =x(x —2

Notemos que hemos listado los candidatos a polinomio minimal de menor a mayor grado; de esta
forma, si evaluamos estos polinomios en A, respetando el orden propuesto, el primer polinomio que
anula a A serd el polinomio ménico de grado minimo que anule a A: es decir, el minimal de A.

Cuentas sencillas (pero tediosas) muestran que si 1 < j < 6 entonces mj(A) # 0 € R4, Asi, el
minimal de A es ma(z) = mz(x) =z (z — 2) (z + 2).

Qué sucede con el polinomio caracteristico de A? (ver Observacién 6.22). Notemos que p4(z) es
un polinomio ménico de grado 4, que comparte las raices con m(z). Notemos entonces que los
autovalores distintos de A son {0, 2, —2}.

Como dimc Im(A) =rg(A) = 2 (laimégen de Ty € L(C*) es el subespacio generado por las columnas
de A: pero la tercer y cuarta columnas de A coinciden con la primer y segunda columna de A).
Entonces dime N(A) = dime C* — dime Im(A) = 2. Asi la multiplicidad geométrica de A = 0 es 2
pues dimg F4(0) = dimg N(07 — A) = dimg N(4) =4 -2 = 2.

Asi dimg F4(0) = 2, dime E4(2) > 1y dime E4(—2) > 1 (pues los autoespacios son subespacios no
nulos, y tienen dimensién por lo menos 1) implica que A es diagonalizable!! y luego su polinomio
caracteristico es pa(x) = 2% (v — 2) (z + 2). A

Como comentario final, notemos el siguiente hecho general que hemos usado en el ejemplo anterior:
A =0 € K es autovalor de T si y solo si N(T') # 0. Asi, si N(T') # {0} entonces E7(0) =N(T") (el
autoespacio del autovalor 0 es el nicleo de T') y la multiplicidad geométrica de 0 como autovalor
de T es la nulidad de T', es decir Nul(T') = dimgN(T") = dimg E7(0).

8 Primeros teoremas de estructura de operadores

En lo que sigue, vamos a aplicar técnicas y resultados de la teorfa de polinomios para encontrar
descomposiciones en suma directa

V=W+...4W

tales que cada W; es subespacio T-invariante, 1 < i < k, y de forma que no sélo T; = T'|yy, € L(W;)
sea mds chico (como habfamos destacado antes) sino que en realidad 7T; sea méas sencillo 6 simple.
La complejidad de T; serd medida a través del polinomio minimal de T;, 1 <7 < k.

8.1 Preliminares sobre polinomios

En lo que sigue, vamos a utilizar resultados vistos en Algebra I sobre existencia y unicidad de
factorizaciéon prima de polinomios. Para recordar estos hechos y concluir algunas consecuencias,
consideramos las siguiente observaciones:

Obs 8.1. Sea K un cuerpo y consideremos K[z] el anillo (conmutativo con unidad) de polinomios
con coeficientes en K.
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1. Recordemos que dado p(z) € K|[z] tal que gr(p(z)) > 1, decimos que es primo si siempre que
q(z) € K[z] es tal que q(z)|p(x), entonces gr(q(z)) = 0 (¢(z) € K es escalar) 6 gr(q(z)) =

gr(p(z)).

2. Asi, todo polinomio lineal (x — \) € K[z] es primo. Pero no todo polinomio primo debe ser
lineal! Por ejemplo: 22 + 1 es primo en R[z].

3. Notemos que si pi(x), p2(z) € K[z]| son primos, ménicos y distintos entonces

pi(x) fp2(z) v pa(x) for(z).

Por ejemplo, si suponemos que p1(z)|p2(z) entonces pa(z) = q(z) p1(x) con gr(q(z)) = 0 es
decir, a = ¢(x) € K (porqué?). Pero como pi(x) y p2(z) son ménicos, entonces

p2(z) =api(z) = a=1 y pz)=pi(z),
que contradice la hipétesis.

4. Teorema de la factorizacién prima en K[z]: dado p(x) € K][z], gr(p(z)) > 1, existen poli-
nomios primos ménicos distintos pi(x),...,pr(x) € Klz], naturales 1 < r; paral < j <k
(dnicos salvo orden) y a € K, tales que

p(x) = api'(z) - pf(),
donde a coincide con el coeficiente principal de p(z).

5. En adelante, vamos a usar muchas veces la siguiente observacién (de Algebra I): con las
notaciones del item 4. (anterior), si ¢(x) € K[z] es polinomio primo, ménico y tal que
q(x)|p(x) entonces existe 1 < j < k tal que ¢(x) = p;j(x). Es decir, si ¢g(x) es primo, ménico
y divide a p(x) debe ser uno de los factores en al descomposicién prima de p(z) !I! por la
unicidad de tal factorizacion.

A
Ademsds, vamos a necesitar las siguientes observaciones sobre ideales.

Obs 8.2. Sea K un cuerpo y consideremos K[z] el anillo (conmutativo con unidad) de polinomios
con coeficientes en K.

Dados fi(z),..., fx(z) € K[z] entonces el conjunto

k
IT={)_ fi(x)gj(x) : gj(z) € K[a] , 1<j<k}
j=1

es un ideal de K[z]. En efecto:
1. 0=Y"*_, f;(x)0 € Z, con gj(z) = 0 € Ka;

2. Si p(z), q(x) € T entonces
k k
p(x) = fi@)gi(x) v al@)=>" fi(x)hi)
j=1
para ciertos gj(z), hj(xz) € Kz], 1 < j < k: entonces
k k k
px) +a(x) =Y fi(@) gi(2) + Y filw) hi(x) = Y fi(@)(g;(2) + hj())
j=1 Jj=1 Jj=1
con gj(x) + hj(z) € K[z], 1 < j < k. Entonces p(x) + ¢(z) € Z, por definicién.
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3. Sip(z) € Z es como arriba y r(z) € K[x] es arbitrario

k k
p(@)-r(z) = O fi(@) g5(2) - r(w) =D fi(@) (g; () r(x))
i=1 j=1

con gj(x)r(x) € K[z], 1 < j < k. Entonces p(z) - r(z) € Z.

El ideal 7 también es notado Z =< {fj(z) : 1 < j < k} > y llamado el ideal generado por los
polinomios {fj(z) : 1 < j < k}.

Si fj(x) # 0 para algin 1 < j < k entonces Z # {0}. En este caso, por el resultado sobre ideales
de las notas para el tp5 (2da parte) existe un unico polinomio ménico d(x) € Z tal que dado
p(z) € K[z] se verifica:

p(z) €T « d(z)lp(z).

Afirmamos que d(z) =mcd(fi(x),..., fr(x)) (el maximo comin divisor de los polinomios {f; : 1 <
j < k}). En efecto:

1. Sil <<k fijo, sea gj(x) = 05 € K[z] (gj(x) =0si j # i, gi(x) =1). Entonces

> i) gi@) = filx) € T = d(w)]filw).
j=1
2. Ademads, como d(z) € Z, entonces existen polinomios hj(z),...,hi(z) € K|x] tales que

k
d(z) =Y fi(x) hy(x),
j=1

por definicién de Z.

Asi, d(z) es divisor de fi(x), 1 <i <k, ysir(z) esdivisor de f;(x), 1 <i <k, entonces

k k
fi(x) =r(z)¢j(z) = d(z) = Z(r(x) qj(x)) hj(x) = r(z) Z q;(x) hj(z)
j=1

J=1
lo que muestra que r(x)|d(x). A
Vamos a aplicar las observaciones anteriores en la siguiente construccién

Obs 8.3. Sea K un cuerpo y consideremos K|[z] el anillo (conmutativo con unidad) de polinomios

con coeficientes en K. Dado p(z) € K[z] polinomio ménico, gr(p(z)) > 1, sean pi(x),...,pr(x) €

K{z] polinomios primos ménicos distintos y 1 < r;, para 1 < j < k (tnicos salvo orden) tales que
p(x) =pi'(z) - pif (@),

(donde 1 es el coeficiente principal de p(z)). En lo que sigue, suponemos que k (la cantidad de

factores) verifica k > 2.

Definimos, para 1 < j <k :

fi= I »f@) e Kl

1<i#j<k

Ejemplo: si p(z) = pi' () py*(«) p5*(x) entonces
fi(e) = py? () p5*(z) » fale) = pi' () p5*(2) » fa(e) = py' (2) Py’ (@)
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es decir, fj(x) tiene todos los factores primos de p(z) con sus multiplicidades, salvo el j-ésimo factor
primo (que estd excluido de los indices de la productoria, indicando que el indice i # j).

Notemos que la construccién de fj(x) nos indica la descomposicién prima de f;(x) !!

Utilizando el argumento de la Observacion 8.2, si Z denota el ideal generado por {f; : 1 <j <k}
entonces existe d(z) € Z polinomio ménico tal que

L d@)f() 1<) <k
2. Existen polinomios hi(x),...,hg(z) € K[z] tales que d(z) = Z§:1 fi(x) hj(x).

Afirmamos que en este caso d(z) = 1: en efecto, de otra forma gr(d(z)) > 1; en este caso, d(z)
admite al menos un factor primo moénico: digamos que existe un polinomio primo ménico ¢(zx) tal

que g(z)|d(x): entonces, ¢(z)|d(x) y d(x)|fi(z) entonces ¢(z)|f1(x).

Como ¢(x) es polinomio primo moénico, entonces g(x) coincide con alguno de los factores que
aparecen en la defincién de fi(z): es decir, existe 2 < £ < k tal que g(x) = py(x) (recordemos que
¢ # 1 en la definicién de fi(z)), por unicidad de la factorizacién prima en K[z]| (ver item 5 de la
Observacién 8.1).

Ahora, usamos este indice 2 < ¢ < k para hacer la siguiente observacién (attenti!): ¢(z)|d(z)
y d(z)|fe(x) entonces q(x)|fe(x) !! Pero esto ultimo no es posible, porque g(x) = pe(z), y por
construccion, fy(z) no tiene a py(z) como factor primo en su descomposicién prima (ver item 5 de
la Observacién 8.1).

La contradiccién anterior surge de suponer que gr(d(z)) > 1: entonces gr(d(z)) = 0y d(z) = 1.
Volviendo al item 2. de arriba, recordemos que existian hy(z),..., hi(x) € K[z] tales que
k
1= fi(z) hj(=). (39)
j=1

Para concluir esta observacién, consideramos el siguiente hecho: si 1 < j £ £ < k entonces

p(@) | fi(z) fe(x) . (40)

En efecto, por definicién, fj(x) tiene a los factores p;(x)™ en su factorizaciéon con 1 < i # j < k:
asi, para verificar que fj(z) fy(x) es divisible por p(x), basta ver que el factor p;(x)" aparece en
la factorizacién de f;(x) fn(x); esto es cierto porque el factor pj(x)™ aparece en la factorizacién de
fe(z) ! (pues por definicién, f(x) tiene a los factores p;(z)" en su factorizaciéon con 1 < i # ¢ < k
y hemos supuesto que j # /). A

8.2 Polinomios de Lagrange

Vamos a considerar una construccién relacionada en algin sentido con la construccion realizada en
la Observacién 8.3.

Definicion 8.4. Sea K un cuerpo y sean ci,...,cix € K elementos distintos de K, con k > 2. Para
cada 1 < j < k construimos el polinomio

gj(z) = aj_l H (x —¢;) donde a;= H (¢j —ci) #0.

1<i#j<k 1<i#j<k

Los polinomios {q1(x), ..., qr(x)} son llamados los polinomios interpoladores de Lagrange, asociados
acy,...,c,p € K. ]
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Obs 8.5. Consideremos las notaciones de la definiciéon anterior. Comencemos con algunas aclara-
ciones:

1. En la formula

gj(z) = aj_l H (x — ¢) € K[x]

1<i#j<k

se tiene el producto de k — 1 factores; en efecto, el indice (variable) i varia entre 1 < i < k,
pero ademds, se exige que i # j (es decir, el valor j queda excluido del conjunto en donde
varfa i). En particular gr(g;j(z)) =k — 1,1 < j < k. Ademds, el coeficiente

aj= J] (¢—c)#0

1<i#j<k

es no nulo, pues es el producto de (k — 1) factores no nulos, pues (¢; — ¢;) # 0 si i # j, dado
que cq,...,c; son distintos (asf se tomaron). En particular, se puede considerar el inverso

multiplicativo (en K) de a;, es decir a; le K.

2. Relaciones de dualidad: sea 1 < 5 < k: consideramos las evaluaciones
-1 -1
glej)=a;' [ (¢j—c)=0a;"a;=1,
1<i#j<k

donde hemos reemplazado a x por ¢; y hemos usado la definicién de a;. Por otro lado, si
1 < h <k estal que h # j entonces:

gj(cn) = aj_l H (ch, —¢i) =0.
1<ij <k

En efecto, cuando reemplazamos x por ¢, aparece la productoria de los factores (¢, — ¢;),
con 1 <i#j <k Comol<h<kyh+#jentonces el indice i debe tomar el valor i = h en
algin factor! En ese caso, aparece el factor (¢, — ¢;) = (¢, — cp) = 0 (si ¢ = h) de forma que
todo el producto se anula.

A modo de resumen: con la notacién de la delta de Kronecker,

qj(cy) = 65,  para cualesquiera 1<j, h<k. (41)

3. Sean by,...,b; € K escalares arbitrarios: entonces los polinomios de Lagrange nos permite
construir de forma sencilla un polinomio p(z) € K[z]| que verifica: gr(p(z)) < k—1y p(x)
interpola los pares (cj,b;), 1 < j < k: es decir

plej) =b;, 1<j<k.
En efecto, sea
k
p(x) =) bjas(x) € Kla].
j=1

Es sencillo verificar que p(x) tiene las propiedades deseadas, utilizando las relaciones de du-

alidad del item 2 (anterior).
4. Otra propiedad que vamos a usar de esta familia de polinomios es la siguiente: si 1 < j #

h < k, entonces
k

[T —c)lg@) an(@).

i=1
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En efecto, recordemos que por definicién g¢;(z) tiene a (z — ¢;) como factores primo, para
1 <1i# j < k. Para que el producto g;(x) gn(z) sea divisible por H,’f:l(x — ¢;), basta que el
qn(z) tenga a (x — ¢;j) como factor primo en su descomposicién: pero, por definicién, gy (z)
tiene a (z — ¢;) como factores primo, para 1 < i # h < k: en particular, el factor (z — ¢;)
aparece en la factorizacién de gp(z), pues j # h !! El argumento anterior muestra que se

verifica la relaciéon de divisibilidad propuesta al comienzo de este item. A
Teorema 8.6. Sea K un cuerpo y sean ci,...,c, € K elementos distintos de K, con k > 2, y sean
L=A{q(x),...,q:(z)} los polinomios de Lagrange asociados a ci,...,c. Sea

Kyalz] = {p(z) € K[z] : p(x) =0 6 gr(p(x)) <k —1}.
Entonces L es una base de Ki_1[x] (como K-ev). Mds ain, si p(x) € Ki_1[x] entonces

[p(l’)]g = (p(Cl)a s 7p(ck)) S K*.

Demostracion. Notemos primero que Kj_1[z] es un K-ev; ademas, {1, z, ..., 2¥71} es una base
de Kj_1[z], de forma que dimg Kjy_1[z] = k.

Veamos que L es conjunto linealmente independiente de Kj_1[z]. Primero, es claro que que L es
subconjunto Kj_1[x], pues gr(gj(xz)) = k — 1 para 1 < j < k (por construccion, ver la Observacién
8.5). Sean ay,...,ap € K tales que

a1qi(x) + ...+ apqr(r) =0 € K_q[x].

Utilizamos el hecho de que la evaluacion en un escalar respeta la suma de polinomios: concreta-
mente, si 1 < h < k, evaluamos la combinacion lineal en c¢p:

0=0(cp) = (arq1(x) + ... + ap qp(z))(cp) = a1 qi(cp) + ... + ak qr(en) = ap,
de forma que ap, = 0, donde hemos usado las relaciones de dualidad de la Eq. (41), es decir,
aj qj(cn) = a; 6;n

en cada término (asi, la suma «aq qi(cp) + ... + ag qx(cp) de arriba, el inico término posiblemente
no nulo es el h-ésimo, que se transforma en oy qp(cp) = ap). El argumento anterior muestra que
ap =0,1 < h < k; entonces L es Li. Como L tiene k elementos, entonces L es base de Kj_1][z].

Ahora que sabemos que L es base de Kj_1[z| entonces, dado p(x) € Kj_1[z] exiten tnicos coefi-
cientes 1,..., 0, € K tales

k
p(x) = Bj qj(x) € K[a].
j=1
Si 1< h<kyevaluamos a ambos miembros en el coeficiente ¢, € K entonces

k K
plen) = O B 4;(x)) (cn) =D B; aj(cn) = Bn
= =1

donde hemos usado nuevamente las relaciones de dualidad de la Eq. (41). En conclusién 8, = p(cp),
1 < h < k. Asi, el vector de coordenadas de p(x) con respecto a la base L es

p(2)]z = (B1, .., Bk) = (plcr), . ..,plex)) € K.
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Obs 8.7. Sea K un cuerpo, y sean ci, ..., cp € K distintos, con k > 2. Consideramos los polinomios
de Lagrange asociados £ = {qi(x), ..., qr(z)}. Por el teorema anterior, £ es base Kj_1[z]. Ademas,
también podemos considerar la base canénica de este espacio, dada por B = {1, z, 2%, ..., 271}
Sea M = M, p € K kxk 1a matriz de cambio de base de la base B en la base £. Por el Teorema
8.6, podemos calcular los vectores columna de M (vector de coordenadas)

@l =(c,....d), 0<j<k—1.

Entonces
1 o & ... c]f -t
M 1 cg &3 ... cgfl e~
1 ¢ ci ... 02_1
La matriz M de arriba también es llamada matriz de Vandermonde y notada M = V(cy,...,cx).
Notemos que por construccién, V(ci, ..., cx) es matriz inversible (ya que se trata de una matriz de
cambio de base). A

8.3 Primeras aplicaciones de polinomios: el caso diagonalizable

En esta seccién vamos a dar dos nuevas caracterizaciones de los operadores que son diagonalizables.

Teorema 8.8. Sea V un K-ev, dimgV =n. Sea T € L(V) y sean A1, ..., \p € K distintos dos a
dos. Son equivalentes:

1. T es diagonalizable y A1, ..., A\ son los autovalores distintos de T';

2. Simp(x) € K|x] denota el polinomio minimal de T entonces
k
myp(z) = [J(z =)
j=1
3. Eziste un sistema de proyecciones {E1, ..., Ey} tal que E; # 0 para 1 <i < k que satisface
k
T=> NE;j.
j=1

Mds ain, si alguna de las condiciones de arriba se verifica, entonces el sistema {E1,...,Ey} del
item 3. estd univocamente determinado por la condicion Im(E;) = Ep(X;), 1 <j < k.

Demostracion. 1 = 2. Si T es diagonalizable, por el Teorema 6.17

k

pr(z) = [J(@—x)%

para dj = dimg Er(\;) > 1, 1 < j < k. Como mr(z)|pr(z) y mr(z) y pr(x) comparten raices,
por los Teoremas 7.8 y 7.9, entonces debemos tener que

k
mrp(x) = H(az — Xj)%  para ciertas potencias 1<s;<d;, 1<j<k. (42)
j=1
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Ademds, sabemos que existe una base B = {v1,...,v,} tal que T'v; = p; v; donde p; € K coincide
con algin Aq,..., A\, para 1 < ¢ < n. Definamos

k
m(z) = [J(z - ). (43)
j=1

Notemos que si verificamos que m(7T") = 0 € L(V) entonces m(z) debe ser el polinomio minimal, por
la Eq. (42) (pues m(x) seria el polinomio de grado mas chico entre todos los posibles candidatos
para mr(x) dados por la Eq. (42), ya que estarfamos considerando s; =1, 1 < j < k).

Con la notacién de parrafos anteriores: si T v; = u; v; entonces m(u;) = 0, pues u; € K coincide
con algin \1,..., \; vy estos ultimos escalares son todos raices de m(x)(ver Eq. (43)). Si aplicamos
el Lemma 7.7 (tomando p(x) = m(x)) entonces

m(T)v; =m(p;)vi=0v; =0 para 1<i<n.

Como B = {v1,...,v,} esbase de V y m(T)v; =0, 1 <1i <mn, concluimos que m(T) =0 € L(V) y
entonces my(x) = m(z) = H§:1(95 — Aj); asi, vale 2.

2. = 3. Si k=1, entonces mr(x) = (x — A1) lo que implica que T'— A\; I = 0 es decir, T' = \; I.
En particular, el item 3 vale tomando el sistema de proyecciones {I} formado solo por la identidad!

Si k > 2 entonces consideramos £ = {q1(x),...,qx(z)} los polinomios de Lagrange asociados a los
escalares (dos a dos distintos) Aj,..., Ay € K . Entonces, podemos aplicar el Teorema 8.6. En
particular, representamos al humilde polinomio p(z) = x € Kj_1[x] (pues 1 < k —1). Asi, como
p(An) = A, (por definicién de p(x) = z) concluimos que

k k
r=Y Ngx) = T=> Xg(T)
j=1 j=1

donde la segunda identidad se obtiene de evaluar en 7' € L(V) a ambos lados de la identidad de
polinomios. Esto sugiere definir

k
Ej=q(T)eL(V) para 1<j<k = T=> NE;.
j=1
Veamos que {E1, ..., E} asi definidos forman un sistemas de proyecciones no nulas. Por un lado, si

aplicamos el Teorema 8.6 al todavia més humilde polinomio p(z) = 1, como 1(\;) = 1 (es polinomio

constante!) entonces
k

k k
1= lg@) = 1= q(T) =Y E
j=1 j=1 j=1

donde la segunda identidad de operadores se obtiene de indentidad de polinomios, evaluando a
ambos miembros en T'. Esta identidad verifica una de las propiedades de un sistema de proyecciones
(ver Definicién 6.23).

Si 1 < h #j <k entonces por el item 3 de la Observacién 8.5, sabemos que

k

mr(z) = [[(@ = X)[4(@) an(z) = qj(x) an(2) = mr(a) r(z)
i=1

para algun r(z) € K[z]|. Si evaluamos a ambos lados de la identidad en el operador T":

E; Ep = qj(T) qn(T) = mp(T)r(T) =0 r(T) =0
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donde usamos que my(x) anula a 7', las propiedades del producto en L(V) (0S = 0 para S € L(V))
y la definicién de E; y Ej. Entonces, Ej Ep, = 0si 1 < j # h < k. En particular,

Ej :EjI:Ej(E1+...+Ek) :EjE1+...+EjEk=EjEj
es decir, E; = E; E; lo que entonces muestra que
E;E, =0;,E; paratodos 1<j, h<k.

Asi, {E,,. .., Ey} es sistema de proyecciones y E; = ¢;(T") # 0, pues gr(gj(z)) = k—1 < gr(mp(z)),
de forma que ¢;(x) no puede anular a T' (recordemos que mr(x) es el polinomio de grado mas chico
que anula a T'). Todo lo anterior garantiza que vale 3.

3. = 1. Definamos W; = Im(E;) # {0} (pues E; # 0), 1 < i < k. Entonces, por el Teorema 6.29
se tiene la descomposicién en suma directa

V:W1+—|—Wk

Sea 1 < j < ky sea w; € W; un vector arbitrario. Entonces Ej(w;) = w; pues Ej; fija los vectores
de su imagen (porque E; es proyector). Asi, si h # j entonces

En(wj) = En(Ej(wy)) = (En Ej)w; = 0w; =0
pues Ey E; =0 € L(V). Asi,
k k
Twj =) AnBn)(w;) =Y My En(wy) = X Ej(wy) = Aj w;.
h=1 h=1
Lo anterior muestra que T'w; = \j w; para todo w; € W;: en particular,
W; C Ep(\;) para 1<j<k.
Lo anterior muestra que dimg W; < dimg E7();). Pero entonces
k k k
n=>Y dimgW; <Y dimg Br(};) =dimg (D Er(};)) <n
j=1 j=1 j=1

donde usamos el Teorema 6.14 dos veces: una vez para la primer igualdad, y otra vez para la tltima
desigualdad (ver también el Corolario 6.15). Las desigualdades anteriores y la ultima igualdad
prueban que la desigualdad dimg W; < dimg E7();) es en realidad una igualdad dimg W; =
dimg E7()j); entonces, W; = Ep()j), para 1 < j < k (porque W; C Ep()\;) v tienen la misma
dimension).

En conclusién, Z?:l dimg E7(Aj) = n lo que dice que T' es diagonalizable (por el Corolario 6.15)
y W; = Ep()j), para 1 < j < k. Asi, vale el item 1. y la dltima afirmacién del enunciado. O

8.4 Mas aplicaciones: Teorema de la descomposicién prima

Comenzamos con el siguiente lema auxiliar

Lema 8.9. Sea V un K-ev, sea T € L(V) y sea W subespacio T-invariante. Entonces:
1. Sip(x) € K[z] entonces W es p(T)-invariante.
2. Ademds p(T)lw = p(T|w) € L(W).
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Demostracién. Para ver el item 1, primero verificamos que W es T?-invariante, j > 0, por induccién
en j.
Si j = 0 entonces T° = I y es claro que W es I-invariante: si w € W entonces Jw = w € W.

Supongamos que W es T7~l-invariante, es decir: 77~! 2z € W, para todo z € W (hipétesis induc-
tiva).

Sea w € W: entonces, por hipdtesis, Tw = z € W (pues W es T-invariante). Asi,
T'w=T""'"Tw=T"12eWw

pues z = Tw € W y por hip. inductiva.

Lo anterior muestra que W es T7-invariante, j > 0. Si p(z) = ap + a1 + ... + ay, 2™ € K[x] con
ag,...,am € K, entonces p(T) =apl +a1T + ...+ apn T™. Asi, si w € W entonces

p(Mw=(awl+aT+...+an,T"Yw=agyw+aTw+...+a, T"weW

pues cada término a; 77w € W, por la primer parte de la prueba. As{, W es p(T)-invariante.

Para ver el {tem 2, primero miremos con cuidado qué es lo que dice: por un lado, W es T-invariante,
de forma que podemos considerar T'|yy € L(W). Asi, dado p(x) € K|[x] podemos evaluar el operador
T|w en p(x), obteniendo p(T'|y) € L(W). Por otro lado, como W es p(T')-invariante (por lo probado
en el item 1) entonces podemos considerar la restriccién del operador p(T) a W, que notamos
p(T)|w. El item 2 asegura que estos dos operadores son en realidad el mismo. Ahora que hemos
aclarado qué es lo que queremos probar, consideramos los detalles de la prueba.

Notar que, por definicién, siempre que w € W entonces T|yy w = Tw. Como antes, comenzamos
probando que 77|y = (T'|w)? para j > 0, por induccién en j.

Sij =0, T" =TI, (el operador identidad en V) y (T|w)° = Iy (el operador identidad en W) y es
claro que (Iy)|yy = L (ejercicio).

Supongamos que T~ 1|)y = (T|w)?~! para j — 1 > 0. Consideramos w € W: entonces T|yyw =
Tw=zeWy
(@)ww = Tihw=TI"(Tw) =T = (T hyz = (Thw) 'z
= (Tw) 'Tlww = (Tlw)’ w
donde usamos la definicién de la restriccién, definicién de 77, definicién de restriccién a W, hipétesis

inductiva (en la quinta igualdad), y definicién de (T'|w)?. Si p(T) = ag I +a1 T +. ..+ apy T™ como
antes y w € WV entonces:

p(Mww=(apl+a1T+...4an,T")w=aw+aTw+...+a,T"w=

apllww+aTiww+...+anT"ww=allww+aThww+...+an(Thw) ™ w
=p(Tlw)w.
O

El lema anterior parece una especie de trabalenguas matemético (sobre todo la prueba). En realidad
es una observacion técnica que nos permite simplificar muchas pruebas. Por ejemplo, el siguiente
resultado importante es una consecuencia inmediata.

Proposicién 8.10. Sea V un K-ev, dimg V =n. Sea T € L(V) y sea mr(z) € K[x] su polinomio
minimal. Si W CV es subespacio T-invariante y si my|,, (v) € K[x] denota el polinomio minimal
de T|w € L(W) entonces myy,,, (z) | mr(z).
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Demostracion. Por el lema anterior, tenemos que
mr(Thw) =mr(T)|w = 0w =0 € L(W),

pues mp(T) = 0 y la restriccién 0|y es el operador nulo actuando en W. Por la propiedad del
polinomio minimal de Ty € L(W) entonces mrpy,, (x) | mr(z).
O

Teorema 8.11 (Teorema de la descomposicién prima). Sea V un K-ev, dimg V =n. Sea T € L(V)
y sea mrp(x) € K[z] su polinomio minimal. Consideremos la factorizacion prima

my(z) = p1(z)" sz (z)

donde pi(x),...,prp(x) € Kx] son polinomios primos mdnicos distintos y 1 <r; , 1 < j < k (unicos
salvo orden). Si definimos
W;=Np/(T)CV, 1<j<k,

entonces:
1.V =W+ ...+ Wy (descomposicion en suma directa de subespacios independientes).
2. W; es T-invariante, 1 < j < k.
3. SiT; = Tlw, € L(W;) entonces su polinomio minimal es mr,(v) = p;j (), 1 <j<k.

Demostracion. Comenzamos definiendo polinomios mediante la construccién desarrollada en la
Observacion 8.3. Asi, para 1 < j < k, sea:

fi= 11 »i'@) € Ka]. (44)
1<iAj<k
Como se justificé en esa Observacién, existen polinomios hq(x),..., hi(z) € K|z| tales que

k
L= fila) hy(x).
j=1

Ademas, por los comentarios al final de la Observacién 8.3, si 1 < j # ¢ < k entonces

mr(z) |fi(z) fo(z).

Asf, si definimos g;(x) = f;(x) hj(x) para 1 < j < k entonces:
k
1= qi(@) vy mr()|q(z)qlx) para 1<j#e<k. (45)
j=1

Definimos E; = ¢;(T') € L(V), para 1 < j < k: entonces, evaluando en T en la Eq. (45) tenemos
que

k
STE=UT) =1 y EjE=0 si j#L. (46)
j=1

Con respecto a la segunda identidad de més arriba: E; Ey = ¢;(T) ¢/(T') = 0, pues el polinomio
minimal mq(x) divide al producto g;(z) ge(x), (de forma que ¢;(z) qe(x) = mr(x) rj(x) y mr(T) =
0). Usando las identidades de la Eq. (46), ahora podemos ver que

Ej:EjIZEj(El-f—...-i-Ek):EjEl-f—...-i-EjEk:EjEj
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lo que muestra que F; = EJ2 En resumen, E; Ey = 6;0 Ej, 1 < j, £ < k; este hecho, junto con la
Eq. (46) muestran que {E1,..., E;} es sistema de proyecciones. Mas atin, como cada E; = ¢;(T)
entonces,

T B =T q)(T) = (2;())(T) = (g;() 2)(T) = ;(T) T = B;T , 1< j <k,

donde hemos usado que el producto de polinomios es conmutativo y las propiedades de la evaluacion
de polinomios en T'. Por los Teoremas 6.29 y 6.33, vemos que los subespacios W; =Im(Ej;), 1 <
j < k, verifican:

V=W+...4W, ¥y W; es T-invariante , 1 <j < k.
Sea 1 < j < k fijo: veamos ahora que Im(E;) = W, coincide con el nicleo N(p;j (1)):
Siw € Im(E;) = W; entonces w = Ejw = ¢;(T) w. Asi
p;j (TYw = p;j(T) ¢ (T)w=mp(T)hj(T)w=0h;(T)w=0w=0

donde hemos usado que p;j (x) fj(x) = mp(x), por construccién de f;(x) (ver la Eq. (44)), de forma
que:

p; (2) ¢j(x) = p} (x) fj(x) hj(x) = mr(z) hj(z) = p;(T) ¢;(T) = mr(T) h;(T) =0 € L(V)
pues mp(T) = 0. En resumen, si w € W, entonces p;j (T) w = 0; entonces W; C N(p;j (T)).

Siw e N(p;j (T')) entonces p;j (TYw = 0. Asi, si 1 < j # ¢ < k, el unico indice excluido en la
productoria que define fy(z) es £y j # ¢: en particular,

fo(T)w = H pi(T) | py (T)w = H p(T) | 0=0e€V  (47)
1<i<k, £, i#] 1<i<k, i#E, i#]

pues la productoria entre los paréntesis es un operador lineal (y manda el vector nulo en el vector
nulo de V). Asi,

Eiw=qT)w="nhT)fi(T)w=hT)0=0 para 1<j#l(<k, (48)

pues hy(T) € L(V) es operador lineal. Usando que {E1, ..., E;} es sistema de proyecciones y la Eq.
(48)
w=(E1+...+Ep)w=FEw+...+ Eyw=FEjweIm(E;) =W;,

pues el término Fyw = 0, para 1 < j # £ < k. Asi, N(p;j (T')) € Wj lo que implica que N(pgj (1)) =
Wj.

Los argumentos anteriores muestran que valen los items 1. y 2. del enunciado.

Finalizamos la prueba con la verificacién del item 3: por un lado, hemos visto que si w € W;
entonces pgj (T)w = 0. Entonces, si w € W

Py (Tlw,) w=p; (T)|lw, w=p; (T) w=0

donde usamos el Lema 8.9 en la primer igualdad, y la definicion de la evaluacion de cualquier
restriccion en la segunda igualdad. Como w € W; era arbitrario, entonces

P (T) = P} (Thw,) = 0 € LOV;) = my(@)|p] (2), (49)

por la propiedad del polinomio minimal de T; = Ty, € L(W;).
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Reciprocamente, sea g(x) € Klx] es tal que g(T;) = 0 € L(W;). Afirmamos que g(x) f;j(z) € K|x]
anula a T', es decir g(T) f;(T") = 0 € L(V). En efecto, si 1 < j # ¢ < k y w;, € W, entonces (ver
Eq. (47), pero tener en mente que estamos cambiando los roles de j y /)

f[iMwe=0 = ¢g(T) fj(T)we =0 para weeW,, 1<j#L<k. (50)
Ademss, por hipétesis g(T;) = 0: asi, si w; € W; entonces (usando nuevamente el Lema 8.9)
9(T) wj = 9(T)w, wj = g(Tj) w; = Ow; =0 €V

= 9(T) f;(T)wj = f3(T) g(T)wj = f;(T)0=0€ V. (51)

Si combinamos las Egs. (50) y (51): dado v € V existen tnicos w; € W;, 1 < j < k, tales que
v =w1 + ...+ wg: entonces

g(T) f;(T)v = g(T) f;(T) (w1 + ... +wp) = g(T) {;(T) w1 + ...+ g(T) f;(T)wp =0+4... +0=0.

Como v € V era arbitrario, entonces
9(T) f;(T) = 0.
En particular, mr(x) | g(z) fj(z), por la propiedad del minimal my(x). Como p;j (x) | mr(x) (por

.z T4 . . . ’
construccion) y p; () y fj(x) son co-primos, pues no tienen factores primos en comun, entonces

i (@) g(x) fi(@) vy med(pf (@), fi(x) =1 = p;@)]g),

donde m.c.d. significa maximo comun divisor, y donde hemos usado un resultado de divisibilidad
de polinomios de Algebra I : si a(x)|b(z) ¢(z) y m.c.d.(a(z),b(x)) = 1 entonces a(x)|c(x).

En resumen, hemos partido de g(z) € K[z] tal que g(T;) = 0 € L(WW;) y hemos probado que
p; (z) | g(x). Si aplicamos este argumento a g(x) = mr;(x) entonces p;’ () | mr;(z). Esta relacién
de divisibilidad junto con la relacién en la Eq. (49) muestran que pgj () = m7;(z) y luego, vale
también el item 3. O

El teorema de la descomposicién prima es una herramienta fundamental en el estudio de operadores.
FEn particular, nos muestra una estrategia para descomponer a operadores en términos de operadores
maés chicos y més sencillos, como planteamos al comienzo de la Seccién 8. En las notas de la segunda
parte de la teoria para el tp 6, vamos a usar el teorema de la descomposicién prima y otras nuevas
herramientas para poder obtener la existencia y caracteristicas de la forma de Jordan asociada a
ciertos operadores T'.

Obs 8.12. Como primer ejemplo del uso del Teorema de la descomposicién prima, veamos como
podemos deducir si T' € L(V) es tal que su polinomio minimal es mp(z) = Hle (=Xj), A1,..., A €
K distintos dos a dos, entonces 1" es diagonalizable.

Aclaramos que esto ya ha sido probado en Teorema 8.8, pero nuestra idea es ver como el Teorema
8.11 nos permite re-obtener este hecho.

Suponemos entonces que el polinomio minimal de T se factoriza como el producto de factores
lineales ménicos distintos. Con la notacién del Teorema 8.11,

mr(x) =pi(x)---pr(z) con pjlx)=(x—XNj),1<j<k.

Es decir, las potencias de los factores primos son r; =1, 1 < j < k.

Entonces definimos W; =N(p;(T))=N(T" — A\; I). Notemos que en este caso resulta que W; =
Er(Xj), 1 <j <k. En particular, si w € W; entonces Tw = \j w.
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El Teorema 8.11 garantiza, entre otras cosas, que
V=Wi+...4+W.

Asi, si Bj es base de Wj, 1 < j < k, entonces B = By U ...U By, es base de V. Més atn, si v
denota un vector arbitrario de B, entonces v € B; C W, para algin, 1 < j < k. En particular,
Tv = A\jv. Lo anterior muestra que todo vector de la base B es autovector de T (correspondiente
a algin autovalor). En particular, [T]|p € K™*" es matriz diagonal. A

8.5 Diagonalizacién simultanea

Concluimos estas notas con el estudio de la llamada diagonalizacién simultdnea de operadores. Si
bien el resultado vale con mas generalidad, vamos a considerar una version sencilla que involucre
s6lo dos operadores. Comenzamos con la siguiente observacién.

Obs 8.13. Sea V un K-ev, dimg V = n. Sean S,T € L(V) operadores diagonalizables Supongamos
que existe una base B de V tal que [T|p y [S]p son matrices diagonales; en este caso, decimos que
la base B diagonaliza simultdineamente a S'y T.

En este caso, existen s1,..., s, € K y t1,...,t, € K tales que
[S]p = diag(s1,...,s,) vy [T]p=diag(t1,...,tn).
Hemos visto que entonces
(S [T]p = diag(sit1,...,sntn) =[T)5[5]B-
Las identidades anteriores muestran que
[ST]s = [S]s[T]s =T8[5 = [T'S]p = ST =TS

pues tomar matriz con respecto a una base es un isomorfismo (en particular, es inyectiva). A

Una consecuencia de la Proposicién 8.10 y del Teorema 8.8 es el siguiente resultado que muestra
que vale la reciproca de la Observacién 8.13.

Teorema 8.14. Sea V un K-ev, dimg V = n. Sean S,T € L(V) operadores diagonalizables tales
que SA = TS. Entonces existe una base B de V tal que [T|p y [S]p son matrices diagonales (la
base B diagonaliza simultdineamente a S y T).

Demostracion. Sea T diagonalizable, con autovalores distintos A1,..., A\ € K. Sea {E1,..., Ex} el
sistema de proyecciones como en el Teorema 8.8. En este caso, Er(\;) = Im(Ej;), de forma que

V=FEr(\)+...+Er(\) (52)

donde la descomposiciéon en suma directa es consecuencia del Teorema 6.29. Notemos que cada
autoespacio Er();) es S-invariante, 1 < j < k: en efecto, recordemos que existen polinomios g;(z)
tales que F; = ¢;(T), 1 < j < k (ver la prueba de 2. = 3. del Teorema 8.8). En particular,

E;S=¢qj(TN'S=S¢qj(T)=SE; para 1<j<k. (53)
En efecto, como T'.S = ST entonces se verifica que

T?S =T (TS)=T(ST)=(TS)T = (ST)T = ST*?
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y en general 77 S = ST7 para j > 0 (que verificamos haciendo induccién en j5), y luego p(T) S =
Sp(T) para todo polinomio p(x) € KJ[z]| (hacer detalles). En particular, tomando p(z) = g¢;(z)
justificamos las identidades de la Eq. (53).

Asi, las relaciones de conmutacién de la Eq. (53) junto con el Teorema 6.33 muestran que E7();) =
Im(FEj) es subespacio S-invariante, 1 < j < k. Sea

h
ms(x) = [[(e —w) € Klz] v Sj=S5lg,n) € LETP(N)), 1< <k (54)
i=1
donde gy, ..., pp son los autovalores distintos de S (aqui usamos el Teorema 8.8 aplicado a S, que

es diagonalizable por hipétesis).

Sea mg;(r) el polinomio minimal del operador S;. Por la Proposicién 8.10, mg;(z)|ms(z), lo
que indica que mg; () es producto de factores lineales (ménicos) distintos: de hecho, mg, () tiene
algunos de los factores que aparecen en la factorizacion de mg(z) de la Eq. (54). Por el Teorema 8.8,
S; € L(E7(Aj)) es diagonalizable !!' (este es un hecho general: la restriccién de cualquier operador
diagonalizable a un subespacio invariante resulta diagonalizable, que se prueba con el argumento
anterior).

Sea B; = {v{, . .,véj} una base de Ep();) tal que S; vf = pij vf, 1 <i < dj (que diagonaliza a
S;). Entonces
i

Svl =Slpyon) vl = Sjv] = pijv] para 1<i<d;.

Ademés, por definicién de Ep();): si v € Ep(\;) entonces T'v = A\jv. En particular,
Tvzj :)\jvzj para 1<i<d;.

Asi, los vectores de Bj; son autovectores de S y T, para 1 < j < k. Entonces, si definimos
B = By U...U By, resulta que B es base de V (por la Eq. (52)) y cada vector de B (que es vector
de alguna base Bj) resulta autovector de S y T. Lo anterior inmediatamente indica que [T]|p y
[S]B son matrices diagonales. O

9 Forma de Jordan

Comenzamos la seccién con las siguientes observaciones, que indican el rol destacado de los oper-
adores nilpotentes (ver Definicién 9.3 més abajo).

Obs 9.1. Sea V un K-ev, dimg V =n. Sea T € L(V) y supongamos que el polinomio minimal de
T satisface

k
mr(z) = [[(@ =) € K[a] (55)
j=1
donde A1,...,A\r € K son los autovalores de T' distintos y 1 < r;, 1 < j < k. Recordemos que

gr(mp(z)) < gr(pr(x)) = n, pues mp(z) | pr(x), donde pr(z) denota al polinomio caracteristico de
T.

Si aplicamos el Teorema 8.11 de la descomposicién prima en este caso (notemos que cada polinomio
(x — \j) es primo), entonces los subespacios Wj = N((T'— A; I)"7) son T-invariantes, 1 < j <k, y
se verifica:

1 V=Wt.. i W

2. Si T; = Ty, € L(Wj) tiene polinomio minimal mr,(z) = (v — A;)"7.
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En este caso, los operadores Tj, 1 < j < k, nos permiten describir al operador completo T (ver
Observacién 6.32). Entonces, si podemos entender la estructura interna de cada Tj, 1 < j < k,
podemos describir la estructura de T'. A

Obs 9.2. La Observacién anterior sugiere concentrar nuestra atenciéon en operadores S € L(W)
tales que su polinomio minimal mg(xz) = (z — \)", para cierto A € K, 1 < r, donde W denota un
K-ev de dimensién finita. (Notemos que todos los operadores T; € L(W;), 1 < j < k, definidos en
la Observacion 9.1, tienen esta propiedad).

En este caso, podemos escribir
S=AX+(S—-AI)=\XI+NeLW)
donde N = (S — A\I) € L(W) verifica
N' =(S=XI)"=mg(S)=0€e L(W),

pues mg(x) = (z — A\)" anula a S. Asi, S es la suma de un multiplo del operador identidad (es
decir, el operador mas sencillo de todos!) y un operador N tal que N" = 0. Si podemos entender
la estructura de N, podemos entender entonces la estructura de S! AN

Definicién 9.3. Sea V un K-ev, dimgV =n y sea T € L(V).
1. Decimos que T es nilpotente si existe 1 < m tal que T™ = 0;

2. §i T es nilpotente definimos el indice de nilpotencia de T al minimo natural m > 1 tal que
™ = 0.

O
Ejemplo 9.4. Sea
V={peR[z] : p=0 6gr(p) <2} ={ag+ a1z +ax2®: ag, a1, as € R} C R[z].

En este contexto B = {1, z, 22} es una base de V, de forma que dimgV = 3. Consideramos el
operador derivacion

D e L(V) dadopor D(ag+aiz+az®)=a;+2azz€V.

Notemos que si componemos a D con si mismo tres veces, es decir, consideramos la potencia
D?*=DD D c L(V) se verifica:

D(a0+a1x+a2x2) =a;+2a1r = DQ(ao—i—alx—i—azazQ) =D(a1 +2axz) =2ay

de forma que
D3(ag + ay x + azx?) = D(2az) = 0

En palabras: si derivamos tres veces cualquier polinomio de grado a lo sumo 2, obtenemos el
polinomio nulo.

Lo anterior muestra que D3 = 0 es el operador nulo en V. En este caso D es un operador nilpotente.
Maés atn, el indice de nilpotencia de D es 3 (verificar, ejercicio). A

Obs 9.5. Sea V un K-ev, dimgV =n y sea T' € L(V) nilpotente. Entonces existe m > 1 tal que
T™ = 0. Asi, si g(z) = 2™ € K|z] entonces ¢(T') = 0.

En particular, my(x)|q(z) que a su vez implica que

mr(x)=z", 1<r<n.
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En efecto, como x € Klz| es polinomio primo, entonces g(z) = =™ estd factorizado en factores
primos. Como my(z)|g(x) los factores primos de la factorizacién prima de my(z) son algunos de
los factores primos de la factorizacién prima de ¢(x). Esto muestra que mp(z) = " para algin
1 <r. Ademas, como gr(my(x)) < n entonces 1 <r < n.

Como consecuencia del parrafo anterior, concluimos que el tnico autovalor de T es 0 € K. En
efecto, la tnica raiz de mp(z) es A = 0, y el minimal y caracteristico tienen las mismas raices.

Para finalizar esta observacién, notemos que 77! # 0: en efecto, si suponemos que 771 = 0
entonces p(r) = "1 € Klx] es tal que p(T) = 0, con gr(p(z)) < gr(my(z)), que contradice la
propiedad del polinomio minimal mz(z). Asi, T"~! # 0 y T" = 0; entonces, el minimo natural
m > 1 tal que T™ = 0 es r = gr(my(z)), es decir el indice de nilpotencia de T' (ver Definicién 9.3)
coincide con el grado del polinomio minimal my(x). A

9.1 Descomposicién ciclica de operadores nilpotentes

Para obtener una representacién importante de los operadores nilpotentes vamos a introducir los
siguientes conceptos nuevos.

Definicién 9.6. Sea V un K-ev, dimg V =n y sea T € L(V). Dado v € V definimos el subespacio
T-ciclico generado por v € V, notado Z(v,T) CV dado por

Z(,T)={p(T)v : p(z) € K[x]}.

O

Con la notacién de la definicién anterior, notemos que si p(x) € K|[z] entonces p(T) € L(V) es un
operador: en este caso tiene sentido evaluar p(T') v € V; el conjunto Z(v,T) esta formado por estos
vectores.

En el siguiente resultado describimos las primeras propiedades de Z(v,T). En la prueba vamos
a usar las siguientes propiedades de la evaluacién de polinomios en un operador lineal T: si
p(z), ¢(x) € K[z], o € K entonces ap(z) + q(z) € K[z], p(x) q(z) € K[z] y

(ap(x) +q(@))(T) = ap(T) +q¢(T) € LV) vy (p(x)q(@))(T) = p(T) q(T) € L(V) .
Proposicién 9.7. Sea V un K-ev, dimgV =n y sea T € L(V). Dado v € V,
1. Z(v,T) CV es subespacio;
2. ve Zw,T)yZ(w,T) es T-invariante;

3. St W CV es subespacio T-invariante tal que v € W entonces Z (v, T) CW.

Demostracion. Para ver 1, notemos que p(x) = 0 € K[z] es tal que p(T') = 0 € L(V) y entonces
p(T)v =0 € Z(v,T). Ademss, si u = ¢(T)v, w = s(T)v € Z(v,T), con q(zx), s(x) € K[z] y si
o € K entonces

au+v=aqT)v+s(T)v=(aq(T)+s(T))v=nT)ve Z(v,T)

donde h(z) = aq(x) + s(z) € K[z], de forma que h(T) = aq(T) + s(T). La afirmacién h(T)v €
Z(v,T) es por la definicién de Z(v, T).

Para verificar el item 2: notar que 1 € K{z|, 1(T) = I, de forma que 1(T)v = Iv=v € Z(v,T).
Ademas, siu = q(T)v € Z(v,T), para ¢(z) € K[z] entonces:

Tu=TqT)v=(xq(x)(T)veZwvT)
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donde hemos usado que zq(z) € KJz| es tal que (zq(z))(T) = T q(T) € L(V). La afirmacién
(xq(z))(T)v € Z(v,T) es por la definicién de Z(v, T).

El item 3 es ejercicio (sugerencia: usar el Lema 8.9). O

Definicién 9.8. Sea V un K-ev, dimg V =n, sea T € L(V) y sea v € V. Definimos

1. El ideal
Z(v,T) =A{p(x) € K[z] : p(T)v =0} C K[x]

(verificar que Z(v,T) # {0} es ideal no nulo, ejercicio).
2. El polinomio T-anulador de v, notado m, r(z) € K|z], como el inico polinomio mdnico que

satisface: my, (T)v =0 y dado q(z) € K|x],

q(z) € Z(v,T) siy solo si myr(x)|q(x).

]

Obs 9.9. Con las notaciones de las definicién anterior (notar que 7" es un operador arbitrario):
si mp(z) € K[z] denota el operador minimal de 7', entonces my(7T) = 0 € L(V). En particular,
mrp(T)v =0v =0 de forma que

myr(z) | mr(x).

Si ademds suponemos que 71" es nilpotente, entonces existe 1 < r < n tal que

‘s

mr(z) ="y myr()|mr(z) = myr(@)=2" con 0<Ek<r(<n).

Més atin, si v # 0 entonces k > 1; en efecto, TV v = Iv = v # 0, de forma que 1 = 2° € K[x] es tal
que 1(T) v # 0. A

Teorema 9.10. Sea V un K-ev, dimgV = n y sea T € L(V). Sea v € V tal que v # 0, sea
my,1(z) € Kz] el polinomio T-anulador de v, y sea 1 < k <n tal que gr(m,+(xz) = k. Entonces

1. B,={v, T, ..., TF"'v} es base de Z(v,T) y dimg Z(v,T) = k.

2. Simyy,, . (z) el polinomio minimal de la restriccion T'| 7,1y € L(Z(v,T)) entonces

mva(x) = mTIZ('u,T) (x) *

Demostracion. Para verificar el item 1, vamos a mostrar que B, es l.i. y que es un sistema de
generadores de Z(v,T).

B, es lLi: supongamos que existen ag,...,ar_1 € K tales que

e
—

o TjU:aolv—l—alTU—l—...—i—ak_lTk_lv:0.

[
Il
o

En este caso, definimos p(z) = ap + a1 + ... + a1 271 € K[z]. Si existe algin a; # 0, para
0 <j <k-—1,entonces p(z) # 0y gr(p(z)) <k — 1. Por construccién

pMv=(wl+a1T+...+ap 1 TF Ho=aglv+a1Tv+...4+ap 1 TF1v=0.

Entonces, por definicién de polinomio T-anulador, m, 7(z)|p(x), que contradice el hecho de que
gr(p(x)) < k— 1. Esta contradiccién surge de suponer que existe algin o # 0, para 0 < j < k—1.
En conclusion, ag =...=ar_1 =0y B, es Li.
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B, es sistema de generadores de Z(v,T'). Sea u € Z(v,T); entonces existe q(z) € K[z] tal que u =
q(T)v. Si aplicamos el algoritmo de la divisién en K[z]| concluimos que existen s(z), r(z) € K|z]
tales que ¢(z) = s(x) myr(x) + r(x), con r(x) = 0 6 gr(r(z)) < k = gr(myr(x)). En cualquier
caso, existen fg, ..., Bx_1 € K tales que

r(z)=Bo+frz+...+ By z* !

donde los beta’s podrian ser todos nulos (si r(z) = 0). En particular, ¢(T') = s(T) m, 7 (T)+7(T) €
LV)y

u=q(T)v=(s(T) my(T) +7(T))(v) = s(T) (Mo, (T)v) + r(T)(v) = s(T)(Oy) +r(T) v = r(T) v

pues m, 7(T") v = 0 (por la propiedad del polinomio T-anulador de v) y S(T") € L(V) de forma que
S(T)(0y) = 0y. Usando la representacion de r(z) de més arriba

u=r(T)v=Bol+BT+...4+BaT " No=Fv+BTvo+...+ BT v

que muestra que B, es un sistema de generadores de Z(v,T).

Para verificar el item 2, notemos que my,r(z) [ mr,, . (), pues

MT| 0,1 (T) U=MT| 50,1 (T)’Z(%T) U=MT| 40,1 (T|Z(U:T)) v=0v=0,

donde hemos usado que v € Z(v,T), la definicién de restriccién a un subespacio T-invariante y el
Lema 8.9. Reciprocamente, si u € Z(v,T') es arbitrario, existe ¢(x) € K[x] tal que ¢(T)v = u; en
este caso

my, 1 (T) u = myp(T) ¢(T) v = ¢(T) myp(T) v =q(T)0 =0,

donde hemos usado la relacién de conmutacion ¢(T') m, 7(T') = m, 7(T) ¢(T') (valida para cualquier
par de polinomios en T') y la propiedad de del polinomio T-anulador de v, m, (7)) v = 0. Final-
mente, recordemos que ¢(7") € L(V) de forma que ¢(7")0 = 0.

O

Teorema 9.11. Sea V un K-ev, dimgV =n y sea T € L(V) operador nilpotente. Sea v € V tal
que v # 0 y sea 1 < k < n tal que my7(z) = 2. Entonces

1. B,={v, Twv, ..., TF "'} es base de Z(v,T) y dimg Z(v,T) = k.

2. Se tiene que

0 0 0 00
1 0 0

. .

[T|z@wmls, = | €2 es e 0] =" " O e rhxt. (56)
(v,1)

. . 000
- 1 0
00 ... 010

que es una matriz triangular inferior, con diagonal nula y subdiagonal (que corre debajo de la
diagonal principal) formada por entradas iguales a 1.

3. Simry,, . (x) y PTl 4001 (z) denotan los polinomios minimal y caracteristico de la restriccion
T\ 7,1y € L(Z(v,T)) entonces se tienen las igualdades

k
T = mU,T(‘r) - mT|z(v7T) (.’B) = pTlZ(v,T) (I‘) °
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Demostracion. El item 1 es consecuencia del item 1 del Teorema 9.10.

Para verificar el ftem 2, denotemos por v; = v, v3 = Tu,...,v; = TF1v: notemos que esto
equivale a v; = Ti='y, 1< j <k Asi,

By = {vl,...,vk}
y por construcciéon

A ‘ Uj+1 SilSjSk—l;
T\ zryv; =T (T v) =T v =

0 sij=k.
pues T%v = m,, 7(T)v = 0. Es decir,
Tlzwmryvi =v2, T|zwmryv2 =v3,..., Tlzwmyvk-1=v ¥ Tlzwmryve=0.
Entonces, por definicién de la matriz de T, 1)
| | S | e
[Tlzwmls, = | [v2lB, [wsls, ... [wkls, OB, | =|e2 es ... e 0O

Finalmente, verificamos el item 3. Por el item 2 del Teorema 9.10, sabemos que m, r(z) =
LTS (r) = z*. Calculamos PT| (.1 (%) recordemos que

Prlpny (@) = det(@ I = [T]70m ]5,) = o* (57)

pues, usando el item 2 verificado més arriba, tenemos que

T 0 0 0 O
-1 =z 0
0o -1 0
zl—[Tlzwm B, = e KFxk
T 0 O
: -1 x 0
0 0 0 -1 =z«

que es una matriz triangular inferior, cuya diagonal principal tiene por entradas a x. En este caso,
el determinante de esta matriz triangular es el producto de las entradas en su diagonal principal,
que prueba la identidad de la Eq. (57). O

En la ultima parte de la desmostracién anterior hemos hecho uso del siguiente resultado de determi-
nantes (probado en dlgebra I): si A = (a;;) es matriz n x n triangular (inferior o superior) entonces
el determinante de A es el producto de las entradas en su diagonal principal, es decir

det(A) = H ajj .
7j=1

Para simplificar la notacién de los siguientes resultados, vamos a introducir la nocién de bloque
elemental de Jordan.
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Definicion 9.12. Sea K un cuerpo y sean A € K y k € N, k > 1. Definimos el bloque elemental
de Jordan asociado a (\, k), notado J(\, k) como la matriz: J(\,1) =X € K™ ysik > 2,

A0 ... 000
1A 0

J(\ k) = 01 01 ¢ g
A0 0
Do 1 2 0
00 0 1 X

Asi, si k > 2, J(\ k) es matriz triangular inferior, tal que las entradas en la diagonal principal
coinciden con A, y las entradas en la subdiagonal (inferior) coinciden con 1. El resto de las entradas,
son nulas. O

Obs 9.13. Sea K un cuerpo. Con la notacién del Teorema 9.11, notemos que la matriz que aparece
en la representacién de la restriccién de T en la Eq. (56) se puede describir como

[T 2003, = J(0,k) € K"F

es decir, como el bloque elemental de Jordan asociado a 0 € K y k > 1.

Por otro lado si A € K es arbitrario entonces, por construccion, se verifica:
JN k) =N + J(0,k) (58)
donde I, € K¥** denota la matriz identidad (hacer ejemplos en la hoja). A

Corolario 9.14. Sea V un K-ev, dimg V =n y sea T € L(V) operador nilpotente, con polinomio
minimal mp(x) = ™. Entonces, siv € V es tal que T" *v # 0 entonces B, = {v, Tv, T?v,..., T" v}
es base de V. En particular, [T, = J(0,n).

Demostracién. Antes que nada, notemos que 7"~ # 0, de forma que existen vectores v como en
el enunciado. Por otro lado, si T" ! v # 0 entonces v # 0 y luego, el polinomio T-anulador de v
verifica m, r(z) = zF, con 1 < k < n. En particular, T¥ v = 0; ademas, si s > k entonces T%v = 0:
la prueba es por induccién sobre s. El caso base, s = k vale por lo anterior. Si suponemos que vale
para un s — 1 > k entonces T5v =T (T* tv) =T 0 = 0.

El hecho probado en el parrafo anterior indica que k ¢ n — 1 (de otra forma T 1y =0, en contra
de la hipétesis del enunciado). Asi, n — 1 < k < n que muestra que k = n (ver Observacién 9.9).
Entonces hemos probado que m, r(z) = 2”. Si consideramos Z(v,T’) C V entonces, el teorema
anterior muestra que dimg Z(v,T) = n 'y Z(v,T) = V. Nuevamente, el teorema anterior muestra
que B, es base de V y que [T, = J(0,n).

O

Obs 9.15. Con las notaciones del Corolario anterior, cabe aclarar que hay muchos vectores v € V
tales que 7" ' v # 0. Cualquiera de estos vectores permite desarrollar una base de V, descrita en
el enunciado del corolario.

Si consideramos el Ejemplo 9.4, entonces cualquier polinomio p(z) € V tal que gr(p(z)) = 2 es tal
que D% p(z) # 0 y entonces {p(z), D p(x), D?p(x)} es base de V (ejercicio).

En este sentido, el vector particular v no juega un papel esencial; lo esencial es su existencia, y la
representacién matricial de T derivada de su existencia. A
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En lo que sigue enunciamos el Teorema de la descomposicién ciclica en el caso particular de oper-
adores nilpotentes.

Teorema 9.16 (Descomposicién ciclica de operadores nilpotentes). Sea V un K-ev, dimgV =n
y sea T € L(V) operador nilpotente, con polinomio minimal mp(x) = x". Entonces ezisten unicos
p € N, y naturales kv = r > ko > ... > k, > 1 tales que: existen vectores vi,...,v, € V que
verifican

1. V=2Z,T)+...+Z(vp,T) (suma directa);
2 my; 1 (x) =mry,, o @) =25, 1<j<p.

En particular, si consideramos la base B; = {vj,ij,...,Tkﬂ'*1 vj}, para 1 < j < p, entonces
B=DB1U...UB, es base de V y

J(O0,k1) 0 0 0
0  J(O0,k) 0 0
[T)5 = 0 0 0 € KM (59)
: : 0o . 0
0 0 0 ... J(O,k,)

Mds ain, Z§:1 kj =n y el polinomio caracteristico pr(x) = x™.

Demostracion. En estas notas no vamos a desarrollar la prueba en detalle. En particular, no vamos
a desarrollar el argumento que muestra la existencia de los vectores v1,.. ., vp.

Sin embargo, si admitimos la existencia de los vectores v1,...,v, que verifican el ftem 1 del enun-
ciado (que es la parte crucial de la prueba del teorema) y del item 2, entonces la ultima afirmacién
del teorema se puede justificar como sigue.

Asumiendo los vectores v, ..., v, verifican los item 1 y 2, entonces, recordemos que cada espacio
W; = Z(v;,T) es T-invariante, por la Proposicién 9.7. Por el Teorema 9.11, B; (definido en el
enunciado) resulta una base de W;, 1 < j < p. Como los subespacios estdn en suma directa y
suman todo V, entonces B = By U...U B, es base de V. En particular,

p
n=dimgV = dimg Z(v;,T) = kj.

Jj=1 Jj=1

Ademas, por la Observacién 6.32 y el Teorema 9.11, concluimos la validez de la representacién
matricial [T]p (ver también la Observacién 9.13). Notemos que [T]p es una matriz triangular
inferior con diagonal principal nula (sugerencia: hacer algunos ejemplos en la hoja para ver el
aspecto de este tipo de matrices, eligiendo cantidad de bloques y tamanos). Entonces I — [T]5 es
matriz triangular inferior con diagonal principal con entradas todas iguales a x: esto muestra que

pr(z) =det(z I —[T]p) = z".

O]

Finalizamos esta seccién con un comentario sobre la unicidad de los parametros del Teorema de la
descomposicién ciclica que juega un papel importante en la unicidad de la forma de Jordan.

Obs 9.17. Sea V un K-ev, dimgV = ny seaT € L(V) operador nilpotente, con polinomio minimal
mp(z) =2". Sean p e N,y ky =r >k > ... > kp > 1 tinicos, como en el Teorema 9.16, para los
cuales vale la Eq. (59).
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Supongamos que B’ = {w1,...,w,} es base de V tal que existen ¢ € Ny hy > ... > hy > 1 de
forma que

J(0, h1) 0 0 ... 0
0 J(0,he) 0 ... 0
[T)p = 0 0 0 e Kmxm, (60)
: : 0o . 0
0 0 0 ... J(0,hy)

Entonces

g=p y kji=hj, 1<j<p.
Veamos un bosquejo (informal) de la prueba (el lector puede omitir este argumento en una primer
lectura): en lo que sigue {eq,...,e,} denota la base canénica de K.

Notemos que la j-ésima columna de [T g’ es ej+1 para 1 < j < hy—1y la columna hy es nula (esto
se ve mirando con cuidado la matriz [T]p, y escribiendo el primer bloque J(0, h1); como sugerencia,
fijar los valores de ¢ y h;’s y hacer un bosquejo de la matriz en una hoja - ej: ¢ =3, h1 = 3, hg = 2,
hs = 2).

Renombremos wy = z1; Como [Twi]p = [T]pr €1 = ez (pues [T]pr e1 coincide con la primer columna
de [T]p/, que es e3) entonces Tw; = wy ! De forma similar, T?w; = Tws = w3 (porque [T]p/ e2 = e3)
y en general: Tiw, = wit1 #0,1 <7< hi -1,y Thw, = 0. Esto muestra (usando el nombre
21 = w1) que m,, v(zr) = 2" € K[z] y que el subespacio generado por el conjunto Li.

By = {wl,...,fwhl} = {2’1, TZl,...,Thlfl Zl}

es Z(z1,T), por el Teorema 9.11. En particular, B; es base de Z(z1,T).

Si consideramos el vector siguiente al grupo anterior y lo renombramos zo = wp, 41, podemos hacer
el mismo anélisis basado en las columnas de la matriz [T]g/: de hecho, la columna h; + j de [T]p/
coincide con el vector ep, 441, 1 < j < hp — 1 y coincide con el vector nulo si j = ho. Entonces,
concluimos (de forma similar al pdrrafo anterior) que 77 wp, 11 = why 414 #0, 1 < j < hy—1y
Th2 wh,+1 = 0; Como antes, lo anterior muestra que m, r(z) = z" y que el subespacio generado
por el conjunto l.i. By = {wp,+1,-..,Wh,+h, } coincide con Z(za,T) (recordemos que za = wp,4+1),
por el Teorema 9.11. En particular, By es base de Z(z2,T).

Si continuamos de esta forma nuestro andlisis (que se divide en ¢ pasos, un paso por cada bloque),
vemos que podemos encontrar vectores 21, ..., z; en V tales que m,, () = x" y tales que podemos
construir bases B; de Z(z;,T), 1 < j < g, tales que By, ..., By es una particién de B’ (es una familia
de subconjuntos no vacios de B’, dos a dos disjuntos y cuya unién es B’). En particular,

V=27(,T)+...+Z(z,T)

donde la suma es directa y suma todo el espacio porque si yuxtaponemos (pegamos) las bases
Bj, ..., B, obtenemos la base B’ de V (aqui estamos usando una caracterizacién de subespacios
independientes vista en notas anteriores).

Entonces, la unicidad garantizada por el Teorema 9.16 muestra que ¢ =py k; = hj, 1 < 5 < p,
como queriamos verificar. A

Obs 9.18. Sea V un K-ev, dimgV = n y sea T € L(V) operador nilpotente. Si el polinomio
minimal my(z) = ™ entonces, con las notaciones del Teorema 9.16 de la descomposicién ciclica,
en este caso tenemos que p = 1y k; = n. Maés atin, si v € V es tal que 7" ' v # 0 entonces,
con las notaciones del Teorema 9.16, podemos tomar v; = v: en este caso, V = Z(v1,T) y si
B = {v1, Tvy,...,T" v} entonces B es base de V tal que [T]p = J(0,n); notemos que estas
afirmaciones son consecuencia del Corolario 9.14. A
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9.2 Descomposicién ciclica de operadores nilpotentes: + detalles

Consideremos la notacion del Teorema 9.16 de la descomposicion ciclica para operadores nilpotentes.
Cabe remarcar que la construccién de los vectores v1,...,v, como en el enunciado implica hacer
uso de ciertas nociones técnicas que no hemos introducido en estas notas.

Sin embargo, es posible hacer un estudio sobre los pardmetros p € N (que describe la cantidad
de bloques elementales de Jordan que aparecen en la representacién matricial de [T]g) y r =
ki > ko.o.. >k, > 1 (que describen los tamartios de los bloques elementales de Jordan aparecen
en la representacién matricial de [T]p) del enunciado, que son tdnicos, segin afirma el teorema
(ver también la Observacién 9.17). En lo que sigue, hacemos un andlisis relacionado con estos
parametros. Este andlisis va a tener aplicaciones de interés en la determinacién de los parametros
correspondientes a la forma de Jordan para ciertos operadores 1" mas generales.

Comenzamos con el siguiente resultado que vale para operadores arbitrarios.

Proposicién 9.19. Sea V un K-ev, dimgV = n y sea T € L(V) arbitrario. Sean Wi ..., W,
subespacios T-invariantes, tales que

V=Wik...iW,.

Si Ty =Tlw, € L(W;), 1 <j <p. Entonces

NMT) = NTy)+...+N(T,) y  Nul(T) =) Nul(T}).
j=1

Demostracion. Notemos que como N(T3) € W;, 1 < j < p, y los subespacios Wi, ..., W, son
independientes, entonces N(71),...,N(7},) resultan ser independientes (ejercicio, usar la definicién
de independencia de subespacios).

Sea v € N(T); entonces existen tnicos w; € W;, 1 < j < p, tales que v = w1 + ... + wp. En
particular,
0=Tov=T(wi+...+wp) =T(w1)+...+T(wp).

Como cada T'(w;) € W, pues W; es T-invariante, 1 < j < p, concluimos que T'(w;) =0,1 <35 <p
(por independencia de los subespacios). Asi, 0 = T'(w;) = Tj(w;) lo que muestra que w; € N(T}),
1 < j < py finalmente, que

v=wi+...+wp, € NI+ ... +N(T}) .
Reciprocamente, si v = wy + ...+ w, € N(T1)+ ... +N(T},) entonces
To=T(w+...+wp) =T(w1)+... +T(wp) =T1(w1) + ...+ Tp(wp) =0+...+0=0

lo que muestra que v € N(T'). Los péarrafos anteriores muestran la primer identidad propuesta en
el enunciado del resultado.

La segunda identidad (de dimensiones) es una consecuencia de la primer identidad (de subespacios)
y de la independencia de los subespacios N(T1), ..., N(7},) (junto con un resultado sobre pegado de
bases de subespacios independientes que ya hemos probado!). O

El préoximo resultado establece las nulidades de las potencias de operadores nilpotentes especiales
(con un solo bloque elemental de Jordan).
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Proposicién 9.20. Sea V un K-ev, dimg V = n y sea T € L(V) operador nilpotente, con polinomio
minimal mp(x) = x". Si m > 1 entonces se verifica:

m st 1<m<n;
Nul (T™) = (61)

n ssm>n+1.

Es decir, Nul (T™) = min{n, m}, para m > 1.

Demostracion. Recordemos que T" = mp(T) = 0. Por otro lado, si m > n, entonces 7 = 0 (la
prueba es por induccién en m > n y se deja como ejercicio). Estos hechos muestran entonces que

Nul(T™) = dimg N(T™) = dimg V=n, m >n.

Para estudiar los casos restantes, 1 < m < n — 1, consideramos v € V tal que T n—1y £ 0.

Construimos la base B = {v, T'v,..., T" ' v} de V como en el Corolario 9.14: de hecho, vamos a
indicar a los elmentos de B como B = {v1,...,v,}, de forma que
vj=T""1v, 1<j<n. (62)

Para fijar ideas, consideremos el caso m = 1 con algin detalle. En este caso,
T(v1)=Tw)=vy , T(ve) =T(Tv) = T?v=uvs , ..., T(vp—1) = T(T“_Qv) =T" 1y =nu,
vy T(v,) =TT 'v)=T"v=0v=0.
Los calculos anteriores muestran que
{va,...,vp} CIm(T) = n —1 <dimg Im(7T)

{va} CN(T) = 1< dimg N(T)

pues {va,...,v,} vy {vn} son conjuntos li. (porque son subconjuntos de una base). Como hemos
probado que

n =dimg Im(T) + dimg N(T) = dimgIm(T)=n—-1 y dimgN(T)=1
Para ver el caso general, fijemos 1 < m <n — 1 y notemos que : si 1 < j <n,
Vigm st 1 <j<n—m;
™ v = (63)
0 si n—m<j<n.
Justificamos los casos anteriores: notemos que
T, =T (TV" w) =T™H 1y

Sil<m+j—1<n-—1(6equivalentemente 1 < j < n —m) entonces T vj; = vjqm, (ver la Eq.
(62) con cuidado; en particular donde varia j allf).

Sim+j—12>n (6 equivalentemente n — m < j < n) entonces T ~1 =0¢e€ L(V)y T™v; =
Tm+i+1, = 0.

Los dos casos anteriores justifican la Eq. (63). Estos hechos implican que

{vitm,---,vn} CIm(T™) = n—m < dimg Im(T™)
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{Un—m—i-l’ ceey ’Un} C N(Tm) — m < dimg N(Tm)

pues {Vifm,...,vn} es conjunto Li. con n — m elementos y {vp—m+1,..., Un} es conjunto li.
con m elementos (Ojo: contar la cantidad de elementos con cuidado!). Como antes, usamos las
desigualdades de dimensiones anteriores y el hecho de que

n =dimg Im(T™) + dimg N(T™) = dimg Im(T™")=n—-m y dimg N(T™)=m.

O]

Ya estamos en condiciones de combinar los resultados de las proposiciones previas para estudiar
los parametros de la descomposicién ciclica de operadores nilpotentes. Si bien el enunciado no
parece decir mucho, vamos a ver que en realidad este resultado nos da informacién muy util en
observaciones posteriores.

Teorema 9.21. Sea V un K-ev, dimgV = n y sea T € L(V) operador nilpotente, con polinomio
minimal mp(x) =a". Seanp e N, yky=r>ky > ... > ky, > 1 dinicos, como en el Teorema 9.16,
para los cuales vale la Eq. (59). Entonces, si m > 1 tenemos que

2
Nul (T™) = Zmin{m, kj}.
j=1

Demostracion. Con la notacién del Teorema 9.16, sean v1,...,v, € V tales que verifican:
1. V=2Z,T)+...+Z(vy,T) (suma directa);
2' mUj,T(x) = mT‘z(vij) (x) = xkj, 1 S J S p

El item 2 de maés arriba, junto con el Teorema 9.11, indican que dimg Z(v;,T) =k;, 1 < j <p.

Definimos Tj = T z(y; 1) € L(Z(v;,T)), 1 < j < p. Sea 1 < m y consideremos g(z) = ™. Entonces
q(T) =T™ y por el Lema 8.9 tenemos que

T | 20,1 = (D) 20;,1) = 4(T| 2(0,1)) = a(T5) = (T3)™ - (64)

Si aplicamos la Proposicién 9.19 al operador 7™ € L(V), usando la descomposicién del item 1 (de
arriba) y la Eq. (64), concluimos que:

Nul (T™) = > Nul (T™ | z0,,)) = Y Nul (Tj)™). (65)
j=1 j=1

Como Tj € L(Z(v;,T)) es nilpotente, con minimal my, (z) = 2% y dimg Z(v;, T) = kj, podemos
aplicar la Proposicién 9.20 a T} y concluir

Nul ((T5)™) = min{m, k;} . (66)
Reemplazando la identidad de la Eq. (66) en la Eq. (65) concluimos la identidad del enunciado. [

Obs 9.22. Consideremos la notaciéon del Teorema 9.21; una consecuencia de este resultado es que
los pardmetros p € N,y k1 = r > kg > ...k, > 1 tnicos, como en el Teorema 9.16, estan codificados
(se pueden recuperar) a partir de las dimensiones

Nul (T™) para 1<m<r (<n).

Si bien no vamos a probar este hecho formalmente, vamos a ver como podemos utilizar los valores
dados por las nulidades de arriba (junto con alguna informacién adicional) para determinar los
parametros p e N, y ky =r > ky > ...k, > 1. A
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Ejemplo 9.23. Sea V un K-ev, dimg V = 6 y sea T € L(V) operador nilpotente, con polinomio
minimal mp(x) = 2°. Con esta informacién no podemos determinar de forma exacta la estructura
de T es decir, los pardmetros py k1 =3 > ko > ... >k, > 1 (inicos) del Teorema 9.16.

Sin embargo, el Teorema 9.16 garantiza que k; = 3 (= al grado del polinomio minimal de 7" en
este caso), 3> ko > ... >k, > 1y que 6 = Z?zl k;. Estos hechos reducen las posibilidades de los
parametros a los siguientes casos:

1. p=2,k =3y ko =3;
2.p:3,k1:3,k‘2:2yk:3:1;
3.p:4,k1:3,k2:1,k3:1yk4:1.

En cada uno de los casos anteriores, existe B base de V tal que

Sivale 1: [T]p = (‘](O’ 3 0 > € K5%6

0  J(0,3)
J0,3) 0 0
Si vale 2: [T]g = 0 J0O2 0 e K66
0 0  J(0,1)
J0,3) 0 0 0
Si vale 3: [T]p = 8 J(% 1) J(g N 8 € K56
0 0 0  J(0,1)

Ejercicio: escribir cada una de las matrices de arriba como matriz 6 x 6, entrada por entrada y
observar las diferencias entre ellas (que estard en cémo aparecen los 1’s en la subdiagonal).

Notemos que, en general (tomando m =1 en el Teorema 9.21)
P P
Nul (T') = Zmin{l, ki} = Z 1=p
j=1 j=1

es decir, Nul (') coincide con la cantidad de bloques elementales de Jordan de [T]p.

En este caso particular, la cantidad de bloques elementales de Jordan nos permite discriminar los
tres posibles casos de estructura de T'. Asi, si nos dan el dato

Nul (T) =dimg N(T)=p con 2<p<A4

entonces podemos determinar de forma exacta la estructura de 7' (en términos de los pardmetros p
y kj’s).

Si el dato que nos dan es Nul(7?) = d entonces (tomando m = 2 en el Teorema 9.21)
1. Sivale 1: Nul(7?) = min{2,3} + min{2,3} =2 + 2 = 4;
2. Si vale 2: Nul(7?) = min{2,3} + min{2,2} + min{2,1} =2+ 2+ 1 =5;
3. Si vale 3: Nul(7?) = min{2,3} + min{2,1} + min{2,1} + min{2,1} =2+ 1+1+1=5.

Si por ejemplo nos indican que Nul(7?) = 5 entonces nos quedan dos casos posibles (casos 2y 3) y
todavia necesitamos més informacién para determinar de forma exacta la estructura de T. A
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9.3 La forma de Jordan

Vamos a aplicar todos los resultados vistos en las secciones previas para poder determinar la exis-
tencia y caracteristicas de la forma de Jordan de cierta clase de operadores lineales. Comenzamos
con el caso mas sencillo y luego derivamos el caso general. Pero primero, planteamos el siguiente
ejercicio en forma de lema

Lema 9.24. Sea V un K-ev y sea T € L(V). Dados A € K yv €V se verifica que

Z(w,T)=Z(v, T—-XI)CV.

Demostracion. Ejercicio. sugerencia: probar una doble inclusiéon usando la definicién de estos
espacios; para ello, usar el item 3 de la Proposicién 9.7 (que deben probar primero! porque lo
dejamos como ejercicio). O

Proposicién 9.25. Sea V un K-ev, dimgV =n y sea T € L(V) con polinomio minimal my(zx) =
(x = AN)", 1 < r. Entonces existen unicos p € N, y naturales ki1 =r > ky > ... > k, > 1 tales que:
existe una base B de V tal que

J(\, k1) 0 0 0
0 J(\ k2) 0 0
T)p = 0 0 0 G (67)
: : 0o . 0
0 0 0 ... J\kp)

Mas ain,
1. Z?:l kj =n y el polinomio caracteristico pr(z) = (x — A\)™.
2. Sim > 1 tenemos que

p
Nul (T = AD1)™) => min{m, k;}.
j=1
En particular, la cantidad de bloques elementales de Jordan es p = Nul(T — \).

Demostracion. Para probar este resultado vamos a seguir la estrategia propuesta en la Observacion
9.2 al comienzo de la Seccién 9.

Sea N =T — X € L(V); entonces
T=X+N y N =(T-\) =mp(T)=0

Lo anterior muestra que N es nilpotente; ademds, my(z) = o” pues N*™~t = (T — XI)""! # 0,
porque gr((z — A\)"™ 1) < gr(mp(z)) con lo que (x — A\)"~! no anula a T.

Asi, podemos aplicar los Teoremas 9.16 y 9.21 al operador nilpotente N € L(V). En particular,
existen Unicos p € Ny k1 =r > ko > ... > k, > 1, tales que existe una base B de V de forma que

J(0, k1) 0 0 ... 0
0 J(0,k2) 0 ... 0
[N|g = 0 0 0 e KM,
: : 0o . 0
0 0 0 ... J(0,kp)
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Entonces
[Tlp =[N+ N]p=AI,+[N]g =

A, 0 0 0 JO,k) 0 0 0
0 A, 0 0 0 JO,k) 0 0
= 0 0 0 + 0 0 0
: : 0o . 0 : : 0o . 0
0 0 0 ... A\, 0 0 0 ... J0k)

donde hemos escrito a A I, como una matriz (diagonal) por bloques, por conveniencia! La expresion
anterior para [T]p muestra la validez de la Eq. (67), ya que la suma de matrices de bloques se
realiza blogue a blogue y ademds, en cada bloque diagonal se tiene la suma A Iy, +J(0, k;) = J(A, k)
(ver Eq. (58) de la Observacién 9.13), 1 < j <p.

En particular se verifica que Z§:1 kj = n. Ademas [T]p resulta, por construccién, una matriz
triangular inferior, cuyas entradas en la diagonal principal coinciden con A. Entonces z I, — [T]p €
K™ "™ es una matriz triangular inferior, cuyas entradas en la diagonal principal coinciden con
(x — A). Como el determinante de una matriz triangular (inferior) es el producto de las entradas
de su diagonal principal vemos que el polinomio caracteristico

pr(x) =det(x L, — [T)|p) = (x — \)".
Por otro lado, el item 2 del enunciado es una consecuencia inmediata del Teorema 9.21 aplicado a
N=T-XIeLV).

Finalmente, notemos que la unicidad dep € Ny ky =r > ko > ... > k, > 1 es una consecuencia de
la unicidad de los parametros en el Teorema de la descomposicién ciclica 9.16. Hacemos un bosquejo
de la prueba, y dejamos los detalles al lector: si suponemosque g € Ny hy =r>hy > ... > hy>1

son tales que existe una base B’ = {wy,...,w,} de V tal que
JO\h) 0 0 ... 0
0 JMhs) 0 ... 0
[T]p = 0 0 0 € K™,
. . 0 - 0
0 0 0 J(\ hy)
entonces
JO,h1) 0 0 0
0 JO,h) 0 0
[Nl = [T]p — An = 0 0 0 € K",
0o . 0
0 0 0 J(0, hy)
Asi, la Observacién 9.17 muestra que p=q y k;j = hj, 1 < j < p. O

Obs 9.26. Consideremos la notacién del teorema anterior: notemos que la descomposiciéon T =
A1 + N representa a 1" como la suma de un operador diagonalizable (en cualquier base! pues es
un multiplo de la identidad) y del operador nilpotente N =T — A I. La informacién mas compleja
sobre T se encuentra codificada en N. En particular, los pardmetros de la descomposicién de Jordan
pENyki=r>ky>... >k, >1 coinciden con los pardmetros de la descomposicién del Teorema
9.16 para el operador nilpotente N. Esto justifica el andlisis detallado que hemos hecho del caso
nilpotente, incluyendo el andlisis de los parametros de la descomposicién ciclica en la seccién 9.2./\

97



Obs 9.27. Sea V un K-ev, dimgV = n y sea T € L(V) operador nilpotente. Si el polinomio
minimal my(z) = (x — \)" para A € K. Entonces, con las notaciones de la Proposicién 9.25 en este
caso tenemos que p = 1y k; = n. Mds atin, si definimos N = T—\T € L(V) entonces N es operador
nilpotente, con my(z) = 2" Asi, si v € V es tal que N" "t v # 0 (es decir, (T —AI)" Lo #£0) y si
definimos B = {v, Nv,..., N" ' v}, entonces B es base de V tal que

[Nlg=J(0,n) = [T]g=[AN+Nlg=AI+J(0,n)=J(\n).

Estas afirmaciones son consecuencia de la Observacion 9.18 y la Eq. (58). A

El siguiente resultado considera la existencia y unicidad de la forma de Jordan de operadores més
generales. Si bien el enunciado es extenso, la informacién que aparece en él ha sido (esencialmente)
adelantada y probada en los resultados previos.

Teorema 9.28. Sea V un K-ev, dimgV =n y sea T € L(V) con polinomio minimal

q
mr(@) = [[(@ = A)" € Klal.
j=1
donde A1, ..., Ay € K son distintos. Entonces
1. Si definimos W; = N((T' — X\; I)"7) entonces W; es T-invariante, 1 < j < gq, y

V=Wit...iw,.

2. Para cada 1 < j < q, ewisten unicos p; € N, y naturales k1; = r; > koj > ... > kpj,j >1
tales que: existe una base Bj de W; para la cual

J(Nj, k15) 0 0 0
0 J(Nj, ka5) 0 0
[Tlw,]s, = 0 0 0 € K34 (68)
f E 0o . 0
0 0 0 .. J(Njkp,j)
donde d; = dimg W;. En este caso, la suma de los tamanos de los bloques elementales

satisface:
pPj
D kij=d;.
i=1
8. Para cada m > 1 se tiene

pj
dim N((T — A\; I)™) = dim N((T|w, — A; Iw,)™) = > _min{m,, ki ;} .
=1

En particular, st B = By U...U By entonces B es base de V y tenemos que

[T, ]5, 0 0 ... 0
0 Thwle, 0 ... 0
[T = 0 0 0 e Kmxn (69)
: : 0 : 0
0 0 0 ... [Tw,]z,

98



donde cada bloque diagonal [T|w,]|B, estd dado por la Eq. (68). En este caso, el polinomio carac-
teristico de T estd dado por

pr(z) = [J(z = 2)% € K[a]. (70)
j=1

Demostracion. La estrategia para probar este resultado es utilizar el argumento de descomposicién
de T dado en la Observacién 9.1 al comienzo de la Seccion 9 y luego la Proposicion 9.25 en cada
bloque de esta descomposicién.

Como primer paso, aplicamos el Teorema 8.11 (de la descomposicién prima) al operador T'. En este
caso, el Teorema 8.11 garantiza que si definimos W; = N((T'— \;)"7), 1 < j < ¢, entonces vale el
item 1 del enunciado (ver los comentarios en la Observacion 9.1 sobre esta aplicacién del teorema
de la descomposicién prima). Ademds, también por el Teorema de la descomposicién prima, si
definimos T = T'|yy, € L(W;) entonces el polinomio minimal mr, (z) = (z — A;)".

Sea 1 < j < ¢: las observaciones anteriores permiten aplicar la Proposicion 9.25 al operador
T; € L(Wj;). En particular, existen tnicos p; € N y ki j =1 > kaj > ... > ky, ; > 1 tales que
existe una base B; de W; para la que vale la representacién de la Eq. (68), donde hemos convenido
en notar d; = dimg W;. De esta forma se verifica el item 2.

Fijemos 1 < j < q. Seal < i # j < ¢ (pero con j fijo!): entonces T; — A\j Iy, € L(W;) es
operador inversible: en efecto, como pr,(z) = (x — \;)™ por la Proposicién 9.25, entonces el inico
autovalor de T; es \;. Asi, como \; # \; (pues i # j) entonces \; Iy, —T; € L(W;) es inversible,
6 equivalentemente T; — A; Iyy, € L(W;) es inversible (de otra forma, A; serfa autovalor de Tj, que
contradice las observaciones anteriores). En particular, si m > 1 entonces (T; — Aj Iyy,)™ € L(W;)
es inversible (producto de operadores inversibles es inversible!) y

Nul((T; — A\jIw,)™) =0 para 1<i#j<gq. (71)

Si consideramos ahora 1 < ¢ < ¢ arbitario, notemos que W; es (T' — A I)-invariante: en efecto,
T—X1I=(x—X)(T)yel Lema 8.9 ; de forma que

(T =X Dlw, =Ti = Xjhw, = (T =X D" |w;, = (Ti = X Iw)™ , 1<i<gq (72)
por el Lema 8.9.
Si usamos la Eq. (72) en el caso 1 <i # j < ¢, la Eq. (71) ahora muestra que
Nul((T'—A\; )™ |w,) =0 para 1<i#j<gq. (73)

Entonces, si aplicamos la Proposiciéon 9.19 con la descomposicién dada en el item 1. y usamos la
Eq. (73) tenemos que

NUT — Ay 1) = SN — Ay 1™ by) = Nul(T — Ay 1" by (74)
i=1

porque todos los términos para ¢ # j son nulos. Asi, por la Proposiciéon 9.25 aplicada al operador
T; € L(W;) (notemos que T} cumple las hipétesis de ese resultado pues mr;(v) = (z — A;)") y las
Egs. (72) y (74) concluimos que

Pj
Nul(T - Aj I)m = Nul((T - /\j I)m ‘WJ) = (T] - Aj ij)m = Zmin{m, ki,j} .
=1
y vale el {tem 3.
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Para finalizar la prueba, es claro que si B = By U ... U B, entonces B es base de V y que vale la
representaciéon en la Eq. (69). Notemos que la matriz [T]p es triangular inferior y en su diagonal
principal tiene las entradas A; repetida d; veces, 1 < j < g: esto se aprecia mejor si notamos que la
diagonal principal de [T]5 es la yuxtaposicién (pegado) de las diagonales principales de los bloques
de Jordan de la Eq. (68), 1 < j < q. De esta forma, = I,, — [T]p es una matriz triangular inferior y
en su diagonal principal tiene las entradas  — A; repetida d; veces, 1 < j < ¢: entonces

q

pr(z) =det(z I, — [T]|p) = H(x _ )\j)dj ]
j=1

Obs 9.29. Consideremos la notacion del Teorema 9.28:

1. Algo de terminologia: el bloque que aparece en la Eq. 68 se llama bloque de Jordan asociado
a Aj; recordemos que los bloques més pequenos J(\j, k; ;) se llaman bloques elementales de
Jordan (asociados a A y k; ;).

2. Para poder aplicar el teorema, el polinomio minimal de T se debe poder factorizar como
producto de factores lineales en K[z]|. Recordemos que el cuerpo K es algebraicamente cerrado
cuando todo polinomio p(x) € K[x] con gr(p(z)) > 1, se factoriza como producto de factores
lineales en K [x]. Por ejemplo, el teorema fundamental del algebra establece que el cuerpo de
numeros complejos C es algebraicamente cerrado.

3. La parte de la prueba del resultado que nos demandé mas trabajo corresponde al item 3.
Notemos que la informacion del item 3 es similar a la informacién que aparece en el Teorema
9.21. Como hemos visto en el Ejemplo 9.23 (ver también Observacién 9.22), podemos usar
estas dimensiones para determinar los parametros p; € N y k1 j =1; > koj > ... > kp]. g =1
del bloque de Jordan correspondiente a A;.

4. El tamano d; del bloque de Jordan correspondiente a A; coincide con la multiplicidad alge-
braica de A; como rafz del polinomio caracteristico pr(z) (ver Eq. (70)).

5. La cantidad de bloques p; = Nul(T' — A; I): en efecto (tomando m = 1)
P P

lelN(T - >‘j I)m = Zmin{l, ki,j} = Z 1= bj .
i=1 i=1

6. Hay unicidad de los parametros de la forma de Jordan en el siguiente sentido: si para cada
1<j<gqgexisten mj ENyhy;>...2> hp;; > 1 tales que : existe una base B’ de V tal que

Ap 0 0 ... 0
0 A 0 ... O
Tlg=1| 0 0o . ... 0 |eK™" (75)
: 0 .0
0 0 0 ... Ay
de forma que para cada 1 < j < ¢ se tiene que
JOj hy) 0 0 0
0 J(Aj,hoj) O 0
: : 0 0
0 0 0 J(Njs b 5)
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entonces
p; =my y kiJZhiJ para 1§’i§pj s 1§j§q

Este es un hecho fundamental: no vamos a dar detalles de la prueba, pero mencionamos que
es posible reducir la unicidad planteada en este item al tipo de analisis considerado en la
prueba de la Proposicién 9.25 (ver también Observacién 9.17).

JAN

Corolario 9.30. Sea K un cuerpo y sea B € K™*™. Supongamos que el polinomio minimal de la

matriz B se puede factorizar como mp(x) = gzl(:v — X)) para ciertos Ai,..., g € K distintos
y1<r;, 1<j<gq. Entonces B es semejante a una matriz A como en la Eq. (75), cuyos bloques
diagonales son de la forma dada en la Eq. (76), para dj = dimg N((B — X;)"7), 1 < j < n. O

Ejemplo 9.31. Sea T € L(C!!) tal que
pr(@)=(@-2)"(z-1)*(@+1)° y mr)=(z-2)"(@-1)*(@+1)

Nos piden hallar la forma de Jordan de T con estos datos. En estos casos, es posible que los datos
no alcancen para determinar exactamente la forma de Jordan y nuestra respuesta sea una serie de
posibles casos:

Con los datos que nos han dado, entonces es posible ver que : si Ay = 2, A\a =1, A3 = —1 son los
autovalores distintos de T (raices de pr(z)), con multiplicidad algebraica dy =7, da =2y d3 = 2
(como raices de pr(z)) y si Wi = N(T' — A\ )4, Wo = N(T — A2 1)? y W3 = N(T — A3 ) (donde las
potencias “r;” que consideramos vienen dadas por my(z), como en el Teorema 9.28) entonces:

1. dim; W; = dj, 1 < j < 3 esto nos indica los tamanos de los bloques completos de Jordan
correspondientes a cada autovalor de T'.

2. Existen bases B; de W;, 1 < j < 3, tal que si B = By U By U B3 entonces

B, O 0
[T]5 = 0 [Iblg, O e ctixit
0 0 [T3]33

donde T = Ty, € L(W;), 1 <j < 3.
3. En este caso [T}]p; € C%*di 1 < j <3 (por el primer ftem de estas observaciones).

4. Con respecto a [T1]p, € C™T7 por el Teorema 9.28 sabemos que el tamafio del primer bloque
elemental de Jordan de A\; = 2 es ky1 = 4, es decir:

Ti]p = (J(20, 4) 0)

*

donde * € C3>*3 denota una matriz 3 x 3 que corresponde a uno de los siguientes casos:

(a)

x*=J(2,3) = [T\]p, = <J(%’ Y J(20, 3))

con p; = 2 (dos bloques elementales) y tamanos: ko1 =3 (k1,1 + ko =17)

(b)

J(2,4) 0 0
L (722 0 -
( 0 J(2,1)> = [Tila, 0 e J(g,l)

con p; = 3 (tres bloques elementales) y tamanos: ko1 =2, k31 =1 (k11 +ko1+ks1 =7)
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J(2,1) 0 0 J(2,4) 0 0 0
0 J(2,1) 0 0
* = 0 J(2,1) 0 = [T\]p, =
0 0 7(2,1) 0 0 J(2,1) 0
’ 0 0 0 J(2,1)
con p; = 4 (cuatro bloques elementales) y tamafios: ko3 = 1, kg1 = 1, kyy =1
(k11 +kog+ksi+kag=T7).

Notemos que siempre debemos elegir tamanos tales que satisfagan k11 =4 > ko1 > ... >

kpl,l > L

Si ademads, nos dan el dato Nul(T'— 21) = p; (que es la cantidad de bloques elementales)
entonces, en este ejemplo particular, podemos determinar completamente la estructura de
[T1]B,. Por ejemplo, si nos dicen que p; = 3 entonces

2000000
1200000

J(2,4) 0 0 0120000

[T1]B, = 0 J22 0 =]0 012000
0 0 J(2,1) 000020 0
0000T120

000O0GO0GO0 2

Notemos el aspecto que tiene la matriz, cuando pegamos los bloques: si miramos la matriz con
cuidado, se pueden apreciar los bloques, en funcién de cémo aparecen los 1’s en la subdiagonal
inferior. Con ese criterio, se pueden diferenciar los tres bloques (de 4 x4, 2 x 2y 1 x 1 en
este caso).

. Con respecto a [Ty]p, € C**2, sabemos que el tamaiio del bloque elemental de Jordan més
grande es k21 = 2 (ya que 2 es la potencia de (z — A2) en myp(z)). Pero entonces, hay un
solo bloque elemental, pues k21 = 2 = d2, que es el tamano del bloque completo de Jordan
correspondiente a Ag = 1. Entonces

[Th)B, = J(1,2) = G (1)>

. Con respecto a [T3]p, € C**2, sabemos que el tamaifio del bloque elemental de Jordan mas
grande es k13 =1 (ya que 1 es la potencia de (z — A3) en mqy(z)). Pero entonces, los demas
bloques son, necesariamente, de tamano 1 también : es decir, k13 = 1 implica que kg3 =1
porque hemos convenido en disponer los bloques elementales de forma que sus tamafios van
decreciendo 6 se mantienen igual, y todos los bloques son de tamano mayor 6 igual que 1.
Asi, ps = 2 (dos bloques elementales de forma que ki3 + ka3 = d3 = 2) y como A3 = —1

tenemos [m%:<ﬂﬁﬂ)ﬂjﬂoz<? i)

. La respuesta del ejercicio es: con la informacién inicial dada, las posibles formas de Jordan
de T son:

J(2,4) 0 0 0 0
0 * 0 0 0
0 0 J(1,2) 0 0
0 0 0 J(-1,1) 0
0 0 0 0 J(-1,1)



donde * € C3*3 es alguna de las matrices correspondientes a los casos (a), (b) 6 (c) del ftem
4. Como hemos mencionado antes, si nos dan el dato adicional de Nul(T'—2I) = p;, entonces
podemos determinar (en este ejemplo) la forma completamente.

Para finalizar, si por ejemplo p; = 3 entonces la forma de Jordan de T resulta

2000000 0 0 0
1200000 0 0 0
0120000 0 0 0
0012000 0 0 0
loooo200 o0 0 0
“looo0o0120 0 0 0
0000002 0 0 0
00000O0TO0 J1,2 0 0
0000000 0 -1 0
00000O0GO0 0 0 -1

donde hemos incluido el bloque J(1,2) de tamano 2 x 2. Noten que si miramos la matriz con cuidado
podemos ver, por ejemplo, los tres bloques elemetales de Jordan de tamanos 4, 2 y 1 asociados al
autovalor A = 2. Como ejercicio, desarrollar también el bloque J(1,2) (de tamano 2 x 2) y escribir
la matriz 11 x 11 completa! A

10 El espacio dual

Sea K un cuerpo. Entonces podemos identificar a K = K, el K-espacio vectorial de los vectores
columna de una entrada. En este sentido, notemos que dimyg K = 1.

10.1 Definicion y primeras propiedades
Comenzamos describiendo la nocién de espacio dual.

Definicion 10.1. Sea V un K-ev. Un funcional lineal sobre V es una transformacion lineal f :
VY — K, considerando a K como K-ev. Asi, f satisaface:

flau+v)=af(u)+ f(v) para u,veY y ackK.

Ejemplo 10.2. Consideremos los siguientes ejemplos:

1. Sea K un cuerpo y sea & = (x1,...,2z,) € K™. Entonces la funcién fz: K™ — K dada por
n
fa@ =) wjy; donde F=(y1,...,yn) € K",
j=1

es un funcional lineal (ejercicio).

Reciprocamente, si f : K" — K es funcional, definamos z; = f(e;), 1 < j < n, donde
B. = {ej1,...,e,} denota la base candnica de K™. Entonces ¥ = (x1,...,2,) € K" y si

¥=(y1,---,yn) € K,
F@ =FO wie)=> uj flej) =Y yjz; = fz(i))
j=1 j=1 j=1

de forma que f = fz. Lo anterior muestra que todo funcional es de la forma fz, para algin
re K"
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2. Sea K un cuerpo y sea tr(-) : K™ — K dada por:

n

tr(A) = ZAjj para A= (AU) e K™,

Entonces tr(-) es un funcional lineal, llamado traza.

3. Si consideramos el R-ev C([a, b]) de las funciones continuas definidas en un intervalo [a,b] C R
(a valores reales) entonces la integral definida I : C([a, b]) — R dada por

b
I5)= [ f®ydt paa feClab)

es un funcional. De hecho, las llamadas propiedades de linealidad de la integral vistas en
Analisis I muestran que:

b

b b
af+g)= / (a () + g(t)) dt = a / £(t) dt + / gt) dt = o I(f) + I(g).

A

Definicion 10.3. Sea V un K-ev, dimg V = n. El espacio dual, notado V*, es el K-ev formado
por todos los funcionales lineales V* = L(V, K), con la estructura de K-ev que hemos considerado
en este espacio de transformaciones.

Con la notacién de la definicién anterior, se tiene que
dimg V* =dimg V- dimg K = dimg V
pues dimg K = 1.

Obs 10.4. En muchos contextos, los vectores de un espacio vectorial ¥V describen fenémenos com-
plejos (6 procesos, estados, etc). En estos casos, para entender el fenémeno, tomamos mediciones
(que dan lugar a valores escalares, por ejemplo niimeros reales, que son més sencillos) de distintos
aspectos del proceso: en algunos casos, es posible modelar las mediciones como evaluar los vectores
que describen el proceso en funcionales lineales. En este sentido, el valor f(v) € K puede pensarse
como una medicién escalar de un fenémeno complicado; asi, es de esperar que si tomamos suficientes
mediciones de distintos aspectos (independientes) del proceso podamos describir completamente al
mismo. El siguiente resultado estd orientado a este concepto.

Teorema 10.5. Sea V un K-ev, dimgV = n. Si B = {v1,...,v,} es base de V sea B* =
{fi,.., fa} CV* el conjunto cuyos elementos (funcionales) satisfacen las siguientes relaciones con
los vectores de B:

filvj) =65 para 1<4,j<n. (77)

Entonces B* queda determinada de forma dnica por las condiciones en la Eq. (77) y es una base
del espacio dual V*.

Demostracion. Notemos que dada la base B como antes y 1 < ¢ < n, existe un tnico funcional
fi € V* = L(V,K) tal que fi(vj) = d;5, para 1 < j < n (aqui estamos usando el resultado que
indica la existencia de transformaciones lineales que transforman elementos de una base en vectores
cualesquiera de K (pensado como K-ev): en este caso los vectores cualesquiera de K son 0y 1).

De esta forma podemos construir B* = {fi,..., fn} que verifica las identidades en la Eq. (77);
estas identidades son llamadas relaciones de dualidad entre B y B*.
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Veamos que B* C V* es conjunto Li. (aqui usamos la estructura de K-ev de V* = L(V, K)). En
efecto, si ay,...,qa, € K son tales que

OZZO@ fl e V*
=1

entonces, como la igualdad anterior es una igualdad de funciones, podemos evaluar a ambos lados
enwv;, 1 <5<

O = 0(v;) = (Z a; fi) (vj) = ZO% fi(vy) = Eai Sij = o
i=1 i=1 i=1

que muestra que a; =0, 1 < 7 < n.

Como B* C V* es conjunto Li. con n elementos y dimg V* = n, hemos probado que B* es
necesariamente una base de V* (resulta ser un sistema de generadores también).

Finalmente, verificamos la unicidad: supongamos que B’ = {g1, ..., g,} satisface las relaciones de
dualidad dadas en la Eq. (77). En particular, si 1 < i < n entonces

fi(vj) =65 = gi(v;) para 1<j<mn.

Como f;, g; son transformaciones lineales (a valores escalares) que coinciden en una base del do-
minio, entonces f; = ¢g;, 1 <1i < n. O

Definicién 10.6. Sea V un K-ev y sea B = {vy,...,v,} base de V. Si B* = {f1,..., fu} es como
en el Teorema anterior (de forma que verifica la Eq. (77)), decimos que B* es la base dual de la
base B.

Ejemplo 10.7. Sea K un cuerpo y consideremos K™ como K-ev. Si B. = {ej,...,e,} denota la
base candnica de K" entonces su base dual B} = {m,...,m,} estd formada por los funcionales

m: K" — K dado por mi(z1,...,2n) = , (x1,...,2,) € K".
En efecto, basta notar que las m; € (K™)* satisfacen las relaciones de dualidad (ejercicio)
mi(ej) =6;; para 1<4i,j<n.
El funcional 7; es llamado la proyeccion sobre la i-ésima coordenada. A
Obs 10.8. Sea K un cuerpo y consideramos V = K. Definimos F : K" — (K™)* dada por
F(¥)=fz para ZeK"

donde fz estd definido como en el item 1 del Ejemplo 10.2. Entonces F' es un isomorfismo lineal
entre K" y (K™)* (verificar que F' es lineal y que F' transforma la base canénica B, = {e1,...,e,}
de K™ en la base dual de la base canénica Bf = {m1,...,m,}). A

Ejemplo 10.9. Sea K un cuerpo y consideremos V = K,,_1[z] el espacio de los polinomios de grado
menor 6 igual que n — 1. Este es un K-ev tal que dimg V = n. Dado o € K entonces podemos
considerar la evaluaciéon en «, notada e, : V — K dada por

ea(p(z)) =p(a) para p(x) €V.

Entonces, gracias a las propiedades que tiene la evaluacién en un escalar fijo (o € K), e, € V*
(ejercicio), para cada a € K.
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Sean c1,...,¢, € K escalares distintos, y consideremos la base £ = {qi(x),...,qn(z)}de V dada

por los polinomios de Lagrange asociados a ¢y, ..., ¢y, es decir: si 1 < j < n,
gj(z) = a;l H (x —¢;) donde a;= H (¢j —ci) #0.
1<izj<k 1<ij<k

Recordemos las relaciones de dualidad que verifican estos polinomios:
e, (qj(2)) = qj(ci) = 6ij  para  1<i,j<n.

Las relaciones anteriores junto con el Teorema 10.5 indican que £* = {e,,, ..., €., } es una base del
espacio dual V*, que es la base dual de la base L.

Finalmente, recordemos que si p(xz) € V entonces hemos probado que

p(2)]e = (p(er), -, p(en)) = (e (p(2)); - - s ee, (p(2))) € K™

En realidad, este hecho es un caso particular del siguiente resultado. A

Proposicién 10.10. Sea V un K-ev, B = {v1,...,v,} base de V y sea B*{f1,..., fu} la base dual
de B. Entonces, siveY y f e V*:

n

ST = [l = (A(v),..., falv) € K™,

j=1
F=NFw)f; = Ul = (f@1),. .., fon) € K"
Demostracion. Como B es base de V, existen aq,...,q, € K tales que v = E?:l a;j v;: entonces
n n n
filv) = fl(z aj vj) = Zaj fi(vj) = Zaj dij=0;, para 1<i<n.
j=1 j=1 j=1

Asi, a; = fi(v), 1 < i < n, que muestra la primer identidad.

De forma similar, como B* es base de V*, existen f1, ..., 3, € K talesque f =Y | 3; f;: entonces
n n n
Fj) = QB fi)(w) =B filv;) =Y B 65 =B;, para 1<j<n.
i=1 i=1 i=1

Asi, B = f(vj), 1 < j <n, que muestra la segunda identidad. O

Ajustensé los cinturones porque en lo que sigue vamos a ver los...

10.2 Hiperespacios

Comenzamos con el concepto de hiperespacio.

Definicion 10.11. Sea V un K-ev, dimg V = n. Un hiperespacio de V es un subespacio W C V
tal que dimg W =n — 1.

Lema 10.12. Sea V un K-ev, dimgV = n. Dado un subconjunto W C V entonces: W es un
hiperespacio si y solo si existe f € V*, f # 0 tal que W = N(f).

106



Demostracion. Sea W C V tal que existe f € V*, f # 0 tal que W = N(f). Por hipétesis, f # 0
implica que Im(f) # {0}. Como f € V* = L(V, K) es transformacién lineal, entonces Im(f) C K
es un subespacio no nulo, de forma que 1 < dimgIm(f) < dimg K = 1 lo que muestra que
dimg Im(f) = dimg K = 1 y luego que Im(f) = K (los unicos subespacios de K son K y {0} -
ejercicio). Entonces, por un resultado previo

n=dimg V = dimg Im(f) + dimg N(f) = dimg N(f) =n—1

y W = N(f) es hiperespacio.

Si W es hiperespacio, sea B’ = {wi,...,w,—1} una base de W (pues dimgW = n —1). En
particular, B’ C V es conjunto l.i. y lo podemos extender a una base, agregando un vector w,, € V:
asi, B = {wy,...,w,} es base de V. Sea B* = {fi,...,fn} C V* la base dual de B. Veamos

que W = N(f,): en efecto, si w € W entonces w es combinacién lineal de los elementos de B’ :

. 1 .
entonces existen ayq,...,a,_1 € K tales que w = Z?:l a; wj. En este caso, usando las relaciones

de dualidad entre B y B* (y notando que B’ estd formada por los primeros n — 1 vectores de B)
n—1 n—1 n—1
Fa(w) = fu(Q_aj wi) = aj falwj) =D aj 6, =0
j=1 j=1 j=1

pues d;, = 0, para 1 < j < n — 1. Entonces W C N(f,). Ademas, como f, # 0 entonces
n—1 = dimgW < dimN(f,) = n — 1, donde la ultima igualdad es por la primer parte de la
prueba. Entonces debe valer la igualdad de dimensiones dimg W = dim N(f,,) y como W C N(f,,)
vale la igualdad de espacios W = N(f,,). O

Definiciéon 10.13. Sea V un K-ev, dimgV =n y sea S C V subconjunto. Definimos el anulador
de S, notado S° C V*, como el conjunto dado por

S°={feV*: f(v)=0 paratodo wveS}.

Ejemplo 10.14. Sea V un K-ev, dimg V = n. Entonces

1. {0}° =V*;

2. V°={0} C V*.
Las identidades anteriores son una consecuencia de la Definicién 10.13 y se dejan como ejercicio./\
Proposicion 10.15. Sea V un K-ev, dimgV =n y sea S CV subconjunto.

1. 59 es un subespacios de V*.

2. 5151 C Sy CV entonces S§ C S{ C V*.

3. 8i S CV denota el subespacio generado por S entonces (S)° = S°.

Demostracion. Veamos el item 1: si 0 € V* entonces 0(v) = 0 para todo v € S (de hecho para todo
v € V) de forma que 0 € S°. Si f, g € S°y o € K entonces, por hipétesis: f(v) = g(v) = 0 para
todov € S. Asi, si v € S vale que

(a f+g)(v)=a flv)+g(v)=0+0=0

con lo que « f 4+ g € §°. Lo anterior muestra que S¢ es subespacio del dual V*.
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El item 2 es una consecuencia de la definicién de anulador: si S; C Sy y si f € S§ entonces f(v) =0
para v € Sy; en particular, f(v) =0 para v € S; C Sz que muestra que f € S7.

Como S C S entonces vemos que (S)° C S°, por el item 2. Sea f € S° y sea v € S: entonces
existen aq,...,ym € Ky vi,...,0, € S tales que v = Z;"Zl aj vj: entonces

m m m
f)=FQ a5 v) =D a; flu;) =) a; 0=0
j=1 j=1 j=1
donde usamos que f(v;) =0, puesv; € Sy f € §° 1 < j < m. Lo anterior muestra que si f € S°
entonces f € (S)°. Asi, S° C (59)° y vale la igualdad S° = (S)°. O
Teorema 10.16. Sea V un K-ev, dimg V =n y sea W C V subespacio. Entonces

dimg V = dimg W + dimg W°.

Demostracion. Si W = {0} 6 W =V entonces el resultado es una consecuencia del Ejemplo 10.14.
Asi, si dimg W = k suponemos que 1 < k <n—1. Sea B’ = {wy,...,w;} base de W. Como B’ C V
es conjunto Li., lo podemos extender a una base B = {wy,...,w,} de V. Sea B* = {f1,..., fn} la
base dual de la base B (de forma que B* es base de V*).

Sea k+1 < j <n : siconsideramos los vectores w; de la base B/, 1 <1i < k, se verifica
fi(wi) =6i; =0

donde usamos las relaciones de dualidad entre B y B*, el hecho de que los primeros k vectores de
B son los vectores de B’, de forma que: 1 < i <k, k+1 < j < n implica que i # j y 0;; = 0.
Entonces, por la Proposicién 10.15 (item 3),

fie(B)Y=(B) =W para k+1<j<n.

Entonces By = {fxt1,--., fn} C W°. Veamos que B, es una base de W°. Por un lado, By C V*
es conjunto l.i., pues es un subconjunto de la base B*. Por otro lado, si f € W° entonces, utilizando
la base B* de V* y la Proposicién 10.10 vemos que

F=Yfw) fj = f=) fw) f
j=1 Jj=k+1

pues f(wy) = ... = f(wg) =0, ya que wy,...,wr € Wy f e W° Asi, By C W? es un sistema
de generadores de W° que es L.i. De esta forma, B, es una base de W y ahora podemos calcular
dimg WP =n — k. Asi

dimg W +dimg W° =k+ (n— k) =n =dimg V.
L]

Corolario 10.17. Sea V un K-ev, dimgV =n. Sea W C V subespacio, dimg W =k <n—1. Si
{91,y gn_r} es base de W° entonces

n—=k
W= (\Mg)={veV : giv)=0, 1<j<n—k}.
j=1
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Demostracion. Sidimg W = k entonces, por el Teorema anterior existe una base By = {g1,...,9n—k}

de W°. Sea i

w' = ﬂN(gj):{UEV :gi(v)=0,1<j<n-—k}.
j=1
Recordemos que la interseccién de subespacios (en este caso, hiperespacios) es subespacio; entonces
W' es subespacio. Ademds, notemos que si w € W entonces g;j(w) = 0, pues gj € W°, 1 < j < n—Fk.
Entonces W C W, que implica que dimg W < dimg W'.

Por otro lado, {g1,...,9n—r} C W')°, por definiciéon de W' (verificar!). Como By = {g1,. .., Gn—k}

es base de W? entonces W° = B, C (W')° (aqui usamos el hecho de que (W')? es subespacio, y
las propiedades del subespacio generado por un conjunto: si {gi,...,gn—k} C (W’')° entonces el
subespacio generado por {g1,...,gn—k} esta incluido en (W')?). Luego dimyx W° < dimg (W')°.

Los hechos anteriores muestran que
n =dimg W + dimg W° < dimg W+ dimK(W/)O =n

de forma que
k=dimg W =dimg W , n—k=dimgW')°

Como W C W entonces vemos que YW = W'. O
Corolario 10.18. Sea V un K-ev, dimgV =n. Sea Wi, Wa CV subespacios. Entonces

Wi =Wy siysolosi W] =Ws.
Demostracion. Es claro que si Wi = Ws entonces WY = W3. Reciprocamente, si W = W3 notemos

que dimg W) = dimg Ws (donde usamos el Teorema 10.16 para la igualdad de dimensiones). Si
dimg Wi = dimg W = n entonces W; =V, j = 1,2 y vale el resultado. Si dimg Wy = dimg W =

E<n—1yA{g1,...,9n—k} €s base de W) = WS entonces, por el Corolario 10.17 concluimos que
n—k
Wi = (| N(g;) = Ws.
j=1
O

Obs 10.19. Sea K un cuerpo. Si consideramos un sistema de ecuaciones lineales homogéneo de
n variables y m ecuaciones en K, es decir un sistema modelado por AZ = 0,,, donde A € K™*" y
Z = (x1,...,2,), entonces sabemos bien que el espacio solucién de este sistema es un subespacio
de K™. La dimensién del espacio solucién es una cantidad que requiere cierto calculo, porque el
sistema puede tener ecuaciones redundantes 6 dependientes: el ejemplo més sencillo es pensar que
las m ecuaciones son en realidad una ecuacién repetida m veces: en estes caso, si la ecuacién es no
trivial (es decir, no idénticamente nula) el espacio solucién tendra dimensién n — 1. En general, el
espacio solucion tendra dimensién k, donde n — k es la cantidad de ecuaciones independientes del
sistema; recordemos que n — k coincide con la cantidad de filas no nulas de la matriz escalonada y
reducida por filas Ar € K™*™ que se obtiene de A por reduccién por filas. De hecho, como hemos
visto en Algebra I, se verifica

NA)={Ze K" : AZ=0,}={Z€ K" : AgZ=0,_r} = N(AR).
Una pregunta natural es la siguiente: si nos dan de antemano un subespacio W de K" de dimensién
dimg W = k, es posible describir ese subespacio como el espacio solucién de un sistema de ecua-

ciones lineales homogéneo de n — k ecuaciones (independientes) ? es decir, como el espacio solucién
del sistema B = 0,,_j, donde B € K(n—k)xn
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La respuesta es que siempre se puede describir a VW como espacio solucién, y de hecho es posi-
ble hacer esto mediante un cierto método: todos estos hechos estdn codificados en el (mds bien
abstracto) Corolario 10.17.

En efecto, sea B+ = {g1,...,9n—k} una base de W° C (K™)*. En este caso, el Corolario 10.17
prueba que

W={veK": g(v)=0, 1<i<n-—k}.
Recordemos ademds, que cada funcional f € (K™)* se puede describir como J; para cierto vector

b= (bj)7=1 (ver el Ejemplo 10.2) es decir, f3(y) = Z?Zl bj y;, para § = (y;) € K".

En particular, existen vectores b = (bit, - .-, bin) € K™ tales que g; = f; , 1 <i <n— k. Entonces,
dado # € K" se verifica: ¥ = (z;) € W si y solo si

Ozgi(a?):Zbija?j para 1<i<n-—k. (78)
j=1

De esta forma, si construimos la matriz B € K(™~%)*" tal que B = (bi;) con los coeficientes dados
por los vectores b; que representan los funcionales g;, para 1 < i < n — k, entonces la Eq. (78) es
equivalente a afirmar que Z es solucién del sistema B Z = 0,,_j. Estos hechos muestran que

W={FecK" : BF=0,_4}.

A

En el siguiente ejemplo consideramos un caso particular del problema propuesto en la Observacién
anterior.

Ejemplo 10.20. Consideremos el subespacio W C R* generado por {v1, v2}, donde v; = (1,1,0,0)
y va = (0,1,1,0).

Comenzamos calculando el anulador de W. Por el item 3 de la Proposicién 10.15, f € W¢ si y solo
si f € {v1, va}° es decir, f(v1) =0y f(v2) =0.
Por el Ejemplo 10.2, sabemos que todo funcional f € (R*)* se escribe como f = fz para algtin
T = (x]-)?zl € R Asi, f = fz € W° si y solo si

fav) =21 +22=0 y fz(ve) =22 +23=0.

Las condiciones anteriores pueden escribirse como un sistema de ecuaciones lineales homogéneo de

la forma AZ = 0 donde
. 1 1 00
“\0 11 0/)"

Notemos que las incégnitas de este sistema corresponden a las entradas del vector ¥ = (95]')?:1
que estd asociado al funcional fz € (R*)*. Si calculamos la matriz escalonada y reducida por filas
asociada a A (en este caso, lo podemos hacer en un paso, cambiando la F; de A por Iy — Fb)

llegamos a la matriz Ar, dada por
10 -1 0
Ar = (0 11 0> '

La forma de Apg indica que las variables x; y x2 son variables dependientes del sistema, mientras
que las variables z3 y x4 son libres. Si resolvemos el sistema reducido (siempre expresando las
variables dependientes en funcién de las variables libres) obtenemos que

r1=x3 , To=—x3 con x3 y x4 libres.
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Asi, los vectores solucién del sistema tienen la forma
¥ = (v3, —x3, x3, v4) = w3 (1, =1, 1, 0) + 24 (0,0,0,1) con z3, x4 € R.
Entonces f = fz € W? si y solo si existen x3, x4 € R tales que

J=12= fes(1,-1,1,0) 424 (0,0,0,1) = T3 f(1,-1,1,0) T T4 f(0,0,0,1) -
donde el tltimo miembro es una combinacién lineal de funcionales (ver la Observacién 10.8). Asi,
si
g1=fa,-1,1,00 Y 92= f0001)

los cdlculos anteriores muestran que {gi, g2} es un sistema de generadores de W°. M4s aun,
Bi = {g1, g2} es una base de W?° (este es un hecho general que se verifica usando la Observacion
10.8: Ejercicio).

Ahora podemos concluir que W? es el subespacio de (R*)* cuya base es By = {g1, go}. En
particular, dimg W° = 2.

Por ejemplo, ahora podemos concluir que dimg W = 2, por el Teorema 10.16. También podriamos
haber calculado la dimensén de W de forma més sencilla, notando que {vy, v2} es conjunto 1.i. !

Finalmente, notemos que por la Observacién 10.19 anterior, podemos escribir a YW como el espacio
de soluciones del sistema dado por ¢g1(7) = 0y ¢g2(%) = 0 (asociado a la base {g1, g2} de W?). Asi,
W es el espacio solucién del sistema

1— Y2+ ys

Verificar esta ultima afirmacion. AN

10.3 El doble dual
Comenzamos definiendo un nuevo espacio asociado a un espacio vectorial.

Definicion 10.21. Sea V un K-ev, dimg V = n. Definimos el doble dual de V, notado V**, dado
por V** = (V*)*. Formalmente, V** = L(V*, K) es el K-ev de las trasnformaciones lineales de V*
en K. ]

Con las notaciones de la Definicién anterior, V** es un K-ev, tal que
dimg V* =dimg V" =n.
Obs 10.22. Sea V un K-ev, dimg V =n. Si v € V podemos definir e, : V* — K, dada por
eo(f) = f(v) para feV*.

Atenti! en la definicién anterior la variable es f € V*. A modo de comentario notacional, a veces
se escribe L, para denotar a e, (son sinénimos).

Notemos que e, es la funcién evaluar en v. En este caso, e, € L(V*, K) = V**: en efecto, si f, g € V
y a € K entonces

eo(af+9) = (af+9)(v) =af(v)+9(v) =ae(f) +eu(9)

donde hemos usado la definicién de la suma de V* = L(V, K) de transformaciones lineales en la
evaluacién (segunda igualdad) y la definicién de e, (en la tercer igualdad).

Asi, dado v € V hemos definido e, € V**. En el siguiente resultado estudiamos las propiedades de
la funcién e(y : V — V™. JAN
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Teorema 10.23. Sea V un K-ev, dimg V = n. Entonces la funcion ey :V — V** es un isomor-
fismo entre V y V**.

Demostracién. Primero, veamos que e(.) es lineal: para eso, sean u,v € Vy o € K. Si f € V7,
entonces

eau-i-v(f) = f(au+v) = O‘f(u)"’_f(v) :aeu(f)+ev(f) = (a€u+ev)(f)

donde usamos la definicién de la evaluacién (en au 4+ v € V), la linealidad de f, y la definicién de
la evaluacién de ae, + e, € L(V*, K) en el vector f € V* (del dominio). Si miramos el primer y
ultimo miembro, vemos que e, y+4(f) = (e, + €,)(f) para todo f € V*. Esto indica la igualdad
(entre funciones)

Eautv = A€y F €y

que muestra que €. €s transformacién lineal.

Como dimg V = dimg V** = n, para probar que e,y es isomorfismo, basta ver que es monomorfismo.
Para verificar que e(.y es monomorfismo, basta ver que N(e(y) = {0}. Asi, sea v € V tal que
ey =0€ V™ = L(V* K). En este caso,

0=-e,(f) = f(v) paratodo feV*.

Sea B = {v1,...,v,} basede Vysea B* = {f1,..., fn} la base dual (base de V*). Por la Proposicién

10.10, sabemos que
n n n
v=> fiw)vi =Y e(fi)v;=> 0v;=0
j=1 j=1 j=1

de forma que v = 0 lo que implica que N(e(.y) = {0}. Por el argumento previo, vemos que €.y es
isomorfismo. O

Corolario 10.24. Sea V un K-ev, dimg V = n. Entonces
1. Siv, w €V son tales que f(v) = f(w) para todo f € V* entonces v = w.

2. Si p € V** entonces existe un unico v € V tal que e, = ¢ es decir, p(f) = f(v) para todo
fev.

Demostracion. El item 1 es consecuencia de la inyectividad de e(.y: en efecto, si v, w € V son
tales que f(v) = f(w) para todo f € V* entonces e, = e,, (verificar!). Pero como e,y es inyectiva,
concluimos que v = w.

El ftem 2 es consecuencia directa de la suryectividad de e(.) (ejercicio). O

Corolario 10.25. Sea V un K-ev, dimg V =n. Si B' ={f1,..., fa} es base de V* entonces existe
B ={v1,...,v,} base de V tal que su base dual es B* = B'.

Mas aiin, en este caso se tiene que (B')* = {ey,,..., ey, } CV** es la base dual de B’.

Demostracion. Si consideramos a V* como K-ev, entonces su espacio dual es (V*)* = V**, por
definicién. Asi, como B’ es base de V*, entonces podemos considerar su base dual (B')* =
{@1,...,0n} que es base de (V*)* = V**. En este caso, las relaciones de dualidad se escriben
como

@i(fi) =06; para 1<i,j<n.

Por el Corolario 10.24, para cada 1 < j < n existe un tnico v; € V tal que ¢; = e,,: notemos
que en este caso e(__)l =T :V" =V (la transformacién inversa de e.)) es un isomorfismo: ademds
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T'(p;) = vj (pues ey, = ;) para 1 < j < n. Asi, si definimos B = {v1,...,v,}, entonces B es una
base de V, porque se obtiene de transformar una base de V** mediante el isomorfismo T'!

Finalmente, notemos que si 1 < 4,5 < n entonces
fz’(”j) = evj(fi) = (Pj(fi) = dij

lo que muestra que {f1,...,fn} = B* es la base dual de B (ver el enunciado del Teorema 77).
Ademas, por construccién (B')* = {¢1,...,0on} = {evy, .-, €u, }. O

Definicion 10.26. Sea V un K-ev, dimgV = n. Si § C V es subconjunto, definimos el doble
anulador de S, notado S°°, dado por (5°)° C V**. O

Con la notacién de la definicién anterior, notemos que S° C V* por definicién. Para obtener el
doble anulador de S, calculamos el anulador de S° C V*, es decir (5°)° C V**. Notemos que por
construccion (5°)° C V** resulta siempre un subespacio.

Teorema 10.27. Sea V un K-ev, dimg V =n. 51 .S CV es subconjunto entonces

(S°)° ={ey, : vES}C V™.

Demostracién. Recordemos que S° = (5)%: asi, si v € Sy f € S° entonces e,(f) = f(v) = 0, pues
f€(9)°. Asi,
{e, : vES}HC(59°=5".

Sea k = dimg S: entonces dimg S° = dimK(§)0 =mn — k, por el Teorema 10.16. Asi, dimg S°° =
n — (n — k) = k, nuevamente por el Teorema 10.16.

Para concluir la prueba, notemos que
{e, : veS}cV™

es un subespacio de V** (ejercicio). M4s atin, si definimos T : S — {e, : v € S} dado por
T(v) = ey, v € S, entonces T es un isomorfimo entre Sy {e, : v € S}, ya que es la restriccién
de un isomorfismo a un subespacio de su dominio y a su imagen (ejercicio). Lo anterior muestra
que k = dimg S = dimg{e, : v € S}. Como ya hemos visto que {e, : v € S} C S y que
dimg S°° = k, concluimos que {e, : v € S} = §°. O

Obs 10.28. Sea V un K-ev, dimg V = n. Entonces hemos definido V* y V** que son K-ev tales
que dimg V = dimg V* = dimg V**.

Las igualdades de dimensiones anteriores muestran que los tres espacios son isomorfos: de hecho,
para construir un isomorfismo entre cualesquiera dos de estos espacios, basta tomar una base de
cada espacio y construir la tranformacién lineal que transforma el j-ésimo elemento de una de estas
bases en el j-ésimo elemento de la otra, para 1 < j < n. Entonces: porqué estudiar el isomorfismo
ey V — V* con tanto esmero??

Sucede que e() : V — V** es un isomorfismo especial. El cardcter especial de e(.) se puede apreciar
en el hecho de que lo hemos construido sin usar bases!! Por el contrario, hemos hecho uso de las
relaciones existentes entre los objetos para poder definirlo, sin hacer uso de bases ni coordenadas.
SiveVy feV* podemos calcular f(v), por la naturaleza de la relacién entre v y f. Es por esto
que e,y es llamado el isomorfismo canénico entre V y V**.

A
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10.4 Traspuesta de una transformacién lineal
Comenzamos definiendo el siguiente concepto nuevo.

Definicién 10.29. Sean V, W K-ev’s tales que dimgV = n, dimg W = m. Dada T € L(V, W)
definimos la traspuesta de T, notadada T : W* — V*, definida como sique: si g € W* entonces

T'(g) € V* dado T'(9)(v)=g(Tv)E K, para veEV.
O

Obs 10.30. Consideremos la notacién de la definicién anterior: verifiquemos que T%(g) : V — K
es de hecho lineal (es decir, que T%(g) € V*, como afirmamos previamente): para ello, si u, v € V' y
a € K entonces

T'g)(eu+v) = g(T(acu+v)) = glaT(u) + T(v)) = ag(T(u) + g(T(v)) = aT'(g)(u) + T*(g)(v) .

Otra forma (més sencilla) de verificar que T%(g) es lineal es notar que T?(g) = go T es la com-
posicién de transformaciones lineales (recordemos que hemos probado que la composicién de trans-
formaciones lineales es transformacién lineal en general). De esta forma, T? : W* — V* estd bien
definida como funcién. VAN

Proposicién 10.31. Sean V, W K-ev’s tales que dimg V =n, dimg W = m. Dada T € L(V, W)
entonces T € L(W*,V*) es transformacion lineal.

Demostracion. Verificamos que T es lineal; para ello, sean g1, go € W* y o € K: entonces, siv € V

T'ag +g2)W) = (ag +g2)(Tv) = agi(Tv) + g2(Tw)

= aT"(g1)(v) + T"(g2)(v) = (aT"(g1) +T"(92))(v).
Como v € V es arbitrario, entonces concluimos la igualdad entre funciones
T'agi+g2) = aT (1) + T (g2) ,

que muestra que T es lineal.

Otra forma (més directa) de mostrar que T es lineal es notar que
Tagi+g2) =(agitg)oT=agol+goT=aT(g)+T(g)
donde la segunda identidad (entre composiciones) ha sido probada en notas anteriores. O

Teorema 10.32. Sean V, W K-ev’s tales que dimg V = n, dimg W = m. Dada T € L(V, W)
entonces

1. N(T") = (Im(T))°.
2. rg(T") = rg(T).
3. Im(T*) = (N(T))°.
Demostracion. Para verificar el item 1, notemos que dado g € W* entonces

geN(TY) & Tl g)=0€V" & goT=0¢cV*
< ¢g(Tv)=0 paratodo veV & ge (Im(T7))°.
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Las equivalencias anteriores muestran la igualdad de conjuntos en 1.

Para verificar el item 2, definamos r = rg(7T") = dimg Im(T"). Como Im(7’) es un subespacio de W,
el Teorema 10.16 muestra que

dimg (Im(7"))° = m — dimg Im(T) =m —r.
Por el item 1 que probamos antes, vemos que
dimg N(T*) = dimg (Im(T))° =m — r.
Ademds, como T € L(W*,V*) es transformacién lineal, sabemos que
m = dimg W* = dimg Im(T") + dimg N(T")

= 1g(T") = dimg Im(T") = m — dimg N(T") =m — (m —r) =r = 1g(T) .
Asi, vemos que rg(T") = rg(T) y vale el {tem 2.

Para verificar el {ftem 3, primero verificamos que Im (7%) C(N(T))°. En efecto, si f € Im (7%),
entonces existe g € W* tal que f = T%(g): asi, si v €N(T') entonces

fv) =T"(g)(v) = g(Tv) = g(0) =0

lo que muestra que f(v) = 0, para v €N(T). Asi, si f € Im (T") entonces f € (N(T))° y vale
nuestra afirmacién Im (T%) C(N(T))°.

Finalmente, notemos que como N(T') C V entonces, por el Teorema 10.16
dimg (N(T))° = n — dimg N(T) = dimg Im(T) = rg(T) = rg(T") = dimg Im(T7).

Asi, se tiene la igualdad de dimensiones dimg (N(7'))° = dimg Im(T"), que junto con la inclusién
Im (T*%) C(N(T))° muestran que Im (T*) =(N(T))°. O

El siguiente resultado justifica el nombre que le hemos dado a la transformacién 7.

Teorema 10.33. Sean V, W K-ev’s tales que dimgV = n, dimg W = m. Sean By y By
bases de V y W respectivamente. Consideramos también las bases duales BY, y By, de V* y W*,
respectivamente. Dada T € L(V, W) entonces

[TBs,.8;, = ([T)By,By)" € K™,

donde la expresion ([T)p,,,B,)" denota tomar traspuesta de la matriz [T)p,, B, € K™ ™.

Demostracion. Sean
BV = {Ul,...,vn} y BW = {wl,...,wm}

By ={fi,....fa} , By={g1,--.,9m}-

Ademsds, sean
[TBy.By = (aij) € K™y [T']ps 5y, = (bij) € K™™

Por construccién de las matrices de transformaciones lineales, sabemos que

m

TUJ:ZGU w; para 1<j7<n (79)
i=1
n

Ttg; = Zbij fi para 1<j<m, (80)
i=1
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que corresponde a afirmar que la j-ésima columna de la matriz A ( respectivamente B ) es el vector
de coordenadas [T'vj]p,, ( respectivamente [T"g;] By )-

Por la Proposicién 10.10 (aplicada a las bases Byy y By,), la Eq. (79) y la unicidad de las coorde-
nadas con respecto a una base, concluimos que

aij = g;(Tv;) =T"(g;)(v;) para 1<i<m,1<j<n.

De forma andloga, la Proposicién 10.10 (aplicada a las bases By y By;), la Eq. (80) y la unicidad
de las coordenadas con respecto a una base muestran que

bij =T"(gj)(vi) para 1<i<n,1<j<m.

Las expresiones anteriores para a;; y b;; nos permiten ver que (si intercambiamos los roles de i y j
para a;;)
aji =T"(gj)(vi) =bjj para 1<i<n,1<j<m.

Estas identidades verifican el enunciado

([T)By.Bv)i; = (T)Byy.By)ji = aji = bij = ([T']Bs.Bs )ij para 1<i<n,1<j<m.

Ejemplo 10.34. Consideramos V = R?, W = R? como R-ev, y sea T € L(R? R3) dada por
T(z,y) = (x+y,y—a,—2x+y) para (z,y) €R?,

Sea B; = {e1, e} la base canénica de R? y sea By = {h1, ha, h3} la base canénica de R? (usamos
la letra h en vez de e para los elementos de la base canénica de R? para no confundir con la base
canénica de R?).

En este caso, podemos calcular la matriz

1 1
[T)gyB, = | -1 1] € R,
-2 1

Consideremos ahora las bases duales B} = {m, m} y B> = {p1, p2, p3} que corresponden a los
funcionales que son proyecciones sobre las correspondientes coordenadas (ver Ejemplo 10.7):
mi(z1, x2) =xi , pj(y1,y2,y3) =y; para 1<i<2,1<;5<3.

El Teorema anterior prueba que en este caso

1 -1 -2
t 2x3
[T]B1732_<1 1 1>€R .

Asi, si g € (R®)* entonces, por la Proposicién 10.10,

g =g(h1) p1+g(h2) p2+ g(hs) ps = [gl; = (9(h1),g(h2),g(h3)) € R?.

Entonces
L g(h1) g(h1) — g(h2) —2g(hs3)
[T'g)p: = G 11 12> g(ha) | =
g(hs3) g(h1) + g(h2) + g(h3)

Entonces, ahora podemos ver que
T'g = (g(h1) — g(h2) — 2g(h3)) m1 + (g(h1) + g(h2) + g(h3)) 72 para g€ (R®)",

que es una descripcién explicita de la transformacién T%. A
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11 Espacios con producto interno

En lo que sigue vamos a considerar espacios vectoriales V sobre el cuerpo K, donde K sera o bien
R 6 bien C.

Obs 11.1. Consideremos R"™ como R-ev. Este espacio tiene una geometria natural: podemos
considerar vectores ortogonales; podemos definir la distancia entre vectores de forma que esta
distancia satisface el Teorema de Pitdgoras (que tiene que ver con tridngulos cuyos catetos son
vectores ortogonales!). También podemos definir el dngulo entre direcciones, etc. Todas estas
nociones geométricas se pueden desarrollar en funcién del llamado producto escalar : recordemos
que si & = (z1,...,2Zn) € ¥ = (y1,...,yn) son vectores de R™ entonces el producto escalar de Z y ¥,
notado ¥ - ¥ € R esta dado por
n
Tg=) vy
j=1

En algunos casos, es conveniente deformar la geometria usual de R"™ y considerar la geometria
asociada a un producto escalar deformado, que viene dado por

donde @ = (ay,...,a,) € R" tiene todas sus entradas estrictamente positivas. Esta nueva geometria
derivada del producto interno (, )z ya no es intuitiva (como lo es la geometria natural de R™). Sin
embargo, podemos considerar los conceptos de ortogonalidad, distancia, y hasta definir dngulos,
basados en este nuevo producto escarlar (deformado).

En lo que sigue, vamos a dar una definicién general de producto interno (que tiene como casos
particulares tanto al producto escalar natural como al producto escalar deformado de mas arriba)
en K-ev’s V (donde K =R 6 K = C) y desarrollaremos las distintas nociones geométricas asociadas
a este producto interno. A

11.1 Espacios con producto interno

Comenzamos con la nocién fundamental de producto interno.

Definicién 11.2. Sea V un K-ev (K =R ¢ K = C). Un producto interno en V es una funcion
(-, ) : VxV — K que verifica: para todos u, v, w €V, a € K,

1. (au+v,w) =au, w) + (v, w)
2. (u, w) = (w, u) (conjugacion compleja)
3

. (v, v) >0, siempre que v # 0.

Obs 11.3. Con las notaciones de la definicion anterior:

— —

a. Usando 1.: (0, w) = (0+0, w) = (0, w) + (0, w) lo que implica que (0, w) = 0.

—,

b. Usando 2.: (w, 0)

-,

c. En particular, (6, 0y =0.
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d. Usando 1. y 2. (dos veces)

(w, au+v) =(au+v,w) =au, w) + v, w)y =au, w)+ (v, w) =a(w, u) + (w, v)
En resumen (w, au+v) =a(w, u) + (w, v).

En particular, notemos que los escalares que actian en los vectores en la segunda coordenada
del producto interno salen conjugados del producto interno (ojo con esta cuestién!), es decir
(w, av) =a(w, v).

Recordemos que si z = a+ib € C, con a, b € R (aqui 2 = —1 es la unidad imaginaria)
entonces: a = Re(z) € R es llamada la parte real de z y b = Im(z) € R es llamada la parte
tmaginaria de z; ademas Z = a — ¢ b es el conjugado de z. Recordemos que la conjugacién
de niimeros complejos satisface: siz, 2 € C: 1+ 2 =2+ 2, T2 = T2, a’ + b> = |z|?
Finalmente, notemos que z € R C C si y solo si Im(z) = 0 6 equivalentemente si z = z.

= ZZ.

JAN
Ejemplos 11.4. Consideramos los siguientes ejemplos de producto interno:

1. En V= K" (K =R é K =C) definimos: dados & = (z;), ¥ = (y;),
(&, 5) =) ek
j=1

que es el llamado producto escalar usual de K™. Verificar que esta funcién satisface las
propiedades de un producto interno (ejercicio).

2. En V = R? como R-ev, definimos: dados & = (z1,22) ¥y ¥ = (y1,y2),
(@, §) =211 — 2201 — 21y2 + 42292 .

Entonces (, ) es un producto interno. Verificamos el item 3 de la Definicién 11.2 (las
propiedades de los items 1 y 2 son ejercicio para el lector): si & = (z1,2z2) # (0,0) entonces

(T, %) =23 —2x1 10 + 423 = (z1 — 20)2 + 323 > 0
(pues, si zo # 0 entonces (x1 — x2)% + 323 > 23 > 0; de otra forma, z2 = 0y 21 # 0 lo que
muestra que (71 — z2)? + 373 = 27 > 0).
3. En V = K™*" definimos: dada A = (a;i) y B = (bjx)
m n
(A, B)=> > Ay Bj.

j=1 k=1

Verificar que esta funcién satisface las propiedades de un producto interno (ejercicio).
A

Obs 11.5. Consideremos el siguiente NO ejemplo. En V = R? como R-ev: dados Z = (z1,72) ¥y
7 = (y1,y2) definimos

(@, ) =191 — 2291 —T1Y2 + T2 Y2
Entonces (, ) NO es un producto interno.
Esta funcién verifica las propiedades 1 y 2 de la definicién (ejercicio). Sin embargo no verifica la
propiedad 3: si & = (z1, z2) entonces

(Z, %) = 2] — 221 29 + 23 = (21 — 22)°
Asi, el vector & = (1,1) # 0 es tal que ((1,1), (1,1)) = 0, que contradice la propiedad 3 de la
definicion. JAN
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Definicién 11.6. Un espacio producto interno (abreviado EPI) es un par (V, (, )) formado por un
K-ev (donde K =R 6 K = C) V de dimensidn finita y un producto interno (, ) :V xV — K en
V. O

FEn lo que sigue vamos a estudiar varios aspectos de un EPI. Comenzamos definiendo la nocién de
forma cuadratica asociada.

Definicién 11.7. Sea (V, (, )) un EPI. La forma cuadrdtica asociada a (, ) es la funcion Q : V —
[0,00) dada por Q(v) = (v, v), para v € V.

Proposicién 11.8. Sea (V, (,)) un EPI y sea Q(-) : V — [0,00) la forma cuadrdtica asociada.
Entonces, siu,veV yae K:

1. Q(aw) = |af® Q(v);
2. Re((u, v)) = 1 (Q(u+v) — Q(u—v)) (donde Re(B) denota la parte real de 3 € C).

3. St K = C se tiene la identidad de polarizacion:
(1, v) = 1(QUu+v) ~ Qu—0) 41 (Qu+iv) ~ Qu— ) = 1 S Qu+*v) (81)

donde i = —1.

Demostracion. La prueba del item 1 es ejercicio.

Para verificar el item 2, calculamos Q(u+v) usando la definicién de @ y las propiedades del producto
interno (incluyendo los hechos en la Observacién 11.3):

Qu+v) = (u+v,u+v)=(u,u+v)+ v, ut+wv)
= (<u,u>+(u,v>)+(<v,u)+<v,v>)

Q(u) + (u, v) + (u, v) + Q(v) = Qu) +2 Re((u, v)) + Q(v) .

donde hemos usado que si § = a+ib € C entonces + 3 = 2a = 2Re(3). En resumen, hemos
probado que

Q(u+v) = Q(u) +2 Re((u, v)) + Q(v) . (82)
Si reemplazamos v por —v en la identidad anterior, y notamos que Re({u, —v)) = Re(— (u, v)) =
—Re({u, v)) y que Q(—v) = | — 1]?°Q(v) = Q(v), entonces obtenemos la identidad:

Qu—v) = Qu) =2 Re((u, v)) + Q(v) . (83)

Para confirmar la identidad anterior el lector puede hacer un desarrollo similar al hecho més arriba,
pero ahora para la expresién Q(u — v) - usando las propiedades del producto interno (ejercicio). Si
restamos las identidades de las Eqgs. (82) y (83) miembro a miembro obtenemos

Qu+v) = Qu—wv) =4 Re((u, v)).

La identidad anterior es esencialmente la identidad del item 2. Notemos que si K = R entonces la
identidad anterior muestra que (u, v) = Re({u, v)) = 3(Q(u+ v) — Q(u — v)), que prueba que el
producto interno queda codificado por la forma cuadratica Q.

Para verificar el item 3, aplicamos la identidad del item 2, reemplazando v por iv (notemos que
estamos asumiendo que K = C y podemos actuar con la unidad imaginaria i € C). En este caso,
por el item 2, usando que Q(iv) = |i|> Q(v) = Q(v),

Qu+iv) = Q(u)+2Re((u, iv)) + Q(v)
= Q(u)+2 Re(—i{u, v)) +Q(v)
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Notemos que si 3 = a+ib entonces —i 8 = —ia —i>b = —ia+ b, de forma que Re(—i 3) = Im(f).
Si aplicamos esta observacion en la identidad anterior, vemos que

Qu+iv) = Qu) + 2 Im((u, v))) + Q(v). (84)

Si ahora reemplazamos a v por —v en la identidad anterior y notamos que: v —iv =u+i(—v) y
Im({(u, —v)) =Im(— (u, v)) = —Im({u, v)) entonces

Qu—iv) =Qu) =2 Im((u, v))) + Q(v).- (85)

El lector puede confirmar las identidades anteriores, desarrollando la expresion Q(u+iv), Q(u—iv)y
aplicando las propiedades del producto interno (en este caso, hay que ser cuidadoso con la aparicién
de conjugaciones de complejos).

Si restamos las identidades de las Egs. (84) y (85) miembro a miembro obtenemos

Qu+iv)—Q(u—iv)=4Im({u, v)) = Im((u, v)) = E(Q(u—i—iv) —Q(u—1iv)).
Asi,
(i, v) = Re({u, )+ Tm({u, v)) = 3(Qu+v) — Qlu—v) 41 (Qu+iv) ~ Qu—iv))).
Finalmente, la identidad
3
i(Q(u—&-v) —Qu—v) +i (Qu+iv) — Qu—iv))) = iZz”’@(u%—ikv)
k=0

se verifica expandiendo la sumatoria y comparando los términos de ambos miembros (ejercicio).
Notemos que la identidad de polarizacién muestra que el producto interno estd codificado en su
forma cuadrética (en el sentido que podemos recuperar el producto interno a través de la forma
cuadratica) también en el caso complejo. O

Corolario 11.9. Sea (V, (,)) un EPI y sea Q(-) : V — [0,00) la forma cuadrdtica asociada. Dados
u, v € V, se verifica la identidad del paralelogramo:

Qu+v) +Qu—v) =2(Qu) +Q(v)).

Demostracion. La identidad es una consecuencia de las Egs. (82) y (83). O

En lo que sigue vamos a considerar la nocién de longitud de un vector inducida por un producto
interno.

Definicién 11.10. Sea (V, (,)) un EPI. Definimos la funcion || - || : V — [0,00) dada por
lv]| = (v, U>)1/2 = Q(U)1/2 >0 para veEV.

En este caso, ||v| es llamada la norma del vector v € V (inducida por el producto interno). O

Con las notaciones de la definiciéon anterior, notemos que la norma esté bien definida, en el sentido
que Q(v) = (v, v) > 0 para v € V; en este caso, podemos hallar la tnica raiz cuadrada no negativa

de Q(v).
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Obs 11.11. Sea (V, (,)) un EPI y sea @ la forma cuadrética asociada al producto interno. En-
tonces, por la Definicién 11.10, Q(v) = |[v||?, para v € V. Asi, podemos re-escribir algunas de las
identidades que hemos deducido para @ en términos de la norma. Por ejemplo: la identidad en la
Eq. (82) puede escribirse como

lu+]? = [[ul® +2 Re({u, v)) + [[vo]|*. (86)
De forma similar, la identidad en la Eq. (83) puede escribirse como

lu—vl? = [|ull® — 2 Re({u, v)) +[|v]|*. (87)
La identidad de polarizacién en la Eq. (81) puede escribirse como

3

1 . .
(u,v) = 1 sz |u+ %o (88)

k=0

Finalmente, notemos que la identidad del paralelogramo puede escribirse como

lu+l* + lu = ol* = 2 (Ju]® + [lv]*)

Teorema 11.12. Sea (V, (,)) un EPI Dados u, v €V y o € K se verifica
N

~

- Nawll = laf o]l ;

N2. ||lv]| > 0 siempre que v #0 (||0|| =0 ) ;

N3 lu+ vl < Jlull + [Jof] ;

C-8. [(u, v) | < lull ]

Demostracion. Los items 1 y 2 son consecuencias directas de las propiedades del producto interno

y de la funcién raiz cuadrada y quedan como ejercicio.

Veamos el cuarto item, conocido como la desigualdad de Cauchy-Schwarz (que hemos abreviado
C-S). Si u = 0 entonces (u, v) = (0, v) = 0, de forma que la desigualdad vale.

Si u # 0 entonces definimos
(v, u)
2

u ey

w=7v—

-,

(notemos que ||ul|? # 0 pues u # 0). Entonces, usando la Eq. (87)

(v, u)
lul?

(v, u)
" lul?

()
ul?

2

0 < (w,w)=]w|*= v ul* = [v]* =2 Re((v

w) + ||

uf

(v, u)

(v, w)
Pl

= ol =2 Re( w4
Tl TP
s W WP s )
p— —2 P— J— e
Il e o T T

donde hemos utilizado las propiedades del producto interno y de la norma. Asi, hemos probado

que
(v, u)]?

0< ||UH2_ ||UH2

= (v, w)* < [lul® lv]*.
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Como la funcién raiz cuadrada es una funcién creciente en [0, c0), entonces tomando raiz cuadrada
a ambos miembros se preserva la desigualdad:

(v, W) < Jlul® [[o]* = [{v, w)] < Jul[|v] -

Para probar el {tem 3, que es llamada la desigualdad triangular para la norma, comenzamos uti-
lizando la identidad en la Eq. (86):

lutol® = ful® +2 Re({u, v) + o]
lull? +2 [{w, v)] + fJo]|?

<
< uw||” 2 vl |lv]] +|lv]]T = (ul +v))° -
< 2,9 2 2

donde hemos usado que si @ = a +ib € C entonces Re(a) = a < (a® 4+ b*)'/2 = |a|, con o = (u, v)
para la primer desigualdad y la desigualdad de Cauchy-Schwarz (probada més arriba) para la
segunda desigualdad. Asf,

0 < fut ol < (Jull +[vl)?* = llu+vll < [full + o]l

11.2 Ortogonalidad en espacios con producto interno

Comenzamos con la nocién fundamental de ortogonalidad (6 perpendicularidad) en un espacio con
producto interno.

Definicién 11.13. Sea (V,(, )) un EPI. Seanu,v €V y S = {vi,...,vp} C V. Decimos que:
1. u y v son ortogonales, notado u L v, si (u, v) =0.
2. S es sistema ortogonal si (vy, v;) =0, para 1 < h #j <k.

3. S es sistema ortonormal si S es sistema ortogonal tal que ||vj|| =1, para 1 < j < k.

Obs 11.14. Sea (V,(, )) un EPI. Entonces
1. Siu eV entonces u L 0 (pues (u, 0) = 0).

2. SiveVestal que v L u para todo u € V entonces v = 0: en efecto, si elegimos u = v
entonces 0 = (v, v) lo que implica que v = 0.

A
Ejemplos 11.15. Sea K =R 6 K = C. Entonces

1. La base canénica B = {eq, ..., e,} es un sistema ortonormal con respecto al producto interno
usual de K". En este caso, como B es base, decimos que B es una base ortonormal de K.

2. Sea V = F™*™ y consideremos el producto interno de los Ejemplos 11.4. Sil1 <p <my
1 < ¢ < n entonces sea E®9) ¢ gmxn t4] que E}(f,’fq) = 0ph Ogk Para 1 <h<myl1l<k<n.
Entonces B = {E(p’Q) :1<p<m,1<qg<n}esunsistema ortonormal. Como B también
es base de K™*™ decimos que B es base ortonormal de K™*™.

A
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Teorema 11.16. Sea (V,(,)) un EPI, dimgV =n. Si S = {v1,...,v;} es un sistema ortogonal
formado por vectores no nulos entonces S es l.i. En particular, k < n.

Demostracion. Sean aq, ..., qap € K tales que Z§:1 o v = 0. Si 1 < h < k entonces
k k
0=(0,vp) = <Z%‘ Vj, Vp) = Zaj (vj, vp) = ap (vn, vp)
j=1 J=1

donde hemos usado que (v;, vy) =0si1 < j#h < k. Enresumen 0 = oy, (vp,, vp). Como vy, # 0
entonces (vp, , vp) > 0, lo que muestra que o, = 0. Como 1 < h < k era arbitrario, hemos probado
que ap, =0 paral <h<kySesli O

Teorema 11.17. Sea (V,(,)) un EPI y sea {uy,...,un} C V conjunto Li. Entonces existe un
sistema ortogonal formado por vectores no nulos {w1, ..., wy} CV tales que: sil < j < m entonces
los subespacios

{ul,...,uj} = {wl,...,wj}.

Demostracion. Vamos a construir los vectores wi, ..., w,, recursivamente, de la siguiente forma:
definimos w; =: u;. Notemos que w; # 0y {w;} es sistema ortogonal tal que {u;} = {w;}.

Supongamos que para un cierto 1 < j <m — 1, hemos definidos wy, ..., w;, tales que

1. {w1,...,w;} es sistema ortogonal de vectores no nulos;

2. {ul,.. . ,’U,j} = {wl,...,wj}.
Entonces definimos

o T (uji1, wp)
Wj1 = Uj+1 — Z W W, -
h=1 h

Notemos que este procedimiento estd bien planteado: de hecho, como wy, # 0 entonces [Jw[* >0
y podemos dividir por este escalar, para 1 < h < j.

Veamos que w;41 # 0: en efecto, si wj;1 = 0 entonces

J
Uj+1 5, Wh
uj—‘rl:ZW whe{wl,...,wj}:{ul,...,uj},
h=1

donde la pertenencia es por definicién de subespacio generado, y hemos usado la igualdad de

subespacios de nuestra hipétesis (item 2.). Asi, existen aq,...,a; € K tales que
J J
Ujt1 = E op Uy — E op uh—uj+1:0
h=1 h=1
que contradice la hipétesis de que {u1, ..., u,} son Li. del enunciado (dado que hemos encontrado
escalares a1, ..., a;, —1 no todos nulos, pues el escalar que acompana a u;y1 es —1 # 0, tales que

la combinacién lineal correspondiente es nula). Esta contradiccién surje de suponer que w1 = 0:
asi vemos que wj41 # 0.

Veamos que {wr,..., w41} es sistema ortogonal: en este caso, usando el item 1, basta ver que
(Wjt1, we) =0, para 1 < ¢ < j (porque los wy,’s para 1 < h < j, ya son ortogonales entre si, por el
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item 1). Entonces, calculamos

; j
Uiyl , W Uit], Wh
(wjrr, we) = (wjpr =) LSRR we) = (ujir, we) = (Y (et n) we)

= (ujr1, we) — (Ujy1, we) =

donde hemos usado las propiedades del producto interno, que (wy, , wy) = 0 siempre que 1 < h #

(< j,y que |[we|®> = (wg, wp). Lo anterior muestra que {w1,...,wj;11} es un sistema ortogonal
formado por vectores no nulos. En particular, el Teorema 11.16, concluimos que {w1, ..., wj41} es
Li.
Finalmente, veamos que
{ur, .. uj} ={w, ... wja}
En efecto: por definicion
wjt1 € {wi, ..., wj, wjpr} = {ur,..., uj, U}

donde en la igualdad anterior hemos usado la hipétesis del item 2 (verificar). Entonces, por el item
2,

Wiy . oy Wy, Wig1 C {ul, sy Uy uj—i—l} - {wl, S, Wy ’LUj+1} - {ul, ceey Ugy uj+1} .
Finalmente, como hemos probado que {ws,...,wjt1} es Li. (y {w1,...,uj41} es Li. por hipétesis)
vemos que

dim g {wl, S, Wy, ij} = dimg {ul, cey Ug, Uj+1} =j5+4+1
implica que {w1, ..., wj, wiy1} = {ui,..., uj, ujq1}.
Finalmente, notamos que w1, ...,w;4+1 cumplen con los andlogos de los items 1 y 2 de mds arriba,
de forma que si j +1 < m podemos repetir el proceso: en particular, construimos w;y2 de forma
que wi, ..., w; 42 también cumplen con los andlogos de los items 1 y 2 de mds arriba. Continuando
este proceso completamos la construccién de los vectores wi, ..., w,, que verifican el teorema. [

Obs 11.18. Consideremos la notacién del teorema anterior. Notemos que la prueba de este re-
sultado indica un procedimiento para construir los vectores wi, ..., wy,: en efecto, hemos definido
w1 = u1; en este caso construimos

(ug, w1) (ug, wa)
w3 =uz — (5 W1+ o Wa)
[[ws || [[ws]|?
En general: si asumimos que hemos construido wy, ..., w; entonces podemos construir

J
_ <uj+1 ’ U)h)
Wi = tjpn — Y I

2
w
2w
Debe quedar claro que es posible continuar con este proceso, construyendo wy, . . . , wy,, que verifican
las condiciones del Teorema 11.17.
Este proceso es conocido como el método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt. JAN
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Ejemplo 11.19. Consideremos R? con el producto interno usual, y sea B = {u1, uz, us} la base

formada por
ur =(3,0,4) , ug = (-1,0,7) , uz =(2,9,11).

Aplicamos el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt: Definimos wy; = u; = (3,0, 4);

<UQ,QU1> 25
=y — ~ 22 =1 =(-1,0,7)— — (3,0,4) = (—4,0,3
w2 (%) ||w1||2 w1 ( s Yy ) 25 (7 ) ) ( s Uy )
y finalmente,
(u3, wr) (uz , wa)
wy = u3z— ( wi w3)
[Jwn |2 [[wa |
50 25
= (2,9,11) — (— 4 — (-4 = .
(2,9,11) = (5 (3,0,4) + 3 (~4,0,3) ) = (0,9,0)

Asi
w1 = (370>4) , W2 = (_47073) , W3 = (0,9,0)

y {w1, wa, w3} es el sistema ortogonal (formado por vectores no nulos: es decir (w;, wy) = 0 si
1 < j # k < 3: verificar, ejercicio) obtenido de {u1, u2, uz} por el método de ortogonalizacién de
Gram-Schmidt. En particular

{ui,...,u;} ={wr,...,w;} con j=1,23.
A

Obs 11.20. Sea V un K-ev, sean vi,...,Uy, € V y sean ai,...,q, € K escalares no nulos.
Entonces, se puede verificar que

{v1,...,om} ={a1v1,...,mvm}.

Ejercicio (sugerencia: usar las propiedades de subespacio generado por un conjunto de vectores y
el hecho de que a; # 0 para 1 < j < m). AN

Teorema 11.21. Sea (V,(,)) un EPI, dimgV = n, y sea W C V un subespacio tal que 1 <
dimg W = k. Entonces existe un base ortonormal de V (es decir, una base que es un conjunto
ortonormal) B = {v1,...,vn} tal que W = {v1,...,vx}.

Demostracion. Sea {uq,...,u;} una base de W; en este caso, podemos econtrar vectores ugy1, . .., U, €
V tales que {uy,...,u,} es base de V. Sea {wy,...,w,} el sistema ortogonal de vectores no nulos que
resulta de aplicar el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a {uq,...,u,}. En particular,

W= {uy,...,ux} ={wy,...,wg}.

Finalmente, definimos v; = HTlu w; para 1 < j < n. Entonces {vy,...,v,} es un sistema ortonor-
J
mal: en efecto, usando las propiedades del producto interno:

1

Vp, V) = ——————(Wp,, W) = Opy
(On s V) = g (1 8!

pues (wy, wg) = 0, si h # £y (wp, wp) = |[wy]|>. En particular, usando la Observacién 11.20,
ahora vemos que

W:{wl,...,wk}:{vl,...,vk}.

Finalmente, notemos que B = {v1,...,v,} es conjunto Li. por el Teorema 11.16, y B tiene n =
dimpg V elementos, de forma que es una base de V. O
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Corolario 11.22. Sea (V,(,)) un EPI, dimgV = n. Entonces existe una base ortonormal
{vi,..., vn} de V.

Demostracion. Consideramos el caso W =V del teorema anterior. O

Obs 11.23. Sea (V,(,)) un EPI, dimg V = n. Aparte de la nocién algebraica de dimensién (es
decir, la nocién de dimensién que hemos considerado en el curso), podemos considerar la nocién
geométrica de dimensién en V. En este caso, la dimension geométrica corresponde a la maxima
cantidad de direcciones mutuamente ortogonales que podemos encontrar en V), es decir, la cantidad
méxima de elementos que tiene un sistema ortonormal (en el sentido de la Definicién 11.13).

Por un lado, como todo sistema ortonormal es un sistema ortogonal de vectores no nulos, entonces
el Teorema 11.16 indica que la dimensiéon geométrica es menor ¢ igual que la dimension algebraica.
Por otro lado, el Corolario 11.22 muestra que en realidad estas nociones de dimensién coinciden. A

Los siguientes resultados muestran algunas de las ventajas que tienen las bases ortogonales (y més
aun las bases ortonormales) para el cédlculo de coordenadas y de normas de vectores.

Proposicién 11.24. Sea (V, (, )) un EPI, dimg V =n. Sea B = {v1,...,v,} una base ortogonal
deV. Siu €V entonces

n

n 2
=S e v i =
HU H v

j=1 j=1

Demostracion. Para verificar la primer identidad, notemos primero que deben existir aq, ..., a, € K
tales que u = Z?Zl a; vj, pues B es base de V. Si 1 < h < n entonces

(w, on) = O aj v, on) = ay (v, vn) = an (vn, va) = an [[oa]]?

j=1

lo que implica que ap, = w Si reemplazamos a «j, por <‘1‘Lv’}:‘)"§> en la representaciéon lineal de u

con respecto a B obtenemos la primer identidad.

Para verificar la segunda identidad, utilizamos la representacion anterior de u y las propiedades del
producto interno para calcular:

ull2 = (u. w & <'Ua,'Uj>,U. - <U7Uh>v _ = <u7vj> - <u7vh> v
Il = o2 = Qe 2 gl T 2 gl 2 Tl 2

j=1

Sjn llvsl?

n n
_ <uavj>74_ |<u,’Uj>|2
=D vy =3 S
= vl = ol
donde hemos usado que los escalares que actiian en los vectores de las segundas coordenadas en el

producto interno salen conjugados, y que (vj, v,) = &;p, ||vj||* para 1 < j, k < n. O

Corolario 11.25. Sea (V

, (,)) un EPI, dimg V = n. Sea B = {v1,...,v,} una base ortonormal
de V (de forma que |vj|| =1, 1

<j<mn). Siu€V entonces

n

n
u= (u,v)v; oy ful? = [u, o)
j=1

j=1
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Obs 11.26. Sea (V, (, )) un EPI, dimg V = n. Entonces la norma || - || inducida por el producto
interno satisface las propiedades N1, N2, N3 y C' — S del Teorema 11.12. En particular, estas
propiedades garantizan que si definimos la distancia entre los vectores u y v, notada d(u,v), dada
por

d(u,v) = ||lu—wv| para wu,veV

entonces la distancia satisface las propiedades
D1. d(u,v) > 0 para u, v € V; d(u,v) =0 si y solo si u = v.
D2. d(u,v) = d(v,u) para u, v € V.
D3. d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) para u, v, w € V.

La propiedad D1. es de no degeneracion; la propiedad D2. es de simetria y la propiedad D3 es la
llamada desigualdad triangular para la distancia. Ademas, como la métrica proviene de una norma,
se verifican ciertas propiedades de invarianza y homogeneidad:

L d(u+w,v+w) = d(u,v) para u, v, w € V.
H. d(au,av) = |a| d(u,v) para u, v € V.

Estas son propiedades fundamentales (son todas ejercicio!) que permiten hacer muchos argumentos
de naturaleza métrica (y hasta cierto punto geométrica) muy importantes. El hecho de que nuestra
métrica provenga de un producto interno agrega otra propiedad fundamental: la identidad de
Pitagoras

d(u,v) = d(u,0) +d(v,0) siempre que u L v.

A

Obs 11.27 (El problema de cuadrados minimos (6 la distancia a un subespacio)). Sea (V, (, )) un
EPI (en principio no pedimos que V sea de dimensién finita). Sea YW C V un subespacio y v € V.
El problema de cuadrados minimos asociados a (W, v) consiste en encontrar (si es que existe) un
wy € YW que minimice la distancia a v, entre todos los vectores de W, es decir:

lv —wol| < |lv—w| paratodo weW. (89)

En este caso, decimos que la distancia de v al subespacio W es |[v — wgl||. Podemos pensar que
wo € W es la mejor aproxzimacion de v € V mediante vectores de W. JAN

Teorema 11.28. Sea (V, (, )) un EPI Sea W CV un subespacio y v € V. Entonces:
1. wg € W satisface la Eq. (89) si y solo si (v—wg) L w para todo w € W.
2. Eziste a lo sumo una solucion del problema de minimizacion en la Eq. (89).

3. Sidimg W =n €Ny {uy,...,u,} es una base ortonormal de VW entonces

n

w0:Z<v,Uj> u; €W

J=1

es la unica solucion al problema de minimizacion de la Eq. (89).

Demostracion. Sean wgy, w € W arbitrarios; notemos primero que v — w = v — wy + wg — w de
forma que, por la Eq. (86)

lv = w[|* = [[(v = wo) + (wo — w)||* = [Jv — woll* + 2 Re({v — wo, wo — w)) + lwo — wl|*.  (90)
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Veamos el item 1: supongamos que (v —wp) L w para todo w € W. Entonces, como wy —w € W
vemos que

(v —wg,wyg —w) =0.
Si usamos este hecho en la Eq. (90) concluimos que
2
|

lv = w]]* = [|(v — wo) + (wo — w)||* = [Jv — woll* + wo — w[|* > [Jv — wo|*,

dado que ||wy — w|? > 0. Esto muestra que wp minimiza la distancia a v € V entre todos los
vectores w € W es decir, satisface la Eq. (89).

Reciprocamente, si wy minimiza la distancia a v entre todos los vectores de W entonces, la Eq.
(90) muestra que en este caso se debe verificar que

2 Re((v — wo, wp — w)) + |Jwo —w|* >0 paratodo weW.

Notemos que si u € W es arbitrario, entonces si definimos w = wg—u € W, se tiene que wg—w = u.
Asi, podemos reemplazar wy — w (con w € W arbitrario) por un vector arbitrario u € W en la
desigualdad anterior y concluir que bajo nuestras hipétesis se verifica:

2 Re((v —wo,u)) + ||u|> >0 paratodo weW. (91)
Sea u € W, u # 0, fijo: definimos la funcién f : R — R asociada a u, dada por
f(t) =2 Re((v —wo,tu) + ||tul|*> =2t Re((v —wo,u)) +t3||lul|> >0 para teR.

Notemos que hemos usado que: sit € Ry o € C entonces Re(ta) = t Re(w), en la identidad
anterior. La desigualdad que aparece en la ecuacion de arriba se deriva de la Eq. (91) dado que
tu € W para t € R. Podemos re-escribir

f@)=At?+Bt>0 con A=|u|>>0 y B=2Re((v—wpu))cR.

La funcién f(t) es una pardbola con ramas hacia arriba (pues A > 0). La condicién f(t) > 0 para
todo t € R se verifica si y solo si el discriminante de la cuadratica (notar que en este caso C' = 0)
verifica B2 —4A0 < 0 (en este caso la cuadrética tiene a lo sumo una raiz en el eje real, y estd
siempre por arriba del eje - hacer dibujo de la parabola correspondiente!). Entonces B? < 0 lo que
implica que B = Re((v —wp, u)) = 0 para todo u € W, u # 0; por supuesto que Re((v — wp, u)) = 0
siu= 6, por propiedades del producto interno.

El parrafo anterior muestra que

Re({(v —wp,u)) =0 paratodo ueW. (92)

Si K = R, es decir, V es un R-ev, entonces Re({z, z)) = (z, z) para todo z, z € V, porque
el producto interno siempre toma valores en el cuerpo (en este caso K = R). Asi, la identidad
anterior muestra que (v — wp, u) = 0 para todo u € VW, como queriamos probar.

Si K = C, es decir, V es un C-ev, entonces dado u € W podemos considerar iu € W (donde

i? = —1) y concluir usando la Eq. (92) que
0 = Re((v — wo,iu)) = Re(—i (v — wo, u)) = Im({(v — wp, u)), (93)
donde hemos usado que i = —i (el conjugado complejo de i es —i), las propiedades del producto

interno (los escalares que actian en la segunda coordenada salen conjugados) y que Re(—ia) =
Im(«) para todo « € C. Asi, las Eqs. (92) y (93) implican que

(v —wo, u) = Re((v —wop, w)) + i Im((v —wp, w)) =0 paratodo wuweW
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como querfamos demostrar. Los argumentos anteriores muestran la equivalencia afirmada en el
item 1.

Para verificar el item 2, supongamos que wg, wi € YW minimizan la distancia de v a W, es decir:
lv—wol < |lv—w|, |[v—wi] <|v—w| paratodo wewW.
El item 1 que hemos probado nos permite concluir que
(v—wy,w)y=0 y (v—w;,w)=0 paratodo weW
En particular, si w € W es arbitrario:
(w1 —wp, w) = ((w1 —v) + (v—wp) , w) = (w1 —v), w) + ((v—wp), w) =0 (94)
donde hemos usado que
(w1 — ), w) = (—(v —w1), w) = —{(v—wy), w) =0.
Si elegimos w = w1 —wp € W en la Eq. (94), vemos que
0= (w; —wy, w) = (w; —wy, w, —wp) = wy —wy =0

es decir, wg = wy y vale 2.
Finalmente, supongamos que {uy,...,u,} es base ortonormal de W y definamos

n

w():Z(v,uj) uj € W.

Jj=1

Para verificar que wy es solucion al problema de cuadrados minimos de la Eq. (89), basta ver que
(v —wp, w) =0 para todo w € W, por el item 1 (que probamos antes). Para verificar este hecho,
comenzamos notando que si 1 < h < n entonces

n

(v —wo,un) = =3 (0, u) ), un) = (v, u) — (3 (v, ) u, )

j=1 j=1
n

= (v, up) —Z(v, wj) (uj, up) = (v, up) — (U, up) (up, up) =0
j=1

donde hemos usado que (uj, up) =0si 1 < j#h<ny que (uy, up) = ||lupl|* = 1. Finalmente, si
w € W entonces existen ay,...,a, € K tales que w = ZZZI ap up; en este caso

(v—wo,w>:<v—w0,2ah uh):ZoTh@—wo,uh):ZoThOZO
h=1 h=1 h=1

donde hemos usado la identidad (v — wp, up) = 0 para 1 < h < n, probada mds arriba. Asi, wg
definido como antes es la solucién del problema de cuadrados minimos asociado a (v, W); por el
item 2, wg es la Unica solucion de este problema. ]
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11.3 Complementos ortogonales

Hay un concepto geométrico fundamental detras de la solucién al problema de cuadrados minimos
asi como detrds del método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt que estd relacionado con el
llamado complemento ortogonal y las proyecciones ortogonales asociadas a ciertas descomposiciones
de un espacio con producto interno. Para describir estas relaciones, comenzamos con el concepto
de complemento ortogonal.

Definicién 11.29. Sea (V, (,)) un EPI, dimg V =n. Dado S C V un subconjunto definimos el
complemento ortogonal de S, notado S+ C V, dado por

St={veV : vLlwparatodowe S} CV.

Obs 11.30. Sea (V, (,)) un EPI, dimg V = n. Entonces
vhE={0} vy {0}t=V

Verificar (ejercicio). A
Proposicién 11.31. Sea (V, (,)) un EPI, dimg V =n. Dado S CV se verifica:

1. 8+ CV es subespacio;

2. 8iScTcCV entonces T+ C S*.

3. St =(9)*.
Demostracion. Para verificar el item 1, usamos las propiedades del producto interno. Por un

lado, queda claro que 0 € S+ (ejercicio). Sean u, v € S+ y a € K entonces, si w € S vale que
(u, w) = (v, w) =0, por hipotesis (pues u L wy v L w). Luego,

(autv,w)=a(u, w)+ (v, w)=0.
Lo anterior muestra que o u + v € S+ de forma que St es subespacio.

El item 2 es ejercicio para el lector.

Para verificar el item 3, notemos que por el item 2 tenemos que
ScS = (S)tcst.

Veamos la otra inclusién: sea v € S+ y sea w € S; entonces existen wy,...,w, € S y escalares
i, ...,y € K tales que w = Z;”:l ajwj. Por hipétesis, (w;j, v) = 0 para 1 < j < m (pues
v € S1). Asi, ahora vemos que

m

(w,v) = ojw;,v)= a; (wj,v) =0.

0

Como w € S era arbitrario, vemos que (w, v) = 0 para todo w € S lo que muestra que v € (S)*.
Esto muestra S+ C (S)* y finalmente que S+ = (S)*. O

Teorema 11.32. Sea (V, (,)) un EPI, dimg V =n. Dado W C 'V subespacio, se tiene que
v =Wiwt.

En particular, n = dimg W + dimg W.
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Demostracion. Si W =V entonces W+ = {6} y el resultado vale trivialmente. De forma similar, si
W = {0} entonces W+ =V y el resultado vale trivialmente también.

Asi, podemos suponer que W es un subespacio propio, es decir 1 < k = dimgW < n —1. En
este caso, consideramos el Teorema 11.21, que muestra que podemos contruir una base ortonormal
B ={vy,...,v,} de V tal Byy = {v1,..., v} es base (ortonormal) de W.

En lo que sigue verificamos que {vgi1,...,v,} es base de W=, Por un lado, si 1 < j < ky
k+ 1 < h <n entonces

i
(vj,vp) =0 = vp € {vr,.. ot = ({vl,...,vk}) =Wt

donde hemos usado el item 3 de la Proposicién 11.31 y el hecho de que {vy,...,v;} es base de W
(en realidad, solo usamos que genera a W). Como W+ C V es subespacio (ver Proposicién 11.31)
concluimos que

{Vktts- - 0} CWE. (95)

Veamos que en realidad vale la identidad en la inclusién anterior, lo que muestra en particular
que Byyi = {vgs1,...,vn} es base de W, En efecto, sea v € W+: como v € V entonces, por el
Corolario 11.25 sabemos que

n n
U:Z<’U,’l}j>?)j = v= Z(v,vj)vj
j=1 j=k+1

donde hemos usado que (v, v;) = 0 para 1 < j < k, ya que v € Wty v; € Wparal < j <k
Lo anterior muestra que todo vector v € W+ es combinacién lineal de Byyi = {vk41,...,0,}; este
hecho, junto con la inclusién en la Eq. (95) muestran que vale la igualdad

{Vks1, - o) =W,

Ademads, como Byy1 es Li. (porque es un subconjunto de una base), ahora podemos afirmar que
es una base de W+, Por un resultado previo, como el pegado de las bases de W y W+ que hemos
hallado

BwUBy. =B

es una base de V (que es la base con la que comenzamos!) concluimos que los subespacios verifican
VY = WH+W-=L. Finalmente, por resultados previos concluimos que en este caso se verifica dimg W+
dimp W+ = dimg V. O

Corolario 11.33. Sea (V, (,)) un EPI, dimgV =n. Dado S CV, se tiene que
(shHt=5.
En particular, st W C 'V es subespacio entonces (WL)J— =W.

Demostracion. Sea dimg S = k; como S+ = (S)* por la Proposicién 11.31, entonces dimy S+ = n—
k, por el Teorema 11.32. De forma similar, concluimos que dimg (S+)* = n—(n—k) = k. Ademis,
notemos que siv € Sy u € S+ = (S)* entonces (v, u) = 0; como u € S era arbitrario, concluimos
que v € (SL)L, por definicién de complemento ortogonal. El argumento anterior muestra que si
v € S entonces v € (S)*: en resumen, hemos probado que

ScsHt vy dimg S =k =dimg(SH)t = §=(5Ht.
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Obs 11.34. Sea (V, (,)) un EPI, dimg V = n. Sea W C V subespacio.

1. Hemos probado que en este caso V = WHW-=L. Para enfatizar el hecho de que W y W+ son
subespacios ortogonales entre si, introducimos la notacion

y=WaWw.

2. Supongamos que 1 < k = dimg W < n — 1; notemos que podemos restringir el producto
interno a los vectores de W y considerar (W, (, )) como EPI de dimensién k. En este caso,
podemos construir una base ortonormal By = {wy, ..., w;} de W.

De forma similar, considerando el EPI W+, (, )) de dimensién n — k, podemos construir una
base ortonormal By = {u1, ..., u,_p} de Wt.

Entonces la base
BZBV\}UBWL = {wl,...,wk, ul,...,un,k}

es base ortonormal de V. En efecto, por un lado sabemos que el pegado de bases de subespacios
que forman una descomposiciéon en suma directa de V es una base de V. Ademads, B es un
sistema ortonormal: si elegimos dos vectores distintos de B y consideramos su producto
interno, entonces se da alguno de los siguientes casos:

(a) Los dos vectores estan en Byy: entonces son ortogonales, porque Byy es sistema ortogonal,

(b) Los dos vectores estdn en By,1: entonces son ortogonales, porque By, es sistema or-
togonal;

(¢) Uno de los vectores esta en Byy y el otro en By, 1: entonces son ortogonales, porque
By CWy By c WH!

Ademas, todos los vectores de B tienen norma uno (porque Byy y By, . son sistemas ortonor-
males).

3. Recordemos que dada la descomposicién V = W @ W+ entonces existe un tinico sistema de
proyecciones {F1, Fs} asociado a esta descomposicién, de forma que E; y Es son proyecciones
(Ej2 = Ej;, j =1,2) tales que

I=E +FEy, , E\Ey=EyE; =0 , Im(E;) =W , Im(Ey) =W+,

De hecho, dado v € V existen tinicos w € W y u € W+ tales que v = w + u y en este caso se
tiene que F1(v) = w y E2(v) = u.

Sean By = {w1, ...,wi} vy Byt = {u1, ..., up—r} bases ortonormales de Wy W, respec-

tivamente (como antes). Por el item 2 de arriba, B = Byy U By 1 es base ortonormal de V.
Asi, dado v € V el Corolario 11.25 muestra que

k n—k
E v wj w; + g v u] Uj .
7j=1 7=1

Si definimos

k n—k
E (v, wj) w; eW |, u= E (v, uj) u; € W entonces v =w+u
J=1 Jj=1
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Lo anterior indica que entonces
k n—k
1L
Zv wj) wj €Wy Es(v ZU uj) uj € W—.
_]21 :

En este caso, la proyeccién E; es llamada la proyeccion ortogonal sobre VW y notada Pyy; por
otro lado, la proyeccién Es es llamada la proyeccion ortogonal sobre W= y notada Py

Como en todo sistema de dos proyecciones, se verifica que Py + Pj,1 = I; en particular,
Py, =1 — Py y valen la féormulas

k k
PWv:Z<v,wj)wj y Ppiv=v—( Zv wj)w;) para v EV.
=1 i=1
. Si suponemos que Byy = {wj,...,wi} es una base ortogonal (es decir, que en principio no

verifica que la norma de los vectores w; sea 1) entonces

1 1
{—— w1, ..., —— wi}
[ ] [l

es base ortonormal de W (verificar!) y podemos aplicar las observaciones del item 3 para esta
base ortonormal: en particular,

k

k i b v, Wj
PWU:Z<’U,%UJJ> . wﬁZWU@ ; PWLU:”_(Zij)'

= gl s

. Sobre el proceso de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt (ver Teorema 11.17 y su prueba):
vamos a utilizar la notacién del Teorema 11.17 : en este caso, {u1, ..., U, } denota un conjunto
Li. (arbitrario) de V.

A partir de este conjunto, aplicamos el método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt como
antes: construimos wy; = wp; y si asumimos construidos wi,...,w; (que forma un sistema
ortogonal de vectores no nulos) entonces

j
(Wjt1, wp)
Wil = Ui — Y ij ’”2 Wh = Pyl U4
h=1 h

donde Wj = {wi,...,w;}; es decir, wj;1 se construye como la proyeccién ortogonal sobre el
complemento ortogonal de W; del vector u;4; (en donde hemos usado la identidad

J
Pw;v:v—g Mwh para v €V
J

del item 4 para calcular Py 1 u;41, usando la base ortogonal {wq,...,w;} de W;, construida
J

con los vectores obtenidos por el método de ortogonalizacién, en los pasos anteriores).

. Sobre el problema de minimos cuadrados: notemos que con la notacién del Teorema 11.28,
el vector que minimiza la distancia de v € V al subespacio W estd dado por wg = Py v, la
proyeccion ortogonal de v sobre el subespacio W (en donde hemos utilizado la identidad del
item 3 para calcular Pyy v en términos de una base ortonormal de W).
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A

Corolario 11.35. Sea (V,(, )) un EPI, dimgV =n. Si{vi,...,vp} CV es un sistema ortogonal
de vectores no nulos (respectivamente sistema ortonormal) con 1 < k < n, entonces existen vectores
Vktls- -, Un €V tales que {v1,...,v,} es base ortogonal (respectivamente ortonormal) de V.

Demostracion. Por el Teorema 11.16 el conjunto {vy,..., vx} es L.i. y entonces es una base del
subespacio

W:{’Ul,...,’uk}.

Sea {Ur41,...,vn} una base ortonormal de W+. Por el Teorema 11.32 y resultados previos (sobre el
pegado de bases de subespacios independientes) B = {vy,...,v,} es una base de V. Argumentando
como en el item 2 de la Observacion 11.34, concluimos que B es sistema ortogonal, de forma que B
es una base ortogonal de V. Si {vy,..., v;} era sistema ortonormal, entonces B es base ortonormal
(verificar, ejercicio). O

11.4 Funcionales en espacios con producto interno

En lo que sigue, dado ¥V un K-ev de dimensién finita (donde K = R 6 K = C) entonces V* =
L(V, K) denota el espacio dual del espacio V.

Obs 11.36. Sea (V,(, )) un EPI, dimg V = n. Dado u € V entonces u determina un funcional
lineal f, € V* dado por
fu(v)=(v,u) para veEV.

Notemos que las propiedades de linealidad de f, son una consecuencia de las propiedades de lineal-
idad del producto interno con respecto a la primer coordenada (notar que u - que esta fijo - aparece
en la segunda coordenada del producto interno en la definicién de f,). En lo que sigue verificamos
que todo funcional es de esta forma. A

Teorema 11.37 (de Representacién de Riesz). Sea (V,(,)) un EPI, dimgV = n. Dado f € V*
existe un unico vector u € V tal que

fv)=(v,u) para veV.

Demostracion. Sea B = {vy,...,v,} una base ortonormal de V. Dado f € V* definimos

UZZW’UJ'EV.

=1
Dado v € V se verifica: v = Z?:1<v, vj) vj. Entonces, usando esta representacion de v € V y la
linealidad de f € V*, se tiene que

n n

f(v):2<vvvj>f(vj):2<v f(vj v;) vaj vj) = (v, u),

j=1 J=1
donde hemos usado las propiedades del producto interno. Lo anterior muestra que f(v) = (v, u),

para v € V.

Con respecto a la unicidad: si suponemos que w € V también verifica que f(v) = (v, w) parav € V
entonces tenemos que
(v,w)=f(v)=(v,u) para veYV

En particular, (v, w—u) = (v, w) — (v, u) = 0, para v € V: finalmente, eligiendo v = w — u vemos
que (w —u, w—u) = 0 lo que implica que w — u = 0, por propiedad del producto interno. O
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Teorema 11.38. Sea (V,(,)) un EPI, dimgV = n. Sea F :V — V* dada por F(u) = f, € V*
(definido como en la Observacion 11.36). Entonces F' es una funcion biyectiva que satisface:

1. F(u+v) = F(u)+ F(v), para u, v € V.
2. Flau) =aF(u), para u € V.

En este caso decimos que F es un isomorfismo lineal conjugado.

Demostracion. Por la Observacién 11.36 la funcién F' estd bien definida; ademas, el Teorema 11.37
garantiza que F' es suryectiva. Més atn, la unicidad que aparece en ese mismo resultado muestra
que F' es inyectiva: si F'(u) = F(v) entonces f, = f, lo que implica que u = v. Asi, F' es una
biyeccién.

Las identidades de los items 1 y 2 son consecuencias de las propiedades del producto interno: si
w € V entonces

futo(w) =(w, u+v) = (w, u) + (w, v) = fu(w) + fo(w)

fau(w) = (w, au) =a(w, u) =@ fu(w)

lo que muestra que
F(u+v) = fuyo = fut+ fo=F(u) + F(v)

y Flau) = fou =a fu, =a F(u). O

Obs 11.39. Con la notacién del Teorema 11.38, podemos identificar (de forma lineal conjugada)
a )V y V* en el caso de espacios con producto interno. Utilizando esta identificacién se tiene que si
S CVy S°CV* denota el anulador de S (en el sentido definido en notas previas) entonces

F(St) =8°
es decir, F identifica el anulador S° con el complemento ortogonal S*. En efecto
Flu)=f,€8 & (v,u)=fu(lv)=0 para veS sSueSt.

El isomorfismo F' ha sido definido utilizando la naturaleza de los objetos disponibles en el espa-
cio producto interno (V, (, )) ( sin usar bases ni coordenadas ) y en este sentido también es un
isomorfimos (lineal conjugado) candnico.

Este isomorfismo establece una relaciéon fundamental entre la nocién de algebraica de anulador
(disponible en todo espacio vectorial) con la nocién geométrica de complemento ortogonal (disponible
solo en EPI’s). Finalmente, notemos que en el caso real K = R, F es un isomorfismo lineal, en el
sentido usual. A

12 Adjuntos de operadores lineales

Comenzamos con el siguiente resultado, que establece la existencia del operador adjunto, que no-
taremos T, de un operador que T que actiia en un EPI de dimensién finita.

Teorema 12.1. Sea (V,(,)) un EPI, dimgV = n, y sea T € L(V). Entonces existe un inico
T* € L(V) que verifica:

(Tv, w)= (v, T*w) para todos v, w eV (96)

T* es llamado el (operador) adjunto de T con respecto al producto interno (, ). En este caso,
también se verifica (T* v, w) = (v, T'w) para todos v, w € V.
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Demostracion. Fijemos w € V arbitrario; en este caso definimos g,, € V* dado por
gw(v) = (Tv,w) para veE.

El hecho de que g,, es un funcional lineal es consecuencia de la linealidad de T' y de las propiedades
de linealidad del producto escalar en su primer coordenada:

gu(au+v) =T (au+v), w) ={(aTu+Tv,w)=a(Tu,w) + (Tv, w)=agy(u)+ gw).

Por el Teorema 11.37 (de representacién de Riesz) existe un tnico vector w* € V que representa al
funcional g,, € V* es decir, tal que

(Tv, w) =gy(v)= (v, w") para veV.

Definimos el valor T*w = w*; de esta forma (como consecuencia de la unicidad del vector w*
)

afirmada en el Teorema 11.37) queda bien definida la funcién 7% : V — V tal que, con las notaciones

previas, T*w = w*, para w € V arbitrario. Asi, por construccién se verifica que

(Tv,w) = (v, w")= (v, T"w) paratodos v, weV.

Ademas, T* : V — V es lineal: en efecto, si a € K y wy, wy € V entonces, por definicion de T, se
verifica
(Tv,w))={(v, T"wy) y (Twv,wy)= (v, T we) para veE.

Ademss, si consideramos

Jawi+wy (V) = (Tw,awy +we) =a(Tv, w)+{(Tv, wy)=a(v, T wr)+ (v, T" ws)

= (v,aT wy)+ (v, T ws) = (v, aT  w + T* ws) .

Por la unicidad del vector que representa el funcional gq 4w, vemos que (usando la notacién
previa) (awi + wa)* = a T* wy + T* wy; y por la definicién de T™*, concluimos que

T (aw; +ws2) = (@wy; +wz)* =a T wy + T* wy

lo que prueba la linealidad de T™.
Verificamos la unicidad de T*; si S € L(V) es tal que

(Tv, w) = (v, Sw) paratodos v, weYV
entonces, dado w € V,
(v, T*w)y=(Tv,w)= (v, Sw) paratodos velV

Asi,
(v, T*w—Sw)=0 paratodos veV = T w—Sw=0
y luego T* w = S w, para todo w € V; asi, T* = S.

La afirmacién: (T™ v, w) = (v, T'w) para todos v, w € V, del enunciado es una consecuencia de la
identidad en la Eq. (96) y de las propiedades del producto interno, y se deja como ejercicio. O

El préoximo resultado muestra que calcular matrices de operadores con respecto a bases ortonormales
es sencillo.
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Proposicién 12.2. Sea (V,(,)) un EPI, con base ortonormal B = {v1,...,v,}. SiT € L(V) y
A=[T|p € K™" entonces

Ajp =(Tv,,vj) para 1<j k<n.

Demostracion. Recordemos que por construccién, la k-ésima columna de la matriz A = [T)|p
coincide con el vector de coordenadas de [T vg] g, es decir,

n
Tvk:ZAjk v; para 1<k<n.
j=1

Por otro lado, el Corolario 11.25 indica que si 1 < k < n,

n

Tvk = Z(T'Uk y Uj) Vj .
j=1

Asi, por unicidad de las coordenadas con respecto a la base B, concluimos la identidad Aj; =
(T'vg, , vj), paral < j<n,yparal <k <n. O

Definiciéon 12.3. Sea K =R 6 K = C y sea A € K™*™. Definimos la matriz adjunta de A, notada
A* e K™ dada por
(A%)j = Ay, para 1<j, k<n,

donde A7kj € K denota el complejo conjugado de Ay; € K. ]

Ejemplo 12.4. Sea A € C?>*? dada por
1 i . (1 V3
A= (\/5 2+i> — A= (—i 2—@) '

Obs 12.5. Sea K =R 6 K =C ysea A € K™"™. En algebra I hemos definido una matriz, llamada
la matriz adjunta de A y notada adj(A) de forma que

A

[adj(A)]jr = (~1)7*" det(A(k[j)) para 1<j k<n,

donde A(k|j) € K(=1x("=1) e la matriz que se obtiene tachando la k-ésima fila y la j-ésima
columna de A. Esta matriz serd llamada la matriz adjunta de A en el sentido de dlgebra 1 (y
en realidad no va a figurar en estas notas). Por otro lado, la matriz adjunta en el sentido de la
Definicién 12.3 sera llamada simplemente matriz adjunta de A. A

Obs 12.6. Sea K =R 6 K = C y sea A € K"*™. Consideremos K™ dotado del producto interno
usual, y sea A* € K™*™ la matriz adjunta de A. Entonces, se verifica la identidad (ejercicio)

(AZ, §j) = (¥, A"y) para &, yeK".
A

Proposicién 12.7. Sea (V,(,)) un EPI, con base ortonormal B = {v1,...,v,}. Dado T €
L(V), siT* € L(V) denota el operador adjunto (en el sentido definido en el Teorema 12.1) entonces

[T7]p = [T]p € K",

donde [T} denota la matriz adjunta de [T'|p, en el sentido de la Definicion 12.3.
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Demostracion. Por la Proposicién 12.2, dados 1 < j, k < n se tiene que
(T1B)jk = (Toe, vs) vy ([T7]B)jk = (T vk, v5) = (v, Tvj) = (Tvj, vg)

donde hemos usado las propiedades del operador adjunto (del Teorema 12.1) y del producto interno.
La identidad anterior muestra que

(T"]B)jk = ([T]B)k; para 1<j k<n.
Asi, se verifica [T%]|p = [T}, por la Definicién 12.3. O

Obs 12.8. Sea (V,(,)) un EPI sea T € L(V) y sea T* € L(V) el operador adjunto de T.. Con-
sideremos el isomorfismo lineal conjugado F' : V — V* del Teorema 11.38. Si T € L(V*) denota el
operador transpuesto de 7' (como ha sido definido en notas anteriores) entonces se verifica que

FloTtoF=T".

La identidad anterior, cuya prueba es un ejercicio, establece una relacién fundamental entre la
nocién de transpuesta y de adjunto de un operador que actda en un epi. A

Ejemplos 12.9. Consideremos K =R 6 K = C. Entonces

1. Sea (V,(, )) un EPI de dimensién finita, W C V un subespacio y Py el proyector ortogonal
sobre W (Pyy = Py, /w1 es el proyector cuyo rango es YWy su niicleo es W-). Entonces Py, =
Py (es decir, el operador adjunto de Py es el mismo operador Pyy). En efecto, recordemos
que si P),1 denota el proyector ortogonal sobre W+ entonces {Pyy, P11} es el sistema de
proyecciones asociado a la descomposicién en suma directa (ortogonal) ¥V = WHW-+ (cosa que
ya hemos probado). En particular, I = Py + Py,1; dado v € V entonces v = Py v + Py v,
donde Pyyv € Wy Py v e W Asi, si v, w € V entonces

(Pwuv,w) = (Pyv, Pyw+ Py w) = (Pyv, Pyw)+ (Pyv, Py w)=(Pyv, Pyw)

donde usamos que (Pyy v, Py w) = 0 pues Pyv € Wy Pyr w € WE. De forma similar, se
verifica (ejercicio)

<U7 PWU)) = <PWU7 PWU)) = <Pan w> = <’U, PWU)> , v,weEV.
Asf, por la unicidad del operador adjunto del Teorema 12.1, vemos que Py}, = Py.

2. Consideramos K™*™ con el producto interno dado por

m n

4,3 =35 ApT.

j=1 k=1

Dada una matriz M € K™*™ consideramos el operador Ly, € L(K™*™) dado por Ly (A) =
M-Ae K™ " para A€ K™*". Entonces se verifica que L}, = Ly« es decir, el adjunto del
operador Ly es el operador Ly« que estd dado por Ly+(A) = M* - A, A € K™ donde
M* € K™*™ denota la matriz adjunta de la matriz M (ejercicio). A

En el siguiente resultado veremos algunas propiedades bésicas pero importantes de la adjuncion de
operadores.

Proposicién 12.10. Sea (V,(,)) un EPI de dimension finita, sean T, U € L(V) y o € K. En-
tonces:

1.0°=0yI*=1I;
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2. (aT+U)*=aT*4+U*
3. (TU)* =U*T*;
4. (T*)*=T.

Demostracion. Verificamos el item 2: para eso, sean v, w € V, y consideremos

(aT+U)v,w)y = aTv,wy+Uv,w)=a(v, T"w)y+ (v, U w) =@, aT w+U"w)

= (v, (@T"+U")w).

Asi, el operador aT* + U™ cumple el rol de operador (T + U)*, en el sentido que vale la identidad
entre el primer y ultimo miembro de la cadena de igualdades anterior (ver Teorema 12.1). Luego,
por unicidad del adjunto, vemos que (aT + U)* = aT* + U* y vale el item 2.

Verificamos el item 3. Sean v, w € V, entonces
(TU)v, w) =(T(Uwv),w)y=Uv, T"w) = (v, U(T"w)) = (v, (UT")w)

donde hemos usado que el producto T'U corresponde a la composicién de los operadores, la
propiedad de T* (aplicada al par de vectores Uv y w), la propiedad de U* (aplicada al par de
vectores v y T*w) y finalmente, la definicién de U* T™* como la composicién de estos operadores.

Los items 1 y 4 quedan como ejercicio para el lector. O

Obs 12.11. Sea K =R 6 K = C. Las propiedades que tiene la funcién L(V) > T — T* € L(V)
tienen andlogos en el caso de la funcion K™*" 5 A — A* € K™*". Explicitamente, se verifica: si
ac Ky A, Be K™ entonces

1. I* =1, 0" = 0;
2. (0d + B)* =a A* + B*;
3. (AB)* = B* A%

4. (A% = A

La verificacién de estas propiedades es un ejercicio (sugerencia: aplicar la Definicién 12.3).

12.1 Isomorfismos entre espacios con producto interno

En lo que sigue vamos a considerar una nocién de comparacién entre distintos EPI’s.

Definicién 12.12. Sean (V,(, )y) y OV, (, )w) dos EPI’s sobre el cuerpo K. Dado T € L(V, W)
decimos que

1. T preserva el producto interno (preserva el p.i.) si

(Tv, Tw)yw = (v,w)y para v, weV.

2. T es un isomorfismo de EPI’s si T es un isomorfismo entre K-ev’s que preserva el producto
interno.

Ol
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Proposicién 12.13. Sean (V, (, )y) y WV, (, )w) dos EPI’s sobre el cuerpo K. Dado T € L(V, W)
son equivalentes:

1. T preserva el p.i.;
2. T preserva la norma, es decir: | Tv|lyw = ||v|ly para v € V.

Mds atn, en caso de que T preserve el p.i. entonces T es monomorfismo.

Demostracion. 1. = 2. Si T preserva el p.i. entonces
IT o5y = (Tv, To)w = (v, o)y = [olls = [Tvlw =[]y

2. = 1. Aplicamos la identidad de polarizacién (ver Eq. (88)) en los EPI’s; si K = C entonces
obtenemos:

(T, Tw) ZZkHTU—i—Z Twl|?, = szHT v+if w3 = sz||v+z w|? = (v, w),
k 0 k 0

donde hemos usado la linealidad de T' y la hipdtesis (que T' preserva la norma). Si K = R argu-
mentamos de forma similar (ejercicio. Sugerencia: usar las Ecs. (86) y (87)).

Finalmente, si T preserva el p.i. entonces T' preserva la norma y en este caso N(T) = {0} en efecto,
si v € N(T) entonces Tv = 0 de forma que 0 = || T v|jyy = ||[v/ly que muestra que v = 0. O

Teorema 12.14. Sean (V,(,)v) y OV, {(, )w) EPI’s sobre el cuerpo K tales que dimgV =
dimg W. Dado T € L(V,W) son equivalentes:

1. T preserva el p.i.;
2. T es un isomorfismo de EPI’s;
3. T transforma las bases ortonormales de V en bases ortonormales de W;

4. T transforma una base ortonormal de V en una base ortonormal de W.

Demostracion. 1. = 2. Si T preserva el p.i. entonces T es monomorfismo, por la Proposicién
12.13. Como dimg V = dimg W deducimos que T es un isomorfismo de K-ev’s, que preserva el p.i.
Asi, por la Definicién 12.12 vemos que 1" es un isomorfismo de EPI’s.

2. = 3.8Sea B = {v1,...,v,} base ortonormal de V arbitraria; veamos que B’ = {T vy, ..., Tv,}
es base ortonormal de W. En efecto, como T es isomorfismo de K-ev’s entonces B’ es base de W;
ademas, como T preserva el p.i. entonces, si 1 < j, k<n

(Tvj, Toghw = (vj, vi)y = i -

Las identidades anteriores muestran que B’ es sistema ortonormal; entonces B’ es base ortonormal
de W.

3. = 4. Es inmediato!

4. = 1. Supongamos que existe una base ortonormal de V, notada B = {vy,...,v,}, tal que
={Tvi,...,Tv,} es base ortonormal de Y. Si v € V entonces, por el Corolario 11.25

n n
v=> (v oy B =1, vl
=1 i=1
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Usando la representacién de v anterior, la linealidad de T' y el hecho de que B’ también es base
ortonormal de W

n
Tsz(v,vj>vij = (T'v,Tvj)y =(v,vj)y para 1<j<n
j=1

donde la identidad anterior es una consecuencia de la unicidad de coordenadas con respecto a B’ y
Corolario 11.25 (pero en W). Finalmente, otra vez usando el Corolario 11.25,

1T v}y = ZITU Tvj)w Z\ v, vpvl* = vl

Asi, T preserva la norma y luego, por la Proposicién 12.13, preserva el p.i. O

Corolario 12.15. Sean (V,(, )v) y W, (, )w) EPI’s sobre el cuerpo K de dimension finita. En-
tonces existe T € L(V, W) isomorfismo de EPI’s si y solo si dimg V = dimg W.

Demostracion. Supongamos que existe 1" € L(V, W) isomorfismo de EPI’s entonces; como 7" es un
isomorfismo de K-ev’s, entonces dimg V = dimg W.

Reciprocamente, si dimg V = dimg W = n sean B = {vy,...,v,} y B’ = {w1,...,w,} bases
ortonormales de V y W respectivamente. Entonces, como B es en particular una base de V en-
tonces existe una unica 7' € L(V, W) tal que T'v; = w; para 1 < j < n, por resultados previos
(tp3). Notemos que T' transforma, por construccién, B en B’. Asi, por el Teorema 12.14, T es un
isomorfismo de EPI’s pues T transforma una base ortonormal de V (en este caso B) en una base
ortonormal de W (en este caso B'). O

Corolario 12.16. Sean (V,(, )y) un EPI sobre el cuerpo K, y sea B = {v1, ...,v,} una base
ortonormal de V. Si consideramos a K™ dotado del producto interno usual, entonces Cp :V — K"
dada por Cy(v) = [v]p = ((v, vj))}_; € K" es un isomorfismo de EPI's. En particular, Cp preserva
el p.i., es decir:

(u, v) = ([u] = (. o) 0, vy).
7j=1

Demostracion. Cp transforma la base ortonormal B en {ey,...,e,} que es una base ortonormal de
K™ con el p.i. usual. Ahora, basta aplicar el Teorema 12.14 (ver también el Corolario 11.25). [

12.2 Operadores unitarios

Definicién 12.17. Sea (V,(,)) un EPI sobre K, de dimension finita. Un operador U € L(V) se
llama unitario st U es un isomorfismo de EPI de V en V. ]

En algunos contextos, los operadores unitarios U € L(V) que actian en un EPI real, (V,(,))
R-EPI, son llamados operadores (6 trasnformaciones) ortogonales.

Con las notaciones de la Definicién 12.17, U € L(V) es unitario si y solo si U es un isomorfismo de
K-ev’s que ademas preserva el p.i. Como consecuencia de la Proposiciéon 12.13 y el Teorema 12.14
deducimos el siguiente resultado.

Teorema 12.18. Sea (V,(, )) un EPI sobre K, de dimensidn finita. Dado U € L(V) son equiva-
lentes:

1. U preserva la norma;
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2. U preserva el p.i.;
3. U es unitario;
4. U transforma bases ortonormales en bases ortonormales;

5. U transforma una base ortonormal en base ortonormal.

Ol

El siguiente resultado caracteriza los operadores unitarios en términos de relaciones entre el operador
y su adjunto (definido como en el Teorema 12.1).

Teorema 12.19. Sea (V,(,)) un EPI sobre K, de dimension finita. Dado U € L(V) entonces U
es unitario si y solo si U*U = UU* = 1. Es decir, U es unitario si y solo si U* = U™!.

Demostracion. Supongamos que U es un operador unitario. En particular, U es un isomorfismo
y resulta un operador inversible; en este caso, existe U~! € L(V) tal que UU ! = U~'U = I.
Veamos que U* = U~!: en efecto, si u, v € V entonces

(Uu,v)={Uu, Iv)y=Uu, UU W) = (u, U ),

donde la dltima igualdad se verifica porque U preserva el producto interno. La identidad anterior,
junto con la unicidad del operador adjunto muestran que U* = U~!. Entonces UU* = U*U = 1.

Reciprocamente, si U* U = I entonces veamos que U preserva el producto interno: en efecto, si
u, v € V entonces

(Uu,Uv) ={(u, U (Uv)) =(u, (U U)v) = (u, v)

donde hemos usado la propiedad del adjunto U*, la definicién del producto en L(V) (como la
composicién de operadores) y la hipdtesis. Por el Teorema 12.18 concluimos que U es unitario. [

Definiciéon 12.20. Sea K =R ¢ K = C. Dada A € K"*™ decimos que A es matriz unitaria si
A*A=AA*=1. Es decir, A es unitaria si y solo si A* = A™1. O

Obs 12.21. Sea K =R 6 K =C. Si A € K™*" satisface A*A = I entonces A es unitaria es decir,
también verifica la identidad A A* = I. En efecto, A*A = I garantiza que N(A) = {0} (ejercicio).
Por resultados de Algebra I, deducimos que A es matriz inversible; en particular, si multiplicamos

a izquierda por A~' en ambos lados de la identidad A* A = I tenemos que A* = A~!, lo que
garantiza que AA* = AA™! = 1. A

El interés en considerar la clase de matrices unitarias esté en el hecho de que describen las matrices
de operadores unitarios con respecto a bases ortonormales del espacio.

Corolario 12.22. Sea (V,(, )) un EPI sobre K y sea B = {v1,...,v,} una base ortonormal de
V. Dado U € L(V) entonces U es unitario si y solo si [Ulp € K™*" es matriz unitaria.

Demostracion. Sea B = {v1,...,v,} una base ortonormal de V y sea U € L(V). Por la Proposicién
12.7, tenemos que [U*|p = [U]; € K™*". En este caso, como tomar matriz con respecto a una base
es isomorfismo de dlgebras

U'U=1 & [U'Ulg=1I, & [Us[Ulp=1, < [U[Ulz=1In,

donde I,, denota la matriz identidad. De forma similar, U U* = I si y solo si [U]p [U]; = Ip,. Las
dos afirmaciones anteriores muestran que U es unitario si y solo si [U]p es matriz unitaria. O
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Obs 12.23. Sea (V,(, )) EPI sobre K y sean By = {v1,...,v,} vy B2 = {wi,...,w,} dos bases
ortonormales de V. Entonces la matriz de cambio de base Mp, p, € K™*" es una matriz unitaria: en
efecto, consideramos U € L(V) el tinico operador (transformacién lineal de V en V) que transforma
los vectores de la base Bs en los vectores de la base By, es decir U w; = vj para 1 < j < n. Entonces
el Teorema 12.18 (item 5.) indica que U es operador unitario. Asi [U]p, € K"*" es matriz unitaria
por el Corolario 12.22 (ojo!: acd también usamos que By es base ortonormal). Finalmente, notemos
que si 1 < j < n entonces la j-ésima columna de [Ulp, es [Uwj|p, = [vj|p, que también es la
Jj-ésima columna de la matriz Mp, p,. Entonces Mp, p, = [U]p, es unitaria. En particular

_ —1 _ *
Mp, B, = MB%B1 = Mg, B,
A

Proposicién 12.24. Sea (V,(,)) EPI sobre K y sean By = {vi,...,v,} y Ba = {w1,...,w,} dos
bases ortonormales de V. Dado T € L(V) entonces existe una matriz unitaria A = Mp, p, € K™*"

tal que
[T]Bz = A" [T]Bl A.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la formula de cambio de base para un operador
y la Observacién 12.23 (los detalles son ejercicio). O

El resultado anterior sugiere considerar la siguiente nueva nocién (que permite describir la relacién
entre las matrices de un mismo operador con respecto a bases ortonormales).

Definicién 12.25. Sea K =R ¢ K = C. Dadas B, C € K™ decimos que B y C' son unitaria-
mente equivalentes, notado B =~ C, si existe una matriz unitaria W € K™*"™ tal que

B=W*CW.
O]

Obs 12.26. Sea K = R 6 K = C. Por un lado, la relacién de equivalencia unitaria ~ es una
relacién de equivalencia en K™*™ (ejercicio). Ademds, si B, C € K™ " son tales que B ~ C,
entonces existe W € K™ ™ unitaria tal que B = W* C W; como W es unitaria, entonces es matriz
inversible y W* = W=!. Asi, B=W*CW = W1 CW y en particular B es semejante a C (cosa
que notabamos B ~ C).

Sin embargo, si D, £ € K™ son tales que D ~ E entonces, en general, no se verifica que D ~ F;
por ejemplo, las matrices en R2*2

p=(h1) v e d)

verifican que D ~ E pero D % E (es decir, no existe matriz W € R?*? unitaria tal que D =
W* EW) Ejercicio! (no tan sencillo).
Es por eso que decimos que la equivalencia unitaria es una relacién de equivalencia estrictamente

mas fina que la relacién de semejanza. A

El siguiente resultado es un criterio til para caracterizar a las matrices unitarias.

Proposicion 12.27. Sea K =R ¢ K = C y consideremos K™ con el producto interno usual. Sea
A € K™ con columnas dadas por di,...,d, € K™. Entonces A es matriz unitaria si y solo si
B ={ai,...,d,} es base ortonormal de K.
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Demostracion. Sea A € K™ con columnas dadas por di,...,d, € K™. Si consideramos las
entradas de A = (a;i)7,_, entonces @ = (a;)7_;, para 1 <k <n. En este caso (A");x = ay; y se
tiene que

n n n
(A" Ak =Y (A Ak =Y G ajp = ) _ajuan = (@, @) para 1<h k<n.
j=1 j=1 j=1

Asi, A*A =1 siy solosi (A*A)pr = dpr para 1 < h, k < n que equivale a que (dy , dy) = dpi para
1<h, k<n.

Notemos que si los vectores @y, ..., d, € K" satisfacen (@, dy) = dpx para 1 < h, k < n, entonces
B = {d,...,d,} es un sistema ortonormal (en particular, un sistema ortogonal de vectores no
nulos) y en particular es Li. Como dimg K™ = n entonces B es base ortonormal de K™. Asi, si A
es unitaria (es decir, verifica A*A = I) entonces B es base ortonormal.

Reciprocamente, si B es base ortonormal, entonces verifica (dy , dy) = opx para 1 < h, k < n; por
observaciones hechas més arriba (en esta prueba) concluimos que A*A = I; por la Observacién
12.21, ahora podemos decir que A es unitaria. ]

12.3 Diagonalizacién en bases ortonormales

En lo que sigue, dado un K-EPI (V,(,)) de dimensién finita, y dado un operador T' € L(V),
vamos a estar interesados en determinar cuando existe una base ortonomal B = {vy,...,v,} de
V, tal que [T]p € K™ sea una matriz diagonal; en caso que exista tal B, decimos que T es
unitariamente diagonalizable. Vamos a ver que podemos caracterizar a los operadores unitariamente
diagonalizables en términos de relaciones entre 7'y su operador adjunto T*. Para ello, consideramos
el siguiente resultado (que serd utilizado para poder hacer reducciones):

Lema 12.28. Sea (V,(,)) un K-EPI, dimgV = n. Sea T € L(V) (operador arbitrario) y sea
W CV subespacio T-invariante. Entonces W es T*-invariante.

Demostracidn. Por hipétesis, si w € W entonces Tw € W. Sea u € W= y verifiquemos que
T*u € Wt: para ello, sea w € W arbitrario, entonces

(T*u, w) = (u, Tw) =0,

donde hemos usado la propiedad de T* y las hipétesis’s (Tw € W y u € W), Asf, (T*u, w) =0
para w € W y luego T* u € W, O

En lo que sigue, nuestro anélisis se divide en este contexto en el caso K =Ry K = C.

12.3.1 Diagonalizacién en bases ortonormales: K =R
Comenzamos con la siguiente observacién en los espacios con producto interno reales.

Obs 12.29. Sea (V, (, )) un R-EPI, dimg V = n. Sea T € L(V) tal que existe una base ortonormal
B ={v1,...,v,} de V de forma que [T]p = diag(A1, ..., An) € R™ " es decir

([T]B)jk = 6jk )\j para 1 S j, k S n.
Entonces, como B es base ortonormal podemos aplicar la Proposicién 12.7 y concluir que
(T*1B)jk = ((T1B)ks = ((T)B)ks = k5 Aj = ([T]B)jr  para 1< j, k<n,

donde hemos usado que las entradas de [T'] 5 son nimeros reales (que no cambian por la conjugacion)
y que 0z Aj = Oi; A (delta de Kronecker). En conclusién [T*|p = [T]p € R"*". Como tomar
matriz con respecto a B es isomorfismo, entonces ahora vemos que T = T'; esta es una condicién
necesaria para que 7T sea unitariamente diagonalizable! A
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Definicién 12.30. Sea (V,(,)) un R-EPI, dimgV = n. Dado T € L(V) decimos que T es
autoadjunto si T* =T ]

Con la notacién de la Observacion 12.29 y la Definicién 12.30, vemos que en el caso de operadores
que actian en un EPI real, una condicién necesaria para que 7' sea unitariamente diagonalizable es
que T sea autoadjunto.

Definiciéon 12.31. Sea A € C™"*™. Decimos que A es matriz autoadjunta si A* = A. ]

Notemos que si A € R™ " entonces A* = A!, de forma que A es autoadjunta si y solo si A es matriz
simétrica.

Corolario 12.32. Sea (V,(,)) un R-EPI, dimgrV = n y sea B una base ortonormal de V.
Entonces T € L(V) operador autoadjunto si y solo si [T|p € R™™ es matriz autoadjunta.

Demostracion. Ejercicio O

En lo que sigue veremos que si un operador 1" que actia en un R-EPI de dimensién finita es autoad-
junto entonces 1" es unitariamente diagonalizable. Pero antes, veamos las siguientes propiedades:

Teorema 12.33. Sea (V,(, )) un R-EPI, dimgV =n > 1. Sea T € L(V) tal que T* =T. Entonces
1.0#£o(T)CR;

2. Sean \, p € o(T), N # p: siv € Ep(N) , w e Ep(u) entonces: v L w.

Demostracion. Supongamos que n > 1. Sea B una base ortonormal de V y sea A = [T|p € R™*".
Como T = T™ entonces, por la Proposiciéon 12.7, tenemos que A = A*.

Sea pr(z) = pa(z) = det(z I — A) € R[z] el polinomio caracteristico de T' (de A). En particular,
pa(z) € Clz] y admite al menos una raiz compleja A € C, pues gr(pa(xz)) =n > 1. Entonces existe
Z € C" tal que 2 # 0y AZ=\Z Veamos que A € R: en efecto, considerando el producto interno
usual en C™

AZ, Den = (N2, Den = (AZ, Hen = (2, A* Den = (2, ADen = (Z, XDen = AMZ, Den

donde hemos usado las propiedades del producto interno, la hipdtesis sobre A y 2’y la Observacién
12.6. Asf, A\(Z, Den = A(Z, Z)cn; como Z # 0 entonces (Z, Z)cn > 0 y podemos concluir que
A = X de forma que A € R, como querfamos verificar. Asi, hemos hallado una raiz real A € R del
polinomio caracteristico p4(x) = pr(z) de forma que A € o(T'), por las propiedades del polinomio
caracteristico.

Finalmente, sean A\, pp € o(T), A # p: siv € Ep(\) , w € Er(u) entonces
Av,w)=Nv,w)y=(Tv,w)= (v, T*w) = (v, Tw) = (v, pw) =1 (v, w) = pu{v, w)

donde hemos usado las propiedades del producto interno, las hipdtesis y finalmente que los auto-
valores de T" son reales (de forma que 7 = p). En resumen, hemos probado que A (v, w) = u(v, w)
que implica que (A — ) (v, w) = 0; como A — p # 0 entonces (v, w) =0y v L w. O

Teorema 12.34. Sea (V,(,)) un R-EPI, dimgrV = n > 1 y sea T' € L(V). Entonces T es
unitariamente diagonalizable si y solo si T es autoadjunto.
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Demostracion. Hemos visto que si un operador T que actia en un EPI real es unitariamente
diagonalizable entonces T' = T™ (ver Observacién 12.29).

Reciprocamente, supongamos que 71" es autoadjunto, es decir T' = T™*. Vamos a probar que existe
una base ortonormal B = {vy,...,v,} de V tal que [T]p € R"*" es matriz diagonal, por induccién
enn > 1.

Si n = 1 entonces el resultado es trivial (en este caso [T]p € R es matriz diagonal para cualquier
base B, y todo T' € L(V) es autoadjunto!)

Supongamos que el resultado vale para todo R-EPI de dimensién menor 6 igual que n — 1. Sea
WV, (,)) un R-EPI, dimgV =n > 1y T € L(V) autoadjunto. Entonces, por el Teorema 12.33 el
operador T tiene al menos un autovalor es decir, existe \; € R tal que A\; € o(T) # 0.

En particular, el autoespacio Ep(A1) = {v € V : Tv = A\v} C V es no nulo (es decir,
dimg E7(A1) > 1). Si Ep(M\) = V entonces todo v € V satisface que Tv = A\ v; en este caso,
si B es cualquier base ortonormal de V se verifica que [T|p = A1 I, y T es unitariamente diagonal-
izable.

Supongamos entonces que 1 < dimg Ep(A\1) < n — 1. Notemos que por construccién Ep (A1) es
un subespacio T-invariante; por el Lema 12.28, W = ET()\l)L es invariante para T* = T, pues
T es autoadjunto. Es decir, W es T invariante. Ademds, como Wt = (Ep(A\)1)*+ = Er(\1) y
dimg W + dimgp W+ = n (ver los apuntes correspondientes a la primer parte del tp8); entonces
1 < k :dimRW:n—dimET()\l) <n-— 1.

Entonces podemos considerar la restriccién del producto interno de V al subespacio W, de forma
que (W, (, )) resulta un R-EPI, 1 < dimg W < n — 1. Ademads, podemos considerar el operador
Tw € L(W), que es la restriccién de T al subespacio T-invariante Y. Afirmamos que Ty es
autoadjunto en (W, (, )): en efecto, si w;, we € VW entonces

(Tlwwr, we) = (Twy, we) = (wi, Twe) = (wi, Thyws),

donde hemos usado la definicién del operador T'|yy, el hecho de que el producto interno que hemos
considerado en W es en realidad la restriccion del producto interno de V, la hipdtesis T = T y
prodiedades del adjunto y finalmente, nuevamente la definicién del operador T'|yy. Por unicidad de
(Tlw)* € LOW) concluimos que (T|w)* = T|w € L(W) (ver el Teorema 12.1 y su prueba). Asi,
por hipétesis inductiva, existe una base ortonormal B’ = {wy, ..., wy} tal que [T|y]p € RF*F =
diag(pq, - - ., k), para ciertos pq,...,ur € R (recordemos que hemos definido k£ = dimg W). En
particular, recordemos que bajo estas hipétesis se verifica T'w; = pj wj para 1 < j < k.

Sea B"” = {v1,...,v,_k} una base ortonormal de E7()\1), con respecto al producto interno de V:
en particular Tv; = A\ v; para 1 < j < n —k, pues vy,...,v,— € Er(\1) y todo vector de este
subespacio v € Ep(Ay) verifica T v = A\j v.

Finalmente, recordemos que si B = B”" U B’ = {v1,...,0p_g,w1,...,w} es el pegado de bases
ortonormales de Er(\1) y Er(A1)t = W, entonces B es base ortonormal de V (ver las notas de la
primer parte del tp6, para el caso de descomposiciones en sumas directas V = W @ W), Ademds,
cada vector u de B verifica una ecuacién de la forma Tuw = pu, para cierto p € R que depende
de u (por ejemplo: si u = v; para 1 < j < n —k, entonces p = A\j; si uw = wj paral < j <k
entonces p = p;). Este ultimo hecho muestra que [T]p es una matriz diagonal! (recordar los
primeros teoremas sobre diagonalizacién de las notas para el tp 5) donde B es base ortonormal de
V y estamos hechos. O

Obs 12.35. Sea (V,(,)) un R-EPI, dimgV =n > 1y sea T € L(V) operador autoadjunto. El
resultado anterior garantiza que existe una base ortonormal B de V tal que [T']p es matriz diagonal.
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Pero c6mo hallar esta base B? Consideremos (todos) los autovalores A1, ..., A\ € R distintos de T
entonces se debe verificar que

k
Z dimR ET()\]') =nNn
j=1

pues, en particular, T' es diagonalizable!! (de forma que, en particular, valen los resultados para
operadores diagonalizables).

Pero ademds, los autoespacios Ep(\1),..., Ep(A;) son mutuamente ortogonales: es decir, si 1 <
j#h<kyveEp(\), we Ep(\,) entonces (v, w) =0 (ver el item 3 Teorema 12.33).

Asi, sea Bj una base (cualquiera) de Ep()\;), 1 < j < k; notar que #(B;) = dimg E7();). Si
aplicamos el proceso de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt al conjunto (1.i.) B; obtenemos la base
ortogonal B} de Er();); entonces normalizamos los vectores de B} para obtener finalmente B}
que es una base ortonormal de E7()\;) (puesto que B;’ y Bj generan el mismo subespacio, por
las propiedades del proceso de Gram-Schmidt). Los comentarios anteriores ahora muestran que el

conjunto
B=B/U...UBy

es una base ortonormal de V' (pues es el pegoteo de los sistemas ortonormales B}, 1 < j <k, que
ademds son mutuamente ortogonales entre si!). Finalmente, [T'|p es una matriz diagonal, pues cada
vector de B proviene de algtin BY, y todos los vectores de Bj C E7();) son autovectores de T
asociados a A; (con 1 < j < k). AN

Corolario 12.36. Sea A € R™™™. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. A es ortogonalmente equivalente a una matriz diagonal de entradas reales;
2. A es matriz autoadjunta;

3. Ty € L(R™) es operador autoadjunto (TaZ = AZ, para & € R").

Demostracion. 1 = 2. Supongamos que A es ortogonalmente equivalente a una matriz diagonal;
entonces existe una matriz ortogonal W € R"*" (es decir, unitaria y de entradas reales) y una matriz
diagonal B = diag(by,...,b,) € R™"™ tales que A = W* BW. En este caso, por la Observacién
12.11

A =(W*BW) =W*B*(W*)*=W*BW =A

donde hemos usado que la matriz diagonal B € R"*"™ satisface B* = B.

2. = 3. Basta notar que la base candénica B, de R” es una base ortonormal para el producto interno
usual y que [T4]p, = A. Entonces podemos aplicar el Corolario 12.32.

3. = 1. Supongamos que T4 € L(C") es autoadjunto, en donde consideramos el producto interno

usual de R™. El Teorema 12.34 implica que existe una base ortonormal B = {vy,...,v,} de R" tal
que [T4]p es matriz diagonal. Sea B. = {e1,...,e,} la base candnica de R™. Entonces, sabemos
que

[Talp = Mg [Talp, M. 5 = M5! s AMp, 5,

donde usamos que [T'4]p, = A. Por Observacién 12.23 vemos que Mp, g € R™*" es matriz unitaria,
y en particular que M 561 g=M gm p de forma que la identidad anterior se puede escribir [T4]p =
W* AW, para W = Mp_ p matriz ortogonal (unitaria y de entradas reales) y [T'4] p matriz diagonal.

O
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Ejemplo 12.37. Consideremos a R? con el producto interno usual. Sea T € L(R?) el operador
cuya matriz con respecto a la base candnica es

A:

[ NI NS
NN
B DO

Notemos que en este caso A* = A ; de hecho, como A es una matriz real, entonces A* = A? (dado
que la conjugacién de las entradas de A no modifica las entradas). Como la base canénica B, de
R3 es una base ortonormal con respecto al producto interno usual, concluimos que 7' es operador
autoadjunto. En este caso, sabemos que existe una base ortonormal B de R? tal que [T]z es matriz
diagonal. Para hallar una tal base B, primero calculamos los autovalores distintos de T": en este
caso, pa(r) = 2% — 922 = 22(z — 9); los autovalores de T son \; = 9 con multiplicidad algebraica 1

y A2 = 0 con multiplicidad algebraica 2.

En el segundo paso, hallamos bases (arbitrarias) de los autoespacios de T": en este caso
Er(\M)=Er(9)=NA-91)={u; =(1,2,2)}

donde hemos obtenido la base By = {u1} de E7(9) por reduccién por filas de la matriz A — 91; de
forma similar, calculamos

ET()\Q) = ET(O) = N(A - OI) = N(A) = {u2 = (—2,1,0), usz = (—2,0, 1)}

donde hemos obtenido la base By = {ug,u3} de Er(0) por reduccién por filas de la matriz A.

Aplicando el proceso de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt a By obtenemos B] = {u1} (en este
caso, el proceso devuelve el tinico vector de Bj sin modificacién!). Luego, normalizando los vectores
de Bj obtenemos B = {v; = 1 (1,2,2)}.

De forma similar, aplicando el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a By = {ug,us}
obtenemos: (a los vectores obtenidos por GS a partir de By los notamos wa, ws:)

w2 = U2 = (_27 170) y

wy = (—2,0,1) — \;lg (—=2,1,0) = (

Finalmente, normalizando los vectores de B = {w2, w3} obtenemos

8 —4
w3 = U3 — 7—2,7,1
’ ’ \/5 \/5 )

1 1 1 8 —4
1}227102:7(—2,1,0) y 1)3:711}3:0.39(7—2,7,1
[zl V5 [[ws]] Vs VB

donde hemos aproximado la norma ||ws|~! ~ 0.39. Asf, BY = {v2,v3} es una base ortonormal de
Er(0).

)

Entonces, B = {v1, va, v3} es una base ortonormal de R? tal que [T]g = diag(9,0,0) (verificar esta
afirmacién). A

Obs 12.38. Sea A € R™*"™ matriz autoadjunta. Podemos aplicar las observaciones realizadas en
la prueba del Corolario 12.36 junto con la Observacién 12.35 para hallar una matriz ortogonal
W e R™™ tal que W*AW sea matriz diagonal. De hecho, como Ty € L(R") resulta autoadjunto,
podemos aplicar el método descripto en la Observacién 12.35 para hallar una base ortonormal
B tal que [T4]p sea matriz diagonal. La prueba del Corolario 12.36 indica que podemos tomar
W = Mpg, p, donde B, denota la base canénica de R"; como observacién final, notemos que esta
matriz se calcula de forma sencilla (una vez que conocemos B): porqué? A
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12.3.2 Diagonalizaciéon en bases ortonormales: K = C

En esta seccién estudiamos el problema de determinar cuando un operador T' que actia en un C-
EPI de dimensién finita es unitariamente diagonalizable. Comenzamos con la siguiente observacién
(comparar con la observacién 12.29)

Obs 12.39. Sea (V, (, )) un C-EPI, dimc V = n. Sea T' € L(V) tal que existe una base ortonormal
B ={vy,...,v,} de V de forma que [T]|p = diag(A1,...,A,) € C"*™ es decir

([T)B)jxk =0 A\j € C  para 1<j, k< n.

Entonces, como B es base ortonormal podemos aplicar la Proposicién 12.7 y concluir que

([T*)B)jk = ((TB)kj = Okj Aj = 0k; A;  para  1<j, k<n,

donde hemos usado que ;3 Aj = di; A (delta de Kronecker). En conclusién

[T*]p = diag(A1, ..., A\y) € C™*™
también resulta una matriz diagonal. En particular, como las matrice diagonales conmutan entre
si,

(T [T*]5 = diag(M, . . An) ding(Aas .., &) = diag(Xr, ., Aa) ding(h, .. A) = [T [T]5.

Asi,
TT*]p=[Tp[T"]p=[T"p[T]s=[T"T|5;

como tomar matriz con respecto a B es isomorfismo, entonces ahora vemos que T'T* = T* T'; esta
es una condicién necesaria para que T sea unitariamente diagonalizable en el caso complejo! A

Definicién 12.40. Sea (V, (, )) un C-EPI, dimcV =n. Dado T € L(V) decimos que T es operador
normal si T conmuta con su adjunto es decir, si T T* =T*T. ]

Con la notacién de la Observacion 12.39 y la Definicion 12.40, vemos que en el caso de operadores que
actian en un EPI complejo, una condicién necesaria para que T  sea unitariamente diagonalizable
es que 1" sea normal.

En lo que sigue veremos que esta condicion es también suficiente para que T sea unitariamente
diagonalizable. Comenzamos con las siguientes propiedades:

Proposicién 12.41. Sea (V,(,)) un C-EPI, dimcV =n y sea T € L(V) operador normal. En-
tonces

1. N(T) = N(T*);
2. Si XA € C entonces NI —T € L(V) es operador normal;

3. SixeC yveV son tales que Tv = \v entonces T v = \v.
Demostracion. Para verificar el item 1, sea v € V; entonces
| To||> = (Tv, Tv)= (v, T*Tv) = (v, TT*v) = (T*v, T*v) = | T* v|?

donde hemos usado la propiedades del adjunto y la relacién de conmutacion 7% T = T T*. Tomando
raices cuadradas en cada miembro vemos que ||T'v|| = ||T™* v|| para v € V. En particular,

veNT) ©Tv=0 < ||[Tv]| =0 < ||T™|| =0 & Tv=0 < veN(T").
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Para verificar el item 2, notemos que por la Proposicién 12.10,
A =T)" =X -T"€ L(V).

Asi, para verificar que A I —T es normal, verificamos la conmutacién con su adjunto (que describimos
en la ecuacién anterior): aplicando la propiedad distribuiva,

AN —T) NI =T =[N T-AT* = AT +TT*

NI =T AN =T)= NI -AT* = AT +T*T

como las expresiones de la derecha en ambas ecuaciones coinciden término a término (notemos que
los tltimos términos son T'T* = T* T pues T es normal!), concluimos que

A =T) N[ =T*)=I-T* (AN -T),

que muestra que A I — T es operador normal.

Para verificar el item 3, aplicamos el item 1. junto con el item 2: notemos que A I — T es operador
normal; si v € V es tal que T'v = Av entonces v € N(AI —T); asf, por el ftem 1, v € N(AI = T) =
N(AT —T%) es decir, Av — T* v = 0 lo que muestra que 7" v = Av. O

Teorema 12.42. Sea (V,(,)) un C-EPI, dim¢cV =n > 1 y sea T € L(V) operador normal.
Entonces

1. o(T) # 0;
2. Sea A\, peo(T), N\# u: sive Ep(N), we Ep(u) entonces: v L w.

Demostracion. Notemos que en el caso complejo, T' tiene su espectro no vacio de forma trivial; en
efecto, si consideramos el polinomio caracteristico pp(z) € Clz] resulta un polinomio ménico tal
que gr(p(x)) = n > 1; por el teorema fundamental del dlgebra, pr(z) admite una raiz A\ € C; en
este caso A € o(T') por construccién de pr(z).

Con la notacién del item 2, calculamos
Mo, w)=Av,w)=(Tv, w)= (v, T w) = (v, gw) =pv, w),

donde hemos usado las propiedades del producto escalar, la hipétesis v € Ep()), las propiedades
del adjunto, el item 3 de la Proposicién 12.41 y la hip6tesis w € Ep(u). Lo anterior muestra que
(A= p) (v, w)y =0 que a su vez prueba que (v, w) =0 (ya que X\ # u). O

Definiciéon 12.43. Decimos que A € C"*™ es matriz normal si A A* = A* A. O

Corolario 12.44. Sea (V,(,)) un C-EPI, dimcV = n y sea B una base ortonormal de V.
Entonces T € L(V) operador normal si y solo si [T|p es matriz normal.

Demostracion. Ejercicio. O

En lo que sigue veremos que si una matriz es normal y triangular superior entonces debe ser
matriz diagonal. Este hecho junto con un resultado general sobre la existencia de representaciones
triangulares de cualquier operador permitird probar que los operadores normales son unitariamente
diagonalizables.

Proposicién 12.45. Sea A € C™ "™ una matriz normal y triangular superior. Entonces A es matriz
diagonal.
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Demostracion. Notemos que, en general, para una matriz A arbitrariay 1 < j <mn,
n n n
a 2 2
(A A =3 A% Ay = S T Ay = S A = s (4)]
=1 =1 =1

donde c¢;(A) € C™ denota la j-ésima columna de A y ||v||? denota el cuadrado de la norma de v € C"
inducida por el producto interno usual en C". De forma forma similar

(AA%);; = Aj Ay => AjAy=> Ayl =|fA)°
/=1 /=1 /=1

donde f;(A) € C" denota la j-ésima fila de A.

Asi, si A es matriz normal, entonces A*A = A A*; en particular, concluimos que
lej(A)]* = (A" A)j; = (AA%);; = | f;(AD]*  para 1<j<n.

Si ademaés A es matriz triangular superior, entonces se verifica que las entradas de A por debajo de
la diagonal principal son nulas; es decir,

Ajp=0 si 1<k<j<n. (97)

La condicién anterior dice, por ejemplo, que si miramos la primer columna de A (con k = 1)
entonces todas las entradas de la forma A;j; con 1 < j < n son nulas (hacer esquema de la matriz A
y comparar con las condicién anterior sobre las entradas de A). En particular, ||c1(A)||? = |A11|%
como |le1(A)[|? = || f1(A)||? entonces

n

A = [ler (D)7 = 1A =D [Awl? = 1Auf + > JAul> = DAl =0
k=1 k=2 k=2

Como |A1|*> > 0y > p_s |A1k|*> = 0 concluimos que Ay = 0 para 2 < k < n; es decir, en la primer
fila, la segunda entrada en adelante son todas nulas! En términos de la matriz A, ahora sabemos

que
A 0 o ... 0
0 A22 A23 - Azn
A= 0 0 A33 N Agn
0 0O ... 0 A,

(la novedad son los ceros de la primer fila!). La matriz A empieza a tener pinta diagonal! Seguimos
con el argumento: si ahora miramos la columna 2, con la nueva informacién sabemos que

[e2(A)||? = |Aga|?

(mirar bien el aspecto de A arriba). Argumentamos como antes: como |[ca(A)||? = | f2(A)|?
entonces

n

| Agal? = llea(A) 1> = 1 f2(AII° =D Aok = [Anal® + D |Ask> = > [Anl> =0.
k=2 k=3 k=3

Como |Agi|> > 0y Y j_3]A2|* = 0 concluimos que Ao, = 0 para 3 < k < n; es decir, en la
segunda fila, desde la tercera entrada en adelante son todas nulas! Esto permite ahora actualizar
el aspecto de A (como hicimos antes). Luego de haber actualizado el aspecto de A, si miramos la
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tercer columna vamos a ver que |lc3(A)[|* = |As3|? (hacer esquema de A con la nueva informacién);
argumentamos como antes y concluimos que Az, = 0 para 4 < k < n. A esta altura debe quedar
claro que es posible seguir con este argumento con las columnas y filas siguientes. Finalmente,
podemos concluir que dada 1 < j < n entonces se verifica que

Ajp=0 si j+1<Ek<n.

Este ltimo hecho, junto con la condicién en la Eq. (97) ahora prueban que Aj;, = 0sil < j # k < n,
de forma que A es matriz diagonal. O

El siguiente resultado, conocido como triangulazacion de Schur, es un resultado fundamental dentro
del dlgebra lineal (este resultado tiene otras versiones en cuerpos arbitrarios).

Teorema 12.46. Sea (V,(,)) un C-EPI, dim¢cV =n > 1 y sea T € L(V) operador arbitrario.
Entonces existe una base ortonormal B de V tal que [T|p € C"*" es una matriz triangular
Superior.

Demostracion. Vamos a probar el resultado por induccién en n.
Si n = 1 entonces el resultado es esencialmente trivial ([T]p € C!)

Supongamos que el resultado es cierto para todo C-EPI de dimension < n — 1 y todo operador que
acttie en el espacio (hipdtesis inductiva).

Sea (V,(,)) un C-EPI, dimcV =n > 2 ysea T € L(V): sea A € o(T*) # 0 (pr-(z) € Clx] es
polinomio de grado al menos 1, de forma que admite al menos una raiz compleja que resulta ser
autovalor de T*). Sea v € V tal que ||v|| = 1 y T v = Av. Notemos que si definimos W = {v} el
subespacio generado por v, entonces W es T*-invariante (ejercicio!).

Por el Lema 12.28, W+ es un subespacio (7*)*-invariante; como (7*)* = T entonces podemos
considerar la restriccién T, € L(W'). Més atin, como dimg W+ =n —dime¢W =n—1 > 1
entonces podemos aplicar la hipétesis inductiva en el C-EPT W+ dotado del producto interno de
V restringido a W+, y al operador Ty, € L(W+). En particular, existe B’ = {vy,...,v,_1} una
base ortonormal de W tal que [T|yy]p € C*~1D*(=1) e triangular superior.

Para poder aprovechar la existencia de la base B’, vamos a re-escribir qué significa que [T'|yy 1 |p €
C(n=1)x(n—1) gea una matriz triangular superior.

. . . o \n—1
Si miramos la primer columna de [T|yy.]p = (ajk)j;=;, vemos que es un vector de la forma

(a11,0,...,0) € C"!, pues la matriz es triangular superior. Como este vector es, por definicién, el
vector de coordenadas [T']yy,1v1]p concluimos que

TUl = T|WJ_ V1 = ai1 vy .

En general, si miramos la j-esima columna de [T'|yy1v1]p encontramos un vector de la forma
(aij,...,aj;,0,...,0) € C" 1 pues la matriz es triangular superior. Como este vector es, por
definicién, el vector de coordenadas [T'|,y1v;]p concluimos que

J
ij:T\Wij:Zahjvh para 1<j<n-—1. (98)
h=1
Si definimos v, = v (el vector con el que comenzamos el agumento) entonces B = {v1,...,Vp—1,0n}

es base ortonormal de V (recordemos que v € W de forma que v, = v L vj para 1l < j <n—1).
Con estas definiciones, la Eq. (98) ahora se puede escribir como

7 n
Tuvj=> apjop+ » Ovp para 1<j<n-—1, (99)
h=1 h=j+1
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lo que muestra que la j-ésima columna de [T|g es [Twlp = (a1;,...,a45,0,...,0) € C", para
1 <j<n-—1. Asi, la matriz [T]p es una matriz triangular superior! (hacer esquema de la matriz
de [T)B). O

Ahora tenemos todas las herramientas para deducir la siguiente caracterizacién de los operadores
unitariamente diagonalizables en el caso complejo.

Teorema 12.47. Sea (V,(,)) un C-EPI, dimcV = n > 1 y sea T € L(V). Entonces T es
unitariamente diagonalizable si y solo si T es operador normal.

Demostracion. Hemos visto en la Observacién 12.39 que una condicidn necesaria para que un op-
erador 1" sea unitariamente diagonalizable es que sea normal. Reciprocamente, si 1" es un operador
normal, el Teorema de triangulaén de Schur 12.46 implica que existe una base ortonormal B de V
tal que [T]p es una matriz triangular superior. Por el Corolario 12.44 vemos que [T]p es una matriz
normal; pero la Proposicién 12.45 ahora prueba que en este caso [T]p es una matriz diagonal. Lo
anterior muestra que 7T es unitariamente diagonalizable. O

Obs 12.48. Sea (V, (, )) un C-EPI, dim¢cV =n > 1y sea T € L(V) operador normal. El resultado
anterior garantiza que existe una base ortonormal B de V tal que [T]p es matriz diagonal. Pero
como hallar esta base B? Consideremos (todos) los autovalores Aq,...,\; € C distintos de T
entonces se debe verificar que

k
Z dim(c ET(AJ') =N
j=1

pues, en particular, 7' es diagonalizable!! (de forma que, en particular, valen los resultados para
operadores diagonalizables).

Pero ademsds, los autoespacios Ep(\1),..., Ep(A;) son mutuamente ortogonales: es decir, si 1 <
j#h<kyveEp(\), we Er(\,) entonces (v, w) =0 (ver el item 2 Teorema 12.42).

Asi, sea Bj una base (cualquiera) de Er(\;), 1 < j < k; notar que #(B;) = dimc Er();). Si
aplicamos el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt al conjunto (li.) B; obtenemos el
conjunto B;-; luego normalizamos los vectores de B; para obtener finalmente B;-’ que es una base
ortonormal de E7(\;) (puesto que B}’ y B; generan el mismo subespacio, por las propiedades del
proceso de Gram-Schmidt). Los comentarios anteriores ahora muestran que el conjunto

B=B/U...UBy

es una base ortonormal de V (pues es el pegado 6 yuxtaposicién) de los sistemas ortonormales B;-’ ,
1 < j < k, que ademds son mutuamente ortogonales entre si! Finalmente, [T]p es una matriz
diagonal, pues cada vector de B proviene de algin B, y todos los vectores de B} C Er();) son
autovectores de T' (asociados a ;). A

Corolario 12.49. Sea A € C™*™. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. A es unitariamente equivalente a una matriz diagonal;
2. A es matriz normal;
3. T4 € L(C™) es operador normal (T'a & = AZ, para ¥ € C").
Demostracion. 1 = 2. Supongamos que A es unitariamente equivalente a una matriz diagonal;

entonces existe una matriz unitaria W € C™*" y una matriz diagonal B = diag(by,...,b,) € C"*"
tales que A = W* BW. En este caso, por la Observacién 12.11

A* = (W* BW)* = W* B* (W*)* = W* B* W
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Entonces
A A=W*B*"W)W*BW)=W*B*BW =W*"BB*W
donde hemos usado que, como B es matriz diagonal entonces B* también es matriz diagonal de

forma que se verifica B* B = B B* (verificar!) y que W W* = [ ya que W es matriz unitaria. De
forma similar

AA* = (W*BW)(W*B*W)=W*BB*W .
Las identidades anteriores muestran que A*A = A A*, y A es matriz normal.

2. = 3. Basta notar que la base candnica B,. de C" es una base ortonormal para el producto interno
usual y que [T4]p, = A. Entonces podemos aplicar el Corolario 12.44.

3. = 1. Supongamos que Ty € L(C") es normal, en donde consideramos el producto interno usual
de C". El Teorema 12.47 implica que existe una base ortonormal B = {v1,...,v,} de C" tal que
[Tl es matriz diagonal. Sea B, = {e1,...,e,} la base candnica de C". Entonces, sabemos que

[Talp = Mg 5 [Talp, M. 5 = Mg s AMp, 5,

donde usamos que [T4]p. = A. Por Observacién 12.23 vemos que Mp, g € C"*" es matriz unitaria,
y en particular que Mgcl p = Mg p de forma que la identidad anterior se puede escribir [Ta]p =
W* AW, para W matriz unitaria y [T4]p matriz diagonal. O

Obs 12.50. Sea A € C™*" matriz normal. Podemos aplicar las observaciones realizadas en la
prueba del Corolario 12.49 junto con la Observacién 12.48 para hallar una matriz unitaria W e C**"
tal que W* AW sea matriz diagonal. De hecho, como Ty € L(C™) resulta normal, podemos aplicar
el método descripto en la Observacién 12.48 para hallar una base ortonormal B tal que [T4]p sea
matriz diagonal. La prueba del Corolario 12.49 indica que podemos tomar W = Mp, p; como
observacion final, notemos que esta matriz se calcula de forma sencilla (una vez que conocemos B):
porqué? A

Obs 12.51. Sea (V,(,)) un C-EPI, dim¢cV =n > 1y sea T € L(V) un operador tal que T'= T*.
En este caso decimos que T es autoadjunto (asi como en el caso de espacios reales). Notemos que
entonces T*T = T? = TT*, de forma que T resulta normal. En particular, T’ es unitariamente
diagonalizable. En este caso o(T) C R: en efecto, si u € o(T') entonces existe v € V tal que v # 0
y T'v = pv: en este caso,

,u,<?),U>:</L’U,’U>:<TU,U>:<’U,T*’U>:<’U,IU,’U>:ﬁ<U,U>.

Asi, pu (v, v) = @(v, v); como v # 0 entonces (v, v) > 0y deducimos que p = i de forma que
ue R A

Ejemplo 12.52. Cabe mencionar que existen operadores normales U en espacios con producto
interno reales (en el sentido que U*U = U U*), que no son diagonalizables mediante una base
ortonormal! Por ejemplo, el operador U € L(R?) que actiia sobre el EPI real R? con el producto
interno usual, dado por U(z,y) = (—y, ) verifica: U*(z,y) = (y, —x) de forma que U* = U~!;
en particular U*U = UU* = I. En este caso, el polinomio caracteristico de U estd dado por
pu(x) = 22 +1, de forma que U no tiene autovalores (como operador en R?, porque el caracteristico
no tiene raices reales). En particular, el operador normal U no es diagonalizable en este espacio
real.

Es por esto que debemos considerar (y recordar con cuidado) los casos real y complejo separada-
mente, al momento de caracterizar los operadores que son unitariamente diagonalizables. A

Consideremos dos consecuencias del teorema de triangulacién de Schur.
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Teorema 12.53. Recordemos que dada A = (aj)%;_, € C™" entonces tr(A) = 370 | Ajj. Se
verifican las siguientes propiedades:

1. Si A, Be C"™" y«a € C entonces

tr(¢ A+ B) =atr(A)+tr(B) y tr(AB) =tr(BA).

2. Si los autovalores de A, contando multiplicidades, son A1, ..., A, € C entonces

A) = zn:)\] Yy det(A) = ﬁ )‘j .
j=1

j=1

Demostracion. La primer identidad del item 1 (que es la linealidad de la traza) es ejercicio. Para
verificar la segunda identidad, sean A = (a;3)7,_;, B = (bjx)7)—; € C"*". Entonces

n

= (AB);; =tr(AB)=> > AjxBij=» > By Ajx = tr(BA),
j=1

j=1k=1 k=1 j=1
donde hemos intercambiado el orden de sumacién y conmutado los factores A, y By; de C.

Para verificar el item 2, dada A € C"*™ consideremos el operador T4 € L(C"™) dado por Ty ¥ = AZ.
Si B. = {e1,...,en} denota la base candénica de C™ entonces [T4]p, = A. Por el Teorema 12.46
existe una base ortonormal B = {v1,...,vn} tal que [Ta]p = (t;3)7 ;_; es matriz triangular superior.
En particular, si calculamos el polinomio caracteristico de T usando la base B obtenemos

pr(x) =det(z I — H xr —tj;),

pues = I — [T'4] g es una matriz triangular superior, con diagonal principal dada por (z —t11,...,2—
tnn); asi, el determinante de esta matriz triangular superior es el producto de las entradas en su
diagonal principal, lo que muestra la identidad anterior.

En particular, (todas) las raices de pr(z) son A\j = t11,..., Ay = tup; en la lista anterior permiti-
mos repeticiones: es decir, contamos las raices de pp(x) (autovalores de A) con sus respectivas
multiplicidades.

Finalmente, recordemos que A = [Tu]p, = My B [Talp Mp B, de forma que
det(A) = det(Mg's [Talp Mp p,) = det([Talz) = [ [ tis = [T N
j=1 j=1

pues [T4]p es matriz triangular; ademds se verifica
tr(A) = tr(Mgly ([Talp Mp 5,)) = tr(([Talp Mp p) Mgls ) = tx([Talp) = D> _tj; = > X,

donde hemos usado la segunda propiedad del item 1 en la segunda igualdad.
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12.4 Sobre la diagonalizacion simultanea con respecto a bases ortonormales

En esta seccién consideramos el problema de diagonalizar simultaneamente un par de operadores
con respecto a la misma base ortonormal. Naturalmente, desarrollamos los casos real y complejo
por separado.

Teorema 12.54. Sea (V, (, )) un R-EPI, dimgr V = n, y sean S, T € L(V) operadores autoadjuntos.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. eziste una base ortonormal B de V tal que [T)p y [S]B son matrices diagonales.

2. 8T=TS.

Demostracion. Si vale el item 1, entonces se verifica que
[ST]p = [S]z[T]5 = [T][S]B = [T'S]B

donde hemos usado que las matrices diagonales [T'|p y [S]p conmutan entre si; la identidad [ST]p =
[T'S]p implica que ST =T'S.

Reciprocamente, si vale el item 2, entonces como S y T son diagonalizables y conmutan entre si,
hemos probado que existe una base (no necesariamente ortonormal) B’ = {wq,...,w,} de V tal que
[S]Br, [T]p € R™™ son matrices diagonales. En particular, existen ¢,...,t, € Ry s1,...,8, € R
tales que T'w; = tjw; y Swj = sjwj, 1 <j<n.

Definimos la siguiente relacién de equivalencia en el conjunto {1,...,n}: si 1 < j, k < n entonces
jrksitj =1ty s; = s;. Esta relacién de equivalencia parte al conjunto {1,...,n} en clases de
equivalencia {I1,...,I,}; aqui, j =~ k si y solo si j, k € Iy para algin 1 < ¢ < p.

Con las notaciones del parrafo anterior, notemos que si 1 < ¢ < p entonces existen Ay, uy € R tales
que T'w; = Mwj, Sw; = pyw; para j € Iy ; de hecho, si elegimos un elemento cualquiera jo € Iy
entonces A\ = tj, y pe = sj,!! En efecto, por definicién de nuestra relacién de equivalencia: T'w; =
tjw; = tj, w; y de forma similar Sw; = sjw; = s, w; siempre que j € I (6 equivalentemente,
siempre que j & jo).

Para 1 < ¢ < p definimos W, = {w; : j € I}, el subespacio generado por los vectores {w; : j € Iy}
(cuyos sub-indices pertenecen a la clase Iy). Notemos que como estos subespacios estdn generados
por conjuntos de vectores que forman una particién de la base B’ entonces

V=Wit.. . W,

que es una descomposiciéon de V en suma directa de subespacios independientes. Ademas, si v € Wy

entonces
v:ZajwjﬁTv:Zaijjzg aj/\gwj:/\gZajwj:/\gv
Jjely Jjely JEly Jjely

donde A/ € R es tal que Tw; = Apw; para j € I; (y no depende de la variable de sumacién, de
forma que podemos sacar factor comin a este escalar). De forma andloga, si v € W, entonces

Sv=pev (y Tv=N\v como probamos antes ).

Afirmamos que si 1 < £ # k < p entonces Wy, L Wg: de hecho, como estos son subespacios
generados por familias de vectores que describimos previamente, basta mostrar que: si j € Iy y
h € Ij entonces w; L wy, (verificar que basta con probar este ltimo hecho). Pero en este caso,
como j € Iy y h € I con ¢ # k entonces se debe verificar que

ti#ty, 6 s;# sh.
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Si t; # t), entonces, como w; € Er(t;) y wy € Ep(ty) concluimos que w; L wy, por el Teorema
12.33. De forma similar, si s; # sj, entonces, como w; € Eg(sj) y wy, € Eg(sp) concluimos que
wj L wp, por el Teorema 12.33.

Finalmente, si construimos una base ortonormal Bj; para WV;, entonces los elementos de B; son
autovectores de T' (con autovalor \;) y autovectores de S (con autovalores p;), por un parrafo
anterior. Asi, el pegado B = By U ... U B, es base ortonormal de V formada por autovectores
simultdneos de T' y S, de forma que [T|p y [S]p son matrices diagonales. O

De forma similar (con un argumento completamente andlogo para la prueba) obtenemos

Teorema 12.55. Sea (V,(,)) un C-EPI, dimcV = n, y sean S, T operadores normales. Las
stguientes condiciones son equivalentes:

1. existe una base ortonormal B de V tal que [T)p y [S]p son matrices diagonales.

2. 8T =TS.

13 Formas bilineales

Comenzamos con la defincién del concepto central de estas notas

Definicion 13.1. Sea V un K-ev. Una forma bilineal sobre V es una funcion A:V xV — K que
verifica: st a € K, u, v, w € V:

1. Alcu+v, w) =aAlu, w)+ Av, w);
2. Alu, av+w) =aAlu, v)+ Au, w) .
O

Obs 13.2. Con las notaciones de la definicién anterior, una funcién A : V x V — K es una forma
bilineal si dado u € V arbitrario, entonces las funciones

A ,u): V=K vy Alu,): V=K

son funcionales lineales (que corresponde a las condiciones 1y 2 de la Definicién 13.1). En particular,
siaj € K, vj €V para 1 < j < m entonces

A(u, ZOZj'Uj) = ZajA(u, vj) Y A(Zajvj ,u) = ZajA(Uj ,u).
J=1 J=1 j=1 J=1

Ejemplos 13.3. Sea K un cuerpo.
1. Si ¥V = K? como K-ev, entonces las funciones dadas por
A((z1,22), (Y1, 92)) = (21 +41)* — (21 — 11)* + 22 2

B((z1,22), (y1,Y2)) = x1Y2 + 2211

son formas bilineales sobre V (verificar, ejercicio).
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2. Dado V un K-ev, dimg V = n y dados f, g € V* (espacio dual) entonces la funcién dada por
Alu, v) = fu) g(v)
es una forma bilineal sobre V (verificar, ejercicio).
3. SiV=K"y Ae K" entonces la funcién dada por
A@, ) = (2)' Ay

donde (7)! € K™ denota la transpuesta de § € K™ = K"*1| es una forma bilineal sobre V
(ejercicio). Notar que el producto de las tres matrices estd bien definido (en términos de los
tamaifios de los vectores) y es una matriz en K'*! = K.

4. Sea (V,(, )) un R-EPI de dimensién finita. Entonces el producto interno (-, -) : ¥V x V — R
es una forma bilineal (ejercicio).

A

Definicion 13.4. Sea V un K-ev. El conjunto formado por todas las formas bilineales sobre V es
notado Bil(V). Si A, B € Bil(V) y a € K entonces definimos

aA+B:VxV—K dadapor aA+Bu,v)=aAu,v)+B(u,v).
O

Proposicién 13.5. Sea V un K-ev. Entonces Bil(V) dotado de la suma y la accion escalar de-
scriptas en la Definicion 13.4 es un K-ev.

Demostracion. Comenzamos notando que si « € Ky A, B € Bil(V) entonces a A+ B € Bil(V). De
hecho, si g € K y u, v, w € V entonces

(aA+B)(Bu+v,w)=aA(fu+v, w)+BLu+v, w)=
a(BAu, w)+ Alv, w)) + BB(u, w) + B(v, w) =

B laA+B)(u, w)+ (@ A+ B)(v, w)

los detalles para obtener la tdltima desigualdad quedan a cargo del lector. De forma completamente
analoga se verifica que

(aA+B)(u, Bv+w) =B (aA+B)(u,v)+ (@ A+B)(u, w).

Las identidades anteriores muestran que a A + B € Bil(V). En particular, queda definida la suma
en Bil(V) y la accién escalar de K en Bil(V). Queda como ejercicio para el lector verificar que la
suma y la accién escalar definidas en Bil()) satisfacen las propiedades correspondientes a las de un

K-ev. O

Definicién 13.6. Sea V un K-ev y sea B = {v1,...,v,} una base de V. Si A € Bil(V) definimos
la matriz de A con respecto a B, notada [Alp € K™*", dada por

([AlB)jk = A(vj, vi) para 1<j k<n.
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Proposicién 13.7. Sea V un K-ev y sea B = {v1,...,v,} una base de V. Dada A € Bil(V)
entonces [Alp € K™ es la unica matriz que verifica

Alu, v) = [u]5 [Alg [v]p  para w,veEV.

Demostracion. Sean u, v € V y consideremos los vectores de coordenadas
[ulp = (ai,...,an) vy [vlp=(B1....,0,) € K" = K™,

Entonces podemos reconstruir a los vectores usando sus coordenadas y la base B, de forma que

n n
U,ZE a4 Vj y U:ZBkvk-
J=1 k=1

Entonces, como A es forma bilineal, tenemos que

A(u,0) = AQ ajvj, Y Brwo) =Y aj Alvy, D Br o) =D aj > B Alvy, vp)
= ZZO‘J B ([ ak—Z%Z akﬂk—Z%Z
7=1 k=1 7j=1 k=1

j=1 k=

= [ulp ([l [v]p) = [ulp [A]5 [v]5

donde hemos usado la bilinealidad de A (ver la Observacién 13.2), hemos reordenado el orden de
sumacién, y hemos usado las férmulas para las entradas del producto de matrices (dos veces) y
la asociatividad del producto de matrices (para omitir los ultimos paréntesis). Para verificar la
unicidad, supongamos que C = (C’jk)? w1 € K™ también verifica

A(u,v) = [u]3Cv]p para wu,vel.

En particular, si elegimos u = v; y v = v para 1 < j, k < n entonces, usando que [u]p = e; =
(050)7—1 ¥ [v]B = ex = (6re)}—, entonces

.A(’Uj, Uk) = 6;- C'ek = Z Z (6]‘)h Ch[ (ek)g = Z Z 5jh Chg 6lk = Cjk .

h=1 (=1 h=1 (=1
Lo anterior indica que [A];; = Cji, para 1 < j, k < n, que prueba la unicidad de [A]p. O
Obs 13.8. Sea V un K-ev y sea B = {v1,...,v,} base de V. Sea A € Bil(V) y sea [A]lp =
(ajk)?,kzl € K™ la matriz de A con respecto a B. Si [u|lp = (a1,...,an) y [ul = (B1,...,5n)

entonces

Alu,v) = [ Alolp =Y > oy aj B,

j=1 k=1

donde la dltima identidad se obtiene desarrollando el producto de las tres matrices (con la férmula
del producto). La verificacién de esta identidad es ejercicio para el lector. A

Corolario 13.9. Sea V un K-ev y sean B y B’ dos bases de V. Dada A € Bil(V) entonces se
verifica la siguiente relacion entre las matrices de A asociadas a cada una de estas bases:

[Alp = (Mp p)' [Alp Mp 5, (100)

donde Mp g denota la matriz de cambio de base de la base B’ en la base B y (MB’BI)t denota la
matriz transpuesta de la matriz Mp pr.
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Demostracion. Vamos a verificar que la matriz que figura a la derecha de la Eq. (100) verifca
formalmente la propiedad que determina a [A]ps (ver la Proposicién 13.7). En efecto, si u, v € V
entonces, recordemos las relaciones

[ulp =Mpp [ulp y [v]p=Mpp |vlp,
con lo que, en particular, usando las propiedades de transponer (como en Algebra I)
[l = (Mp,p [ulp)" = [ulp (Mp,pr)".
Entonces la matriz (Mp p)' [A]p Mp g verifica
[l (Mp,p)" [Alp Mp,pr [v]p = [ul [Als [v]s = A(u, v),

en donde hemos usado la propiedad de [A]p en la tultima igualdad. Por la unicidad de la matriz
[A]p € K™ concluimos que [A]p = (Mp p/)' [Alp Mp p.
O

Ejemplo 13.10. Consideremos V = R? como R-ev, y sea A € Bil(V) la forma bilineal dada por

A((z1,22), (y1,¥2)) = x1Y1 + 21 Y2 + T2 Y1 + T2 Y2

Si consideramos la base canénica B, = {e1, e2} de V entonces realizando las evaluaciones corre-
spondientes A(e;, e) obtenemos que
11

Si ahora consideramos la base B = {(1,—1),(1,1)} de V entonces es sencillo verificar que

11
Mp..p = (—1 1)

Los célculos anteriores junto con el Corolario 13.9 muestran que

to-omsritminn=( ) () (4 -6 )

donde la 1ltima identidad se obtiene desarrollando el producto de las matrices.

El hecho de que la matriz [A] g sea diagonal sugiere que es conveniente considerar la representacién
de A en las coordenadas con respecto a la base B. En este caso, notemos que

1

. 1 -1
Mp p, = (Mp,.p)"" =3 (1 1)

en donde hemos invertido la matriz Mp, g que calculamos previamente. Asi,

omn=b(t ) ()=

Entonces, el célculo anterior de [A]p ahora indica que

1 - ! 1 r1 —
Al o) = (102 72) (09) (302 5) =+ ) o+

donde la ultima identidad se obtiene desarrollando el producto de las matrices. Finalmente, el
lector puede ahora verificar (cosa que en este ejemplo es sencillo) que A((x1,x2), (y1,y2)) = (y1 +
y2) (1 + z2) comparando esta expresién con la expresiéon que defina a A al comienzo del ejemplo.

A
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Mas adelante vamos a hacer un estudio sistematico sobre el fendmeno detras del ejemplo anterior.

Obs 13.11. Con las notaciones del Corolario 13.9, notemos la diferencia entre la formula para la
matriz de una forma bilineal bajo un cambio de base del espacio con respecto a la formula para la
matriz de un operador lineal bajo un cambio de base del espacio. Esta diferencia en las férmulas
indica una naturaleza distinta de los objetos que representan las matrices (atin cuando en ambos
casos se usen matrices en K"*™). Mas adelante vamos a considerar estas diferencias en un contexto
general de tensores de tipo (p,q) sobre V. A

Teorema 13.12. Sea V un K-ev y sea B = {v1,...,v,} una base de V. Entonces la funcion

[p: Bil(V) — K™" dada por A~ [Alp

es un isomorfismo lineal. En particular, dimg Bil(V) = n?.

Demostracion. Verificamos primero que la funcién definida en el enunciado es lineal; para ello, sean
decir a € K y A, B € Bil(V) entonces,

([ A+ Blp)jk = (a A+ B)(vj, vg) = a A(v; , v) + B(vj, vg) = (a[Alp + [BlB)jk »

donde hemos usado la definicién de la forma bilineal o A + B (ver Definicién 13.4) y la definicién
de matriz asociada a una forma bilineal con respecto a un base (tres veces!). Asi,

[0 A+ Blp=alAls+ BB

lo que muestra que la funcién definida en el enunciado es lineal. Si A, B € Bil(V) son tales que
[A]p = [B]p entonces, por la Proposicién 13.7, si u, v € V:

A(u, v) = [u]p [Al [v]s = [u]3 [B] [v]s = B(u, v),

de forma que A = B. Asi, la funcién definida en el enunciado es monomorfismo. Finalmente, si
A e K™ podemos definir la funcién A :V x V — K dada por

Au,v) = [ul Av]p € K para u,veV.

Entonces A es forma bilineal tal que [A]p = A (ejercicio. Sugerencia: recordar que tomar co-
ordenadas con respecto a una base es transformacion lineal y las propiedades de linealidad del
producto de matrices). Los hechos anteriores indican que la funcién definida en el enunciado es
isomorfismo. O

Definicién 13.13. Sea V un K-ev, dimg V =n y sea A € Bil(V). Definimos el rango de A como
el rango de la matriz [Alp € K"*", donde B denota una base (arbitraria de V). O

Obs 13.14. Con las notaciones de la definicién anterior, notemos que el rango de A estd bien
definido, en el sentido que no depende de la base B de V. En efecto, si B’ es otra base de V
entonces, por el Corolario 13.9, se tiene que

[Alp = (Mp,p)" [Alp Mp p .

La identidad anterior muestra que los rangos de las matrices [A]p y [A]p coinciden (ejercicio.
Sugerencia: probar que si A € K™*" es arbitraria y B € K™*" es matriz inversible entonces los
rangos de las matrices A, AB y BA coinciden). A

Proposicién 13.15. Sea V un K-ev, dimg V =n y sea A € Bil(V). Son equivalentes:

1. A tiene rango n;
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2. Para todo u € V, u# 0, existe v € V tal que A(u, v) # 0;

3. Para todo v € V, v # 0, existe u € V tal que A(u, v) # 0.

Demostracion. 1. = 2: sea u € V tal que u # 0; en particular, [u]p # 0. Como el rango de
[A]p coincide con el rango de su transpuesta [A]%; entonces las dimensiones de los nicleos de [A]p
y [A]l; también coinciden; como N([A]g) = {0} concluimos que N([A]}) = {0}. Asi, [A]; [u]p # 0
de forma que

0° # ([Alp [ulp)" = [u) [l

A partir de este hecho, concluimos que existe v € V tal que
0# [ulp [Alp [v]p = A(u, v),

en donde la verificacién de la existencia de v € V como antes es ejercicio.

2. = 1. Supongamos que vale 2. Sea B = {v1,...,v,} una base de V. Sea 0 # & = (zj)]— € K™;
si definimos u = 3%, ; v; € V entonces [u]p = &' de forma que u # 0. Por el item 2, existe v € V
tal que

A(u, v) = [u]p [A]p [v]5 # 0.

Lo anterior indica que [u]ly [A]p # 0* es decir, que [A]’ [u]p = [A]5 & # 0. Asi, dado Z # 0 hemos
verificado que [A]; Z # 0; este hecho indica que el nicleo N([A]%) = {0} y entonces el rango de
[A]l; es n. Entonces, el rango de [A]p también es n y vale el item 1.

La prueba de la equivalencia entre los ftems 1. y 3. es similar y se deja como ejercicio. 0

Definicién 13.16. Sea V un K-ev, dimg V =n y sea A € Bil(V). Decimos que A es no degenerada
st verifica alguna de las condiciones (equivalentes) de la Proposicion 13.15. ]

13.1 Formas simétricas, antisimétricas

En lo que sigue vamos a asumir, por simplicidad, que el cuerpo de escalares K verifica la condicién:
si 1x € K denota el nuetro del producto (unidad) entonces la suma Z?Zl 1x # 0, donde en la
suma anterior hay n términos, con n > 1 (aqui n es un nimero natural); en este caso, convenimos
en escribir 1x + ...+ 1xg = ng, donde ahora nx € K. Como ng # 0 entonces siempre podemos
considerar nl_(l € K: mas adelante, escribimos simplemente nx = n € K. Por ejemplo, si K =R 6
K = C entonces esta propiedad se verifica. Sin embargo, si K = Z, (los enteros médulo p € N, con
p primo) entonces Zﬁ-’:l 1=p =0 (donde a denota la clase de @ médulo p) de forma que Z, es un
cuerpo que no verifica nuestra hipétesis (y queda excluido de nuestro anélisis).

Comenzamos con dos definiciones relacionadas con el concepto de simetria y antisimetria (para
formas bilineales y matrices cuadradas).

Definicién 13.17. Sea V un K-ev, dimg V =n y sea A € Bil(V). Decimos que
1. A es simétrica si A(u, v) = A(v, u), para todos u, v € V.

2. A es antisimétrica si A(u, v) = —A(v, u), para todos u, v € V.

Definicién 13.18. Sea K un cuerpo y A € K™"*™. Decimos que A es matriz
1. A es simétrica si Apj = Aji, para 1 < j, k <n (es decir, At = A).

2. A es antisimétrica si Ayj = —Ajg, para 1 < j, k <n (es decir A" = —A).
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Ejemplo 13.19. Sea K = R: entonces las matrices

=) v =G o)

son tales que A" = A (A es simétrica) y B! = —B (B es antisimétrica). A
Obs 13.20. Sea K un cuerpoy A € K"*™,

1. Si A es matriz simétrica entonces para determinar a A basta conocer las entradas de la forma
Ajp € K conl<j<k<n (laparte “triangular superior” de A).

2. El conjunto de matrices n x n simétricas es un subespacio de K™*" de dimensién 3 n (n + 1)
(ejercicio. Sugerencia: considerar el {tem anterior para obtener una base de este espacio).

3. Si A es matriz antisimétrica entonces Aj; = 0 para 1 < j < n (pues Aj; = —A;;); para
determinar a A basta conocer las entradas de la forma Aj; € K con 1 < j <k < n (la parte
“estrictamente por arriba” de la diagonal principal de A).

4. El conjunto de matrices n x n antisimétricas es un subespacio de K"*" de dimensién 3 n (n—1)
(ejercicio. Sugerencia: considerar el {tem anterior para obtener una base de este espacio).

A

Proposicién 13.21. Sea V un K-ev, dimgV =n y sea A € Bil(V). Si B es una base arbitraria
de V entonces

1. A es simétrica si y solo si [Alp € K"*" es matriz simétrica.

2. A es antisimétrica si y solo si [Alp € K™" es matriz antisimétrica.

Demostracion. Probamos la equivalencia del item 1. y la prueba del item 2 queda como ejercicio.

Por un lado, es claro que si A es simétrica entonces [A]p resulta ser una matriz simétrica, por
la construccién de esta matriz (ver Definicién 13.6). Recirocamente, si [A|p es matriz simétrica
entonces [A]%; = [A]p. En particular, si u, v € V entonces A(v, u) = [v]; [A] g [u] p; usando que
K = K'™! de forma que la transposicién de elementos de K (pensados como matrices) satisface

a! = o para a € K:

A(v, u) = A(v, v)" = (5 [Als [ulp)" = [ulp [Alp [u]s = [u]p [Als [uls = Alu, v),

en donde hemos usado las propiedades de la transposicién de matrices (vistas en Algebra I). Las
igualdades anteriores muestran que 4 es simétrica en este caso. O

Como consecuencia del Teorema 13.12, la Observacién 13.20 y la Proposicion 13.21 deducimos el
siguiente resultado (cuya prueba es un ejercicio).

Corolario 13.22. Sea V un K-ev, dimg V = n. Entonces

1. El conjunto formado por todas las formas bilineales simétricas es un subespacio de Bil(V) de

dimension $n (n+1).

2. El conjunto formado por todas las formas bilineales antisimétricas es un subespacio de Bil(V)
de dimensién $n (n—1).

O
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Obs 13.23. Los conceptos de simetria y antisimetria en el caso de formas bilineales son, en cierto
sentido, contrapuestos. Concretamente, si ¥V un K-ev, dimgV = n y A € Bil(V) es tal que A es
simétrica y antisimétrica simultdneamente, entonces: si u, v € V se tiene que

Alu,v) =Av, u) = —A(u,v) = A(u,v)=0

en donde hemos usado la simetria en la primer igualdad y la antisimetria en la segunda desigualdad
y el hecho de que si o € K es tal que o + a = 0 entonces a« = 0 (esto es una consecuencia de que
O=a+a=allg+ 1) = a2k y 2K # 0: ver los comentarios al comienzo de la Seccién 13.1).
Asi, la forma nula es la que es la tnica forma bilineal simétrica y antisimétrica simultdneamente.

JAN

Proposicién 13.24. Sea V un K-ev, dimgV = n y sea A € Bil(V). Entonces existen tunicas
As, Ag € Bil(V) tales que:

1. Ag es simétrica y A, es antisimétrica;

2. A=A+ A,

Demostracién. Dada A € Bil(A) definimos A" : V x V — K dada por A'(u, v) = A(v, u), para
u, v € V. Entonces se verifica que A’ € Bil(V) (ejercicio). Ahora podemos definir Ay, A, € Bil(V)
dadas por

A= (A4 Ay A= a—ay.
2K 2K

Notemos que en la definicion de Ajs y A, hemos hecho uso de la estructura de K-ev de Bil(V) (y del
hecho de que A’ € Bil(V)). Ademis, la expresién 1/2x corresponde a 2,7, que estd bien definido
por la hipétesis general de esta seccién (ver los comentarios al comienzo de la Seccién 13.1), y se
verifica (aqui notamos 1 = 1x la unidad de K):

1 _ _
g(a—ka) =20 (g +1g)-a) =2 2k -a) = .
Por definicién de combinacién lineal en Bil(V) tenemos que, para u, v € V:

Ag(u, v) = QL(A(U, v)+A(v,u)) y  Agllu,v) = %(A(u, v)—Av, u)).

K K

Por definicién, se verifica que
1 t 1 t
As+As=—(A+A)+ —(A-A") = A.
2K 2K

Verifiquemos ahora la unicidad de la descomposicién; si suponemos que B, C € Bil(V) son tales que
B es simétrica, C es antisimétrica y A = B + C entonces

Ag+ Ag=A=B+C = A,—B=C—A,. (101)

En este caso, A; — B € Bil(V) es simétrica, mientras que C — A, € Bil(V) es antisimétrica (ver
el Corolario 13.22). Estas observaciones, junto con la identidad de la Eq. (101) y la Observacién
13.23 muestran que A; — B =0 = C — A,, porque la unica forma bilineal que es simultdneamente
simétrica y anti-simétrica es la forma nula; asi, As = By C = A,. O
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13.2 Formas cuadraticas

Definicion 13.25. Sea V un K-ev, dimg V = n. Una forma cuadrdtica sobre V es una funcion
Q :V — K tal que existe una forma bilineal A € Bil(V), que verifica Q(v) = A(v, v), para
v e V. ]

Obs 13.26. Sea V un K-ev, dimgV = n y sea @ : V — K una forma cuadratica sobre V. Por
hipétesis existe A € Bil(V) tal que Q(v) = A(v, v), para v € V. Sea B una base de V y sea
[Alp = (a;k)} r—; € K™ ". Entonces, si v € V tiene coordenadas [v]p = (a;)7_; € K",

Q)= A, v) =Pl [AlplE =YD ajapar=> > ajpa;a.

j=1 k=1 j=1 k=1

Notemos que el factor aj oy (= aj ;) en la sumatoria anterior aparece dos veces: una acom-
pananiado por aji y otra acompanado por ax;j. Entonces, podemos sacar factor comtn y re-escribir

n j—1

Z Zaﬂk ajap = (@i + arj) aj o + Zam a- (102)

j=1 k=1 j=1k=1

donde hemos restringido la sumatoria en k£ a los indices 1 < k < j — 1, para no repetir términos
(dado que la expresion (a;i+ax;) oj oy, corresponde a dos términos de la sumatoria inicial) y hemos
sumado los términos diagonales (es decir, cuando j = k) en la dltima sumatoria.

Finalmente, si definimos bj;, para 1 < k < j < n de forma que bj, = (ajr +ag;) si k < jy bj; = ayj
entonces la expresion en la Eq. (102) se transforma en

nj
=> > bipajar con  []p = (a;)}y, (103)

j=1k=1
que es la tipica presentacién de una forma cuadratica. A

Ejemplo 13.27. Sea U C R” un conjunto abierto y sea f : U — R una funcién de clase C?(U) es

. . . 2 . .
decir, tal que existen las segundas derivadas af_ 8]:% en U, y son funciones continuas. En este caso
J

se define el Hessiano de f en el punto u© € R"™ como

d*f
Hyu(v) = Pl (uttv)|i=o para v=(v1,...,0,).

Como f € C?(U) entonces se verifica que

~ o

Vit tolico =3 2L (w) v
J

dt ,
J=1

de forma que
li ( ) (’U/'f—t’l) | = Y ’ V; U
ful\V th t=0 — ;1319]9]9 7 Vk -

La expresién anterior permite verificar que Hy, : R" — R es una forma cuadrédtica. Esta forma
cuadratica estd relacionada con propiedades de concavidad de la gréafica de la funcién f; es por
ello que esta forma cuadratica, llamada forma Hessiana, juega un papel importante al momento de
determinar el comportamiento local de los llamados puntos criticos de f.

A
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Obs 13.28. Sea V un K-ev, dimgV = n y sea (Q : V — K una forma cuadratica sobre V. En
general existen muchas formas bilineales A € Bil(V) tales que Q(v) = A(v, v). Por ejemplo, si
Q@ :V — K es la forma cuadratica nula (que corresponde a la forma bilineal nula) entonces, si A es
cualquier forma bilineal antisimétrica se verifica que A(v, v) = —A(v, v) (por antisimetria) con lo
que A(v, v) = 0= Q(v), para v € V. Asi toda forma bilineal antisimétrica representa a la forma
cuadratica nula.

A

Sin embargo, si nos restringimos a considerar formas bilineales simétricas para representar formas
cuadraticas, entonces si hay unicidad. Para verificar este hecho, primero probamos el siguiente
lema: para simplificar la notacién escribimos 2 y % para denotar 2 = 1l + 1 y i = 2;{1, donde
1x =1 € K es la unidad (neutro para el producto) del cuerpo K.

Lema 13.29. Sea V un K-ev, dimgV = n y sea A una forma bilineal simétrica sobre V. Si
Q:V — K es la forma cuadrdtica sobre ¥V dada por Q(v) = A(v, v), para v € V, entonces

A, ) = 5(@Qu+v) = Q) Q) pams u eV,

Demostracion. Sean u, v € V; entonces

Qut+v) = Alut+v,u+v)=Au, u+v)+ Alv, u+v)
= (Alu, u) + A(u, v)) + (A(v, u) + A(v, v)) = Q(u) + 2 A(u, v) + Q(v),

donde hemos usado la relacién entre @ y A y el hecho de que A es simétrica. Despejando A(u, v)
de la ecuacion anterior, obtenemos la identidad del enunciado. O

Teorema 13.30. Sea V un K-ev, dimgV =n y sea @ : V — K una forma cuadrdtica sobre V.
Entonces existe una unica forma bilineal simétrica A sobre V tal que Q(v) = A(v, v), parav € V.

Demostracion. Por definicién, existe una forma bilineal B € Bil(V) tal que Q(v) = B(v, v), para
v € V. Definimos

A= L(B+B) eBil(V).

(con la notacién de la Proposicién 13.24, A = B, (ver también la prueba de ese resultado)).
Entonces, si v € V:

Ao, ) = 3(B+B)(w, v) = 5(Bu, v) + B0, v)) = 5(Qv) + Q) = Q0).

En particular, por el Lema 13.29, como A es simétrica tenemos que

1

Alu, v) = 5(Qu+v) = Qu) = Q(v))  para u,veEV.

Si C € Bil(V) es simétrica y tal que C(v, v) = Q(v), para v € V entonces, nuevamente por el Lema
13.29,

Clu,v) = %(Q(u—kv) —Q(u) —Q(v)) para wu,vel.

Las dos identidades anteriores muestran que A = C lo que establece la unicidad de A del enunciado.
O

Definicion 13.31. Sea V un K-ev, dimgV =n y sea Q : V — K una forma cuadrdtica sobre V.
Sea A € Bil(V) es la dnica forma bilineal simétrica tal que A(v, v) = Q(v), para v € V. Dada
una base B de V definimos la matriz de Q) con respecto a B, notada [Q]p como la matriz simétrica
[Qlp = [A]p € K™". O
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Obs 13.32. Sea V un K-ev, dimgV =n y sea @@ : V — K una forma cuadratica sobre V. Si B
es una base de V), en la Observacién 13.26 hemos mostrado que existen coeficientes bj;, € K para
1 <k <j<ntales que

n

J
= ZZ bjkajoy,  con  [v]p = (aj)i;.
j=1 k=1

En este caso, si definimos, para 1 < j, k < n:
b st 1<k<j—1
Cjk = bjj sik :j (104)
Tby sin>k>j>1

entonces [Qp = (cji)7—; (verificar, ejercicio. Sugerencia: notar que la matriz (cjk)};_; es
simétrica por construccién; si A € Bil(V) es la tnica forma bilineal tal que [A]p = (cjk)]—; en-
tonces A es una forma simétrica. Finalmente, probar que A representa a @ es decir: Q(v) = A(v,v),
para v € V). A

13.3 Formas sobre un espacio euclideo

En lo que sigue, vamos a llamar espacio euclideo a un R-EPI de dimensién finita. El arquetipo de
estos espacios es R™ con el producto interno usual (que corresponde a la geometria eucliea).

Proposicién 13.33. Sea (V,(, )) un espacio euclideo, dimg V = n. Si A € Bil(V) entonces existe
un unico T € L(V) tal que

Au,v)=(u,Tv) para u,veV.

Mads ain, si B es base ortonomal de V entonces [Alp = [T|p € R"*™.

Demostracion. Sea & = {v1,...,v,} una base ortonormal (arbitraria pero fija) de V. Consideramos
la matriz [Ale = (a;i)7;—, € R"*"; recordemos que entonces ajx = A(v;, vy) para 1 < j,n < n.
Sea T € L(V) el tnico operador tal que [T]¢ = [A]g. Por construccién de [Tg, sabemos que si
1<k <n,

Tu, = Zagk ve = (v, Tvp) = @i, = ajr, = A(vj, vg) € R, (105)

pues la k-esima columna de [T]¢ es [T vile y € es base ortonormal de V (verificar).
Asi, si u, v € V entonces, como £ es base ortonormal, tenemos que

n n

u=y (u,v) v , v=) (v, u) v = [ule = ((u, v;)j=1 » [le = ((v, vi))ios-

j=1 k=1

Entonces, por las propiedades del producto interno en espacios reales y la linealidad de T,

n

(w, Tvy = O (u,v) o5, TO (v, v ve)) =D > (u, v5) (v, vx) (v, Tog)
k=1

j=1 j=1 k=1

n

-3

Jj=1

(u, v) (v, ve) A(vj, v) = [ug [Ale [v]e = A(u, v),

M:

b
Il

1
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donde hemos usado la identidad en la Eq. (105); la antedltima igualdad es consecuencia de un
célculo directo (que en realidad ya hemos hecho, ver la Observacién 13.8). Los hechos anteriores
muestran que T representa la forma bilineal A en el sentido que vale la identidad del enunciado del
teorema.

Consideremos una base ortonormal arbitraria B de V. Entonces hemos verificado que la matriz de
cambio de base Mp g € R"*™ es una matriz unitaria (en algunos casos, las matrices unitarias de
entradas reales son también llamadas matrices ortogonales). Notemos que como Mg p es unitaria
y tiene entradas reales entonces (la conjugacién de las entradas de Mg p no cambia las entradas
porque son reales!) tenemos las identidades

Mg p = (Mg )" = (Mg,p)". (106)

En este caso, podemos calcular las matrices [T]p v [A]p usando las correspondientes férmulas
(distintas!) para el cambio de base de estas matrices

[T]p=M;5[Tle Mgy [Alp = (Mg p) [Ale Mg g = My [Ale Mg p

en donde hemos usado la identidad de la Eq. (106). Como [T]¢ = [A]s (por construccién de T') las
identidades anteriores nos permiten ver que [T']|p = [A]p, para la base ortonormal B también.

Finalmente, notemos que la unicidad de 7" es una consecuencia directa de la identidad A(u, v) =
(u, Tv) para u, v € V. En efecto, si S € L(V) es tal que A(u, v) = (u, Sv) para u, v € V entonces

(u, Tvy=A(u,v)=(u, Sv) para u,vel.

Asi, (u, (S —T)v) = 0 para u, v € V; tomando u = (S — T)v € V concluimos que (S —T)v =0
para v € V. Este iltimo hecho muestra que S =T O

Corolario 13.34. Sea (V,(,)) un espacio euclideo, dimgrV = n. Sea A € Bil(V) simétrica y
T € L(V) es el unico operador tal que A(u, v) = (u, Tv) para u, v € V. Entonces T € L(V) es
autoadjunto.

Demostracion. Como A es simétrica entonces, dados u, v € V tenemos que
(u, Tv)y=Au,v)=Aw,u) = (v, Tu)=(Tu,v),

donde hemos usado que el producto interno es a valores reales en la ultima identidad para poder
intercambiar los roles de la primer y segunda coordenada (sin modificar el valor del producto
interno). La identidad (T'u, v) = (u, T'v) para u, v € V, que se deduce de lo anterior, muestra
que T cumple el rol de su adjunto. Por la unicidad del operador adjunto de 7" ahora vemos que
T* =T y T es autoadjunto. O

Definicion 13.35. Sea V un K-ev, dimgV =n y sea Q : V — K una forma cuadrdtica. Dada
una base B de V decimos que B presenta a Q) en forma diagonal si existen aq,...,a, € K tales que

Q(u)=> aja para [ulp=(a;)}; € K"
j=1

Ol

Obs 13.36. Con las notaciones de la defincién anterior, es conveniente aclarar que los coeficientes
ai,...,a, € K no son unicos (si no que pueden depender de las distintas bases que presentan a )
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en forma diagonal). Por ejemplo, sea B = {v1,...,v,} una base de V que presenta a () en forma
diagonal; sean aq,...,a, € K tales que

u) = Zaj of para [ulp = (aj)j=y € K™.

Consideremos B’ = {2v1,...,2v,} que también es base de V (ejercicio). De hecho, es sencillo
verificar que si u € V es tal que

.
uls = (o) — [ = (G-
Entonces, haciendo el viejo truco de multiplicar y dividir por 4:

n

=Y aja?=Qu) = 4da (%)2 =Qu) =Y 4a; 87 para [ulp = (5;)1_, € K.
j=1 j=1 Jj=1

Asi, B’ también presenta a ) en forma diagonal, con coeficientes 4aq, ..., 4a, € K.
AN

Teorema 13.37 (Existencia de presentaciones diagonales de formas cuadraticas). Sea (V,(,)) un
espacio euclideo, dimrV =n. i Q : V — R es una forma cuadrdtica, entonces eziste una base
ortonormal B = {v1,...,v,} de V tal que B presenta a @ en forma diagonal es decir, eristen
ai,...,an € R tales que

V=30 v pera veV (lola= (v, v ).

Demostracion. Dada @ : V — R forma cuadrdtica, entonces el Teorema 13.30 existe una (dnica)
forma bilineal simétrica A € Bil(V) tal que Q(u) = A(u, u) para u € V.

Por la Proposicién 13.33 existe un (unico) T' € L(V) tal que A(u, v) = (u, Tv), para u, v € V.
Mas aun, como A es simétrica, el Corolario 13.34 garantiza que T' = T™ es operador autoadjunto.

Asi, por resultados vistos en las notas correspondientes al tp8 (segunda parte) T' es unitariamente
diagonalizable (que corresponde al estudio que hemos hecho en el caso de EPI reales). Entonces,
existe una base ortonormal B = {vi,...,v,} de V tal que [T]|p = diag(ai,...,a,) € R™" es
una matriz diagonal, con entradas en su diagonal principal dadas por ai,...,a, € R. En este
caso, aplicando resultados sobre operadores cuya matriz en una base resulta diagonal, vemos que
Tvj=ajvj, 1 <j<n.

Sea v € V; entonces, como B es base ortonormal de V tenemos que

n n

n n
v:Z<v vj)v; = Tv=T Zv vj) V) Zv vj) Tvj = Z(U,vj) aj vj
7j=1 7j=1

j=1 j=1
donde hemos usado la linealidad de T y las observaciones previas (T'v; = ajv;, 1 < j < n).
Finalmente, observemos que

n n

Q) = Av,v)=(v,Tv)= <Z(v, vj) v, Z(v, Vg) ak vk)

j=1 k=1

n n n n
= E (v, vj) E ai (v, vg) (vj, vg) = g (v, v5) aj (v, vj) E a; (v, vj)?
j=1 k=1 >

S J=1 J=1
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Obs 13.38. Con las notaciones del teorema anterior y de su prueba, notemos que la base B asi
como los coeficientes aq,...,a, € R surgen de encontrar una base ortonormal de V que diagonalice
al operador autoadjunto T' (en este caso, ay,...,a, € R son los autovalores de T', contando multi-
plicidades); el proceso de hallar tal base B (asumiendo que hemos podido hallar todas las raices del
polinomio caracteristico de T') ha sido descripto en notas anteriores (mediante la ortonornalizacién
de las bases de los autoespacios de T'). VAN

Ejemplo 13.39 (Forma canénica de una forma cuadratica). Consideremos ¥V = R3 como R-ev
con el producto interno usual (que es un espacio euclideo), y sea @ : R? — R la forma cuadratica
presentada como en la Eq. (103) de la Observacién 13.26, con respecto a la base canénica B, =

{e1, e2, e3}:

Q((w1,m2,33)) = Y > bjpjap

j=1k=1

donde, en este caso concretamente () estd dada por:

Q((z1,72,73)) = 27 +dxoxy +4a5+4x32 +8w370 + 4173 .
-

j=1 =2, 1<k<2 =3, 1<k<3

Asi,
bin=1,bo1 =4,byp=4,b31 =4,b32=8, b3z =4.

Podemos aplicar la férmula de la Eq. (104) de la Observacién 13.32 para calcular la matriz de @
con respecto a la base candnica, es decir [Q]p,: de esta forma, si [Q]p, = (Cjk)?,kzl € R3*3 entonces

1 2 2
Q.= (2 4 4
2 4 4
Notemos que [Q]p, resulta una matriz simétrica, pues por definicién [Q]p, = [A]p,, donde A €

Bil(R3) es la tinica forma bilineal simétrica que representa a Q (de forma que [A]p,) es una matriz
simétrica).

M4s atin, como B, es una base ortonormal de R? con respecto al producto interno usual de R3
entonces, la Proposicién 13.33 garantiza que

donde T € L(R?) es el tinico operador tal que
A(Z, ) = (&, Tiy) para &, jeR>.

Por el Corolario 13.34 sabemos que T es autoadjunto (también lo podemos deducir del hecho de
que la matriz [T]p, es una matriz simétrica real, y luego es una matriz autoadjunta (real), junto
con el hecho de que B. es una base ortonormal de R?).

Si ahora aplicamos los resultados de la teoria del tp8 (segunda parte), sabemos que existe una base
ortonormal B = {v1, v2, v3} de R? de autovectores de T": de hecho, para calcular la base B, primero
hallamos bases (arbitrarias) de los autoespacios de T": en este caso, si usamos la descripcién de la
matriz [T]p, anterior, concluimos que

pr(z) =det(z I — [T)p,) = 2° — 92* = 2%(x — 9)

Asi, los autovalores de T' son A\; = 9 con multiplicidad algebraica 1 y A2 = 0 con multiplicidad
algebraica 2.
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Maés atn, podemos hallar bases (arbitrarias) de los autoespacios:
Ep(M) = E7p(9) = N(A—-91) ={u1 = (1,2,2)}
ET()\Q) = ET(O) = N(A — OI) = N(A) = {U2 = (—2, 1,0) , Uz = (—2,0, 1)}

Luego, aplicamos el algoritmo de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a cada una de las bases de
cada uno de los autoespacios:

By ={u1} y Bs={ug, us} entoncesobtenemos B} ={wi} y Bj={ws, w3}
donde w1 = u; (por GS a By) y wy = ug
wy = (—2,0,1) — \;15 (—2,1,0) = (jg —2,\_/;1),
por GS a Bs. Finalmente, normalizando los vectores de B} obtenemos

1 1
= Tl wi =3

w3 = Uz —

U1

(1,2,2)

y normalizando los vectores de Bf = {ws, w3} obtenemos

! L 2,10 ! 030(- —2, 2 1)

Vg = w2 = —=(—2,1, y v3= 3=039(—%=—2,—,

fwall 2 V5 VARV

donde hemos aproximado la norma ||ws|~! ~ 0.39. Asf, BY = {v2,v3} es una base ortonormal de
E7(0). Entonces,

— W
[Jws|

B = {v1, v2, v3}

es una base ortonormal de R? tal que [T]p = diag(9,0,0) (verificar esta afirmacién). Finalmente,
dado v € R3 tal que

Q) =9, v))2+ 0w, 1) +0(w, v3)2 =9 (v, v)%.

Verificar estos hechos (notar que la iltima identidad vale en general, ver la prueba del Teorema
13.37). A

13.4 Ley de inercia para formas cuadraticas

Hemos visto que dada una forma cuadratica en un espacio euclideo V, entonces es posible hallar una
base (incluso una base ortonormal) B de V, tal que B presenta a @) en forma diagonal, en términos de
ciertos coeficientes reales. También hemos visto que estos coeficientes reales (los llamados aq, ..., a,
en la Definicién 13.35) no son tnicos. Sin embargo, como veremos a continuacién, hay unicidad
en términos de la cantidad de coeficientes positivos y negativos aparecen en las representaciones
diagonales.

Teorema 13.40. Sea (V,(,)) un espacio euclideo, dimgrV = n y sea Q : V — R una forma
cuadrdtica. Sean B = {vy,...,v,} y B' = {w1,...,w,} bases de V que presentan a Q en forma
diagonal; en este caso, sean ay,...,a, € R tales que, dado u € V arbitrario

Qu) = Zaj aJQ- para  [u]lp = ()7 € K™,
j=1
y sean by, ..., b, € R tales que, dado u € V arbitrario
Q(u) = ij ﬁj? para  [ulp = (B;)i—; € K".
j=1

FEntonces

#{i: a; >0 =#{j: b;>0}) vy #{7: ¢y <0} =#{j: b <0}).
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Demostracion. Antes que nada, aclaremos que la notacién #(A) hace referencia a la cantidad de
elementos del conjunto A.
Consideremos el conjunto de vectores Pp = {v; : a; > 0} y Ng = {v; : a; < 0}; mds atn,
llamemos

k= #(Pe)=#({j: a;>0) vy m=#Np)=#({j: a; <0}).
Podemos reordenar los elementos de la base B de forma que los elementos de Pg aparezcan listados
primero y luego aparezcan listados los elementos de Ng. Finalmente, el grupo restante de vectores

(es decir los vectores {v; : a; = 0}) los listamos al final. Llamando a este re-ordenamiento
nuevamente B = {vl, e ,vn}, en este caso tenemos que
k k+m
Q(u) = ch a]2~ + Z —cj - a? para  [u]lp = (o)} € K",
j=1 j=k+1
donde todos los ¢1,...,¢mik >0, {c1,...,cx} ={a;: a; >0} y{—crt1,.. ., —Chrm} ={a; : a; <

0} ( aqui hemos usado que las coordenadas con respecto a este reordenamiento -de la base inicial-
se obtienen aplicando el mismo reordenamiento a las coordenadas con respecto a la base inicial:
por eso los coeficientes positivos aparecen primero, luego los negativos y finalmente los nulos). En
la expresién para Q(u) hemos evitado escribir los términos correspondientes a a; = 0.

De forma andloga, re-ordenando los elementos de la base B’ (como antes, al reordenamiento de B’
lo seguimos llamando B’), podemos asumir que

p p+r
Qu)=>"d;B}+ > —d;j-B} para [ulp = (8;))= € K",
j=1 j=p+1

donde p = #({j : b; > 0}), r = #({j : b; < 0}), todos los di,...,dps, > 0y tales que
{di,....dp} ={bj : bj >0}y {—dps1,...,—dr} = {bj : bj < 0}. En la expresién para Q(u)
hemos evitado escribir los términos correspondientes a b; = 0.

En resumen, en los parrafos anteriores hemos re-ordenado las bases para poder presentar a () en
forma diagonal con respecto a (los re-ordenamientos de) B y B’, de forma tal que los coeficientes
positivos en la representacion diagonal aparecen primero en cada lista, y los coeficientes negativos
en la representacion diagonal aparecen en un segundo grupo en cada lista. Es importante notar que
este procedimiento (la re-ordenacién) no cambia la cantidad de coeficientes positivos y negativos
que tenfamos inicialmente, para cada una de las presentaciones diagonales de @) (porque justamente,
queremos entender como son esas cantidades, de forma que no debemos modificarlas!!).

Ahora que hemos organizado de forma conveniente las presentaciones de (), argumentamos como
sigue: supongamos que las cantidades k y p de coeficientes positivos en cada representacién diagonal
no coinciden. En este caso se tiene, por ejemplo, que k > p (el caso k < p se trata de forma
completamente andloga).

Definimos los subespacios Vi = {vi,...,v} ¥y Vi = {wpt1,...,wn}. Entonces dimg V) = k,
dimg V = n — p (porqué?). Dos hechos fundamentales son:

1. siu € Vy, u # 0 entonces Q(u) > 0: en efecto, si u € Vy, u # 0 entonces u = Z?Zl a; vj con
algin oj # 0 para 1 < j < k. Entonces

k

[U]B:(alv"‘7ak707“'70) = Q(u):Zc]a32>0
j=1

pues: como ¢; >0y 04]2- > 0 entonces c; a? >0, para 1 < j < k; y existe algin «o; # 0 lo que
implica que c; ajz > 0 para algin 1 < j < k.
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2. siu € Vy entonces Q(u) < 0: en efecto, si u € Vo, u # 0 entonces u = Z?:pﬂ B w;j. Entonces

p+r

[Wlpr = (0,0, Bpt1s- s Bn) = Qu)=— > d; 57 <0

Jj=p+1
pues: como dj >0y 6]2- > 0 entonces d; 5]2- >0,parap+1<j<r—+r.

Pero como hemos supuesto que las cantidades (nimeros naturales) k > p entonces se tiene que
dimg V) + dimg Vo =k+n—p=n+ (k—p) >n,

pues k —p > 1.
Si aplicamos un resultado visto en las primeras notas:

n > dimg(V1 + Vo) = dimg (V1) + dimg (V1) — dimg (V1 N V) > n — dimg(V) N Va)
concluimos que dimg (V) NVs) > 1; de otra forma dimg(V; NVsy) = 0 y la desigualdad se transforma
en n > n, que es una contradiccién!. En particular, V1 NV, # {0} no se reduce al subespacio nulo.

Sea u € V1 NV # {0} tal que u # 0. Entonces, en tanto u € V; podemos aplicar el item 1 de las
observaciones previas y concluir que Q(u) > 0. Por otro lado, en tanto u € Vs podemos aplicar el
item 2 de las observaciones previas y concluir que Q(u) < 0, que contradice la desigualdad Q(u) > 0
anterior. Esta contradiccién surge de suponer que k£ > p. En consecuencia, k& < p. Si suponemos
que k < p entonces, cambiando los roles de las bases B y B’, llegamos también a una contradiccién
(en este caso, la contradiccién depende de construir subespacios W, y Ws adecuados, ejercicio).
Asi, concluimos que k£ = p.

Podemos aplicar un argumento similar al visto previamente para concluir que m = r (como antes,
si m # r entonces se pueden construir subespacios adecuados W; y Ws de V, cuya existencia lleva
a una contradiccién). Los detalles quedan a cargo del lector.

Finalmente, completando los detalles dejados al lector, concluimos que K = p y m = r, como
queriamos. ]

Definicién 13.41. Sea (V,(,)) un espacio euclideo, dimgV = n y sea Q : V — R una forma
cuadrdtica. Sea B una base deV que presenta a QQ en forma diagonal; en este caso, sean ay,...,a, €
R tales que, dado w € V arbitrario

Q(u) = Zaj 04]2 para  [u]lp = (ay)j— € K™,
j=1

Definimos:
1. El indice de inercia positivo de QQ como #({j : aj > 0});
2. El indice de inercia negativo de Q como #({j : a; < 0});
3. El indice de inercia de @ como #({j : aj # 0}).
O

Notemos que el Teorema 13.40 garantiza que los indices de inercia estdn bien definidos en el sentido
que no dependen de la base B elegida.
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13.5 Formas semidefinidas
Comenzamos con los siguientes conceptos:

Definicién 13.42. Sea (V,(,)) un espacio euclideo, dimgrV = n y sea Q : V — R una forma
cuadrdtica. Decimos que @) es

1. semidefinida (resp. definida) positiva si Q(v) >0 (resp. Q(v) >0) siv#0 ;
2. semidefinida (resp. definida) negativa si Q(v) <0 (resp. Q(v) <0) siv#0 ;
3. indefinida si existen v, w € V tales que Q(v) - Q(w) < 0.
O

Proposicién 13.43. Sea (V,(, )) un espacio euclideo, dimgrV = n. Sea Q : V — R una forma
cuadrdtica, sea A € Bil(V) la tinica forma bilineal simétrica que representa a Q y sea T € L(V) el
unico operador autoadjunto que representa a A (ver Proposicion 13.33 y el Corolario 13.34). Las
stguientes condiciones son equivalentes:

1. Q es semidefinida positiva;
2. El indice de inercia negativo de Q) es 0;

3. o(T) C [0,00).

Demostracion. La prueba de la equivalencia 1 < 2 es una consecuencia de las Definiciones 13.41 y
13.42 (ejercicio).

Sea T' € L(V) como en el enunciado. Utilizando el mismo argumento de la prueba del Teorema
13.37, conluimos que existe una base ortonormal B = {v1,...,v,} de V y escalares a; € R tales
que T'v; = ajv; para 1 < j <n tales que

Qu) = Zaj (u,v;)> para weV.
j=1

Notemos que por definicién [T|p = diag(ay,...,a,) de forma que los autovalores de T' son (posi-
blemente contando repeticiones) ay, ..., a,. Lo anterior indica que pr(z) = H?Zl(x — a;) de forma
que o(T) =A{a1,...,a,} (en donde hemos incluido posibles repeticiones de los autovalores).

Finalmente, notemos que () es semidefinida positiva si y solo si a; > 0 para 1 < j < n, dado
que {u, vj)> > 0 para todo u € V y todo 1 < j < n (conviene notar aqui que Q(v;) = a; para
1 < j < n): ejercicio. La equivalencia entre los items 2 y 3 es consecuencia del los hechos anteriores
junto con la observacién de que o(T') = {a1,...,an}. O

Para indicar el interés de la nociéon de forma semidefinida y para mostrar un posible uso de la
proposicién anterior, consideramos el siguiente ejemplo (que ustedes ya han visto en el contexto de
extremos locales en Analisis 2).

Ejemplo 13.44. Consideramos nuevamente el Ejemplo 13.27. Asi, consideramos U C R" un
conjunto abierto y sea f : U — R una funcién de clase C2(U). En este el Hessiano de f en el punto
u € R™ estd dado por

2
Hf’u(v)zﬁ(u—ktv)]t:o para v = (v1,...,0p),
de forma que
dzf " 0%f
H:,(v) = —= tv)|i=o = P U - 107
o) = G 10 = 323 5 (107)
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La expresién anterior permite verificar que Hy, : R® — R es una forma cuadrética. En este
presentacién de ) estamos usando las coordenadas de v € R™ con respecto a la base candnica B,:
recordemos que se tiene que [v]p, = v € R™.

Es un hecho conocido de Anadlisis 2 que en nuestro caso se verifica:

0%f 0%f
= <jin<n.
92,008 u) Doz, (u) para 1<jn<n (108)

En particular, si definimos la matriz Hessiana

02f
Oxj0xy,

V2 f(u) = ( (u))jp=1 € R
entonces V2 f(u) resulta una matriz simétrica real (por la Eq. (108)); asi V2f(u) € R™ " es una
matriz real autoadjunta.

Maés atn, si consideramos la forma bilineal en R™ dada por
(0,w) = (v, V*f(u) - w)

entonces esta forma simétrica (pues la matriz de esta forma bilineal con respecto a la base canénica
B. es V2f(u) que es una matriz simétrica) y, usando la Eq. (107), vemos que representa a Q.
Si consideramos a R™ como espacio euclideo, con el producto interno usual, entonces el (inico)
operador autoadjunto 7y, € L(R™) que representa a esta forma bilineal simétrica es T ,(v) =
V2f(u) - v, para v € R". De hecho, notemos que B, es base ortonormal que verifica que TfulB. =
V2f(u) (ver Proposicién 13.33).

En Anélisis 2 han probado que si v € U es un punto critico (es decir Vf(u) = 0) entonces u
es un minimo local si y solo si la forma Hessiana es semidefinida positiva. La Proposicion 13.43
permite determinar si la forma es semidefinida, mediante el estudio de los signos de los autovalores
de la matriz Hessiana V2 f(u) (que coinciden con los autovalores del operador T,,). Esto permite
formalizar el estudio realizado en Anadlisis 2, mediante técnicas del Algebra Lineal. A

14 Transformaciones multilineales y producto tensorial

En lo que sigue, dados Vy,...,V, K-ev’s vamos a considerar el producto cartesiano
Vix...xV
como conjuntos: en este caso, los elementos de V; x ... x V, son p-uplas de la forma (vy,...,vp),

tal que v; € Vj para 1 < j < p.

Definicién 14.1. Sean Vi,...,V,, U K-ev’s. Una funcion ¢ : Vi x ... xV, = U (definida en
el producto cartesiano de los espacios) es una transformacion p-lineal (6 multilineal) si para todo
1 <@ < p se verifica: para cualesquiera vj € V; paral < j#i<p ytodosu,veV; yaec K

O(V1, . Vi1, UV, Vg1, -, V) = QP(UL, o Vi1, Wy Vig 1, - - -5 Up) + @(V1, oo, Vi1, U, Vigd, - . -, Up)
O
Obs 14.2. Con las notaciones de la definicién anterior, una funcién ¢ : Vi x ... x V, = U es

multilineal si para cada 1 < ¢ < n se verifica: para cualesquiera v; € V; la funcién

gO(Ul,.. . ,vi,l,-,vprl,...,vp) Vi —U
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tal que a v € V; le asigna el valor

@(Ul,. <oy Ui—1, U, Uit 1, - - - 7vp)

es transformacién lineal: notemos que la condicién escrita en la Eq. que aparece en la Definicién

14.1 corresponde a la linealidad de la transformacién p(vi, ..., vi—1,, Vit1, ..., Vp).
En particular, si ¢ es multilineal entonces: si uy,...,um € V; v a1,...,a, € K entonces
m m
gp(vl,...,vi,l, E Olj’LLj,UZ‘+1,...,Up): E aj<p(v1,...,vi,l,uj,vprl,...,vp).

Ejemplos 14.3. Sea K un cuerpo.
1.SivV=K" W=K"y U= K"™" como K-ev, entonces la funcién ¢ : V x W — U dada por
o(@,§) =2 7" para TV y FeW
es una transformacién 2-lineal (6 transformacién bilineales): verificar, ejercicio.
2. Si VY =K""™entonces la ¢ : V xV x V — V dada por
0(A,B,C)=A-B-C para A, B, CeV
es transformacion 3-lineal : verificar, ejercicio..

3. Sea V un K-evysea F:V x L(V)—V dada por E(v,T) =T (v) parav € Vy T € L(V) es
una transformacién 2-lineal : verificar, ejercicio.

A
Definicién 14.4. Sean Vi,...,V,, U K-ev’s. El conjunto de todas las transformaciones p-lineales
es notado Hom(V1,...,V,; U). O

Proposicién 14.5. Sean Vi,...,V,, U K-ev’s. Dadas ¢, € Hom(V1,...,V,; U) y o € K en-
tonces definimos, st a o+ : Vi X ... x V, = U dada por

ap+P(vr,...,vp) =ap(vr,...,vp) +(v1,...,0,) €U

se verifica que o + 1 € Hom(Vy,...,V,; U). Mds ain, Hom(V1,...,V,; U) dotado de la suma
y la accion escalar definidas previamente resulta un K-ev. En particular el vector nulo de este

espacio es la transformacion p-lineal 0 : Vi x ... x V,, = U dada por O(v1,...,vp) = Oy, para todo
(Ul, ce ,Up).
Demostracion. Ejercicio. ]

Ejemplo 14.6. Sean V, W K-ev’s. Hemos considerado previamente al menos dos familias de
espacios vectoriales de la siguiente forma:

1. Hom(V; W) = L(V,W): es decir, las transformaciones 1-lineales de VV en W son, simplemente,
las transformaciones lineales de V en W. En este caso, también coinciden la estructura de
espacio vectorial sobre K.

2. Si consideramos a K como K-ev, entonces Hom(V, W; K) =Bil(V,W): es decir, las trans-
formaciones 2-lineales a valores en K son las formas bilineales que hemos considerado en las
notas anteriores.

En los dos casos anteriores, notar el uso del “punto y coma” en la notacién con el “Hom”, para
diferenciar el rol del dltimo de los espacios vectoriales. A
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14.1 Producto tensorial de dos espacios vectoriales

Proposicién 14.7. Sean V, W, U K-ev’s y sea ¢ € Hom(V,W;U). Supongamos que By =
{vi,...,vn} y By ={w1,...,wn} son bases de V y W, tales que

B ={p(vj,wg) : 1<j<n, 1<k<m}

es una base de U. Entonces dadas cualesquiera By, = {u1,...,up} y By, = {21,...,2m} bases de
V y W respectivamente, entonces B' = {¢(uj,2;) : 1 < j<n,1 <k <m} es base de U.

Demostracién. Por hipdtesis dimg U = #(B) = n - m, pues B es base de Y. Como #(B’) =n -m,
entonces para verificar que B’ es base, basta ver que B’ genera a U. Asi, verificamos que B’ es un
sistema de generadores de Uf; sea entonces u € U: por hipétesis, existen coeficientes o, € K para
1<j<nyl<k<mtales que

=D ajn plvg,w). (109)
7=1 k=1

Por otro lado, dados 1 < j < ny 1 <k < m existen coeficientes 3y, yox € K, paral1 </l <ny
1 < h < m tales que

n m
vj = Zﬁg’j Uy Yy W = Z’yh’k Zp . (110)
=1 h=1
Usando las representaciones en las Eqgs. 109 y 110 vemos que
n m n m n
uo= Y > ke Zﬁm ug Z%kzh D> ajn Zﬁz,;sO ug, Z’thzh
j=1k=1 j=1k=1
n m n m n m
= > ajs Zﬁm Z’th(ﬁ ue, ) =Y &k Bej Tk o(ue, zn)
j=1k=1 /=1 j=1k=14¢=1 h=1
n m n m n m
= I ADD an Beg wnk | elue, z) =D nen olue, z)
£=1 h=1 \j=1k=1 ¢=1 h=1

donde hemos usado la 2-linealidad de ¢, y hemos intercambiado el orden de sumancién (sin modificar
la suma total), y donde hemos considerado

n m
Nep = Zzaj,k Bej i € K.

j=1 k=1
Las identidades anteriores muestran que B’ es un sistema de generadores de U; por el argumento
previamente mencionado en este caso, deducimos que B’ es base de U. O

Ya estamos en condiciones de introducir el concepto de producto tensorial de dos K-ev’s.

Definicion 14.8. Sean V, W K-ev’s de dimension finita. Un producto tensorial de V y W es
un par (®, X) formado por un K-ev X y una transformacion 2-lineal @ : V x W — X tales
que si By = {v1,...,u,} y By = {w1,...,wy} son bases de V y W respectivamente, entonces
{®@j,wg) : 1<j<n, 1<k<m} esbase de X. O

Obs 14.9. Con las notaciones de la definicién anterior, notemos que la Proposiciéon 14.7, indica
que basta verificar que {®(vj,w;) : 1 <j<n, 1<k <m} esbase de X para un par de bases
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By y Byy particulares. Por otro lado, dado un producto tensorial (®, X) de V y W en adelante
notaremos:
vw:=®(v,w) para (v, w)eEVXW.

En este contexto v ® w es llamado un tensor elemental.

Las propiedades de 2-linealidad de ® se pueden re-escribir con nuestra nueva convencién como
sigue: si vi,...,vp EVywy,...,wm EWYyal,...,an € Ky pBi,...,Bn € K entonces

O )@ O Brwr) = D aj (@O Brwr) =D a; Y B (v @ wy)
j=1 k=1 j=1 k=1 k=1

Jj=1
n

m
= Z o By v @ wy,

j=1k=1

Hemos incluido el uso de parantesis, para clarificar el sentido de las expresiones anteriores. Sin
embargo, en adelante, vamos a evitar el uso de tales paréntesis y el lector deberd inspeccionar con
cuidado las expresiones y en particular, el uso de la notacion ®. A

Ejemplo 14.10. Sea K un cuerpo, y consideremos K" = K™*! K™ = K™Xl y K™™ como
K-ev's. Sea ® : K™ x K™ — K™™ dada por

®(,§) =77 € K™,

donde y! € K™ denota el transpuesto del vector 7. Entonces ® es una transformacién 2-lineal
(ejercicio). Mas aun, si By = {e1,...,e,} y Ba = {f1,..., fm} denotan las bases canénicas de K"
y K™ respectivamente, entonces

e ® fj = (e, ;) = e ff = B € K™

donde E%J es la matriz que tiene una tnica entrada no nula, que es igual a 1 y se encuentra en la
entrada (i, j): verificar, ejercicio. Hemos visto que {E*/ : 1<i<n, 1<j<m} es una base de
K™ ™ De esta forma, el par (®, K™*") cumple con las propiedades de la Definicién 14.8 y es un
producto tensorial de K™ y K™. A

Obs 14.11 (Fundamentall!). Sean V, W K-ev’s de dimensién finita. Calculamos un producto
tensorial de los espacios V y W; para eso, consideramos (v,w) € V ® W: en este caso, podemos
definir v®@w € L(V*, W) (ojo: aqui la expresién v ® w es un nombre para cierta funcién!) dada por

v@w(f)=f(v)-w para feV,

(recordar que f(v) € K es un escalar). Es claro que v ® w asi definido es una transformacion lineal
de V* en W:

v@w(af+yg) = (af+9)(v) w=(af(v)+g0) w=af(v) wt+g) w
= avuw(f)+vew(g).

Ademés, la funcién ®(-,-) : V x W — L(V*, W) dada por
®@v,w) =v®w e L(V,W)
es 2-lineal: por ejemplo

Sautvw)(f) = (a-utv)@u(f)=flau+v)-w=(afu)+f(v)w
(a f(w) - w+ f) - w = aud w(f)+v @ w(f)
= Ja-®(uw) + 8, w)(f)
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donde hemos usado la definicién del valor (au + v) @ w(f), la definicién de - u@w y v @ w, y
finalmente la definicién de la suma en L(V*,WV). Como f € V* era arbitrario, entonces concluimos
la identidad entre las transformaciones lineales

®(au+v,w) =a-(u,w) + @(v,w) .
De forma similar, se verifica
R, aw+z) = a-@(v,w) + (v, z).

Las dos ecuaciones anteriores muestran que la funcién ® : V x W — L(V*, W) es 2-lineal. Por otro
lado, sea By = {vi,...,v,} base de V, sea B}, = {fi,..., fn} la base dual de la base By y sea
By ={wi,...,wy,} base de W.

Recordemos que hemos construido una base de L(V*, W) como sigue: dado 1 <p<my1<qg<n
entonces definimos

E®D ¢ LV, W) tal que E(p’q)(fj) =djqwp , 1<j<n,
donde ¢;, denota la delta de Kroncker; en este caso, hemos probado que el conjunto
B={E®) . 1<p<m,1<qg<n}

es base de L(V*,W) (ver notas anteriores). Notemos que si elegimos 1 < p <m, 1 < g<ny
1 <5 < n entonces

Vg @ wp(f5) = fj(vq) - wp = Gjpwp = E(p’Q)(fj)
donde hemos usado la definicién de la transformacién v, ® w), y las relaciones de dualidad entre la

base By y By,. Como 1 < j < n es arbitrario, y By, = {f1,..., fn} es base de V* entonces se tiene
la igualdad entre las transformaciones lineales

vq®wp:E(p’q) = B={y,Qw, : 1<p<m,1<q¢<n}

es base de L(V*,W). Las propiedades anteriores junto con la Definicién 14.8 muestran que el
par (®, L(V*, V) es un producto tensorial de los espacios V y W. Para finalizar, notemos que
segin la Definicién 14.4 se tiene que L(V*, W) = Hom(V*; W) (transformaciones 1-lineales =
transformaciones lineales!!). A

Como consecuencia del desarrollo de la Observacién anterior, hemos probado:

Teorema 14.12. Sean V, W K-ev’s. Entonces existe un producto tensorial de V y W. En este
caso, dimyg X = dimg V - dimg W.

O]

Obs 14.13. Sean V, W K-ev’s de dimensién finita y consideremos las notaciones del Ejemplo
14.11. Hay una serie de cuestiones que siempre conviene tener en mente en el caso de productos
tensoriales:

1. Por un lado, no todo elemento del producto tensorial X de V y W (en nuestro caso X =
L(V*,W)) es un tensor elemental: de hecho, si v € V y w € W entonces v ® w € L(V*, W)
es una transformacién que verifica: v ® w(f) = f(v) w, de forma que Im(v ® w) C {w}: asi,
si w # 0 # v entonces dimg Im(v ® w) = 1. Si las dimensiones de YW y V son (ambas)
mayores 6 iguales que 2, entonces podemos construir transformaciones T € L(V*, W) con
dimg Im(7T") > 2, de forma que T" no puede ser igual a v ® w para vectores v € Vy w € W.
Esto no contradice el hecho de que los tensores elementales generan linealmente a X' (porque
siempre hay bases formadas por tensores elementales!).
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2. Si h € YV ® W entonces, en general, hay distintas formas de expresar a h como combinacién
de tensores elementales: el ejemplo mas sencillo tal vez sea notar que

200w =2V w) =v® 2w

donde hemos usado la 2-linealidad del producto tensorial: asi (2v) ® w = v ® (2w), pero en
general, 2v # vy w # 2w. En consecuencia, hay que tener cuidado al momento de representar
un elemento arbitrario del producto tensorial como combinacién lineal de tensores elementales.
Sin embargo, recordemos que siempre podemos tomar una base de tensores elementales: en
este caso, como es el caso de cualquier base, si tenemos unicidad de la representacion.

A

Mis adelante, veremos que el producto tensorial de espacios es esencialmente tinico.

Teorema 14.14 (Propiedad universal del producto tensorial). Sean V, W, U K-ev’s de dimension
finita y sea (&, X) un producto tensorial de V yW. Dada ¢ € Hom(V, W ;U) entonces existe una
inica transformacion lineal T, € L(X, U) tal que

p=T,0o® esdeir : @v,w)=T,(vew) para (v,w)eEVXW. (111)
Demostracion. Sean By = {vy,...,v,} y By = {wi,...,wy} bases de V y W respectivamente.
Entonces, por la Definicién 14.8 y nuestra hipotesis, el conjunto

B={vjow, : 1<j<n,1<k<m}

es base de X. Entonces, definimos T,, € L(X,U) como la tinica transformacién lineal que transforma
los elementos de la base B segun la férmula

Ty(v; @wy) = p(vj,wg) €U para 1<j<n,1<k<m.

Notemos que hemos usado un resultado sobre la existencia (y abundancia) de transformaciones
lineales. En este caso, T, queda completamente determinada y de forma tnica. Veamos que T,
satisface la Eq. (111) : dados v € V y w € W arbitrarios, entonces existen coeficientes ayq, ..., a;, €
Kypi,...,0n € K tales que

n m
v = E ajv;y W= E B wy, .
j=1 k=1

Entonces, usando las propiedades de 2-linealidad de ® y ¢ (ver Observaciones 14.2 y 14.9), y las
propiedades de linealidad de T, tenemos que

n m
T,wow) = To() aju;©) Bruwp) = Z% Zﬁk vj ® wy)
j=1 k=1 J=1
— ZO‘J ZﬂkT v; @ wy) = ZO‘J Zﬁlﬂﬂ%;wk
j=1 Jj=1
= Za] @v],z,ﬁkwk ZOZJU], = p(v,w)

Finalmente, verificamos la unicidad de T,: si R € L(X ,Z/{) es una transformacién lineal tal que
Uw®w) = p(v,w) para (v,w) € V x W entonces
R(v; ® wy) = p(vj,wy) = Tp(v; @wy) para  1<j<n,1<k<m.

De forma que Ty, R € L(X,U) son transformaciones que toman los mismos valores en cada uno de
los vectores de la base B de X'; pero esto ultimo muestra que T, = R. O
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Obs 14.15. Con las notaciones del Teorema 14.14:
1. Decimos que T, es la linealizacién de ¢ ;

2. Podemos considerar que en la representacién ¢ = T, 0®, la 2-linealidad de ¢ quedé absorvida
por la 2-linealidad de ® .

A

Corolario 14.16 (Unicidad del producto tensorial). Sean V, W dos K-ev’s y sean (®1,X1) y
(®2, Xa) dos productos tensoriales de V y W, segin la Definicion 14.8. Entonces existe un inico
isomorfismo ® : X1 — Xy que verifica

v w)=v®w para (v,w) €V X W.

Demostracion. Para probar este resultado, vamos a usar la propiedad universal del producto ten-
sorial enunciada en el Teorema 14.14. En efecto, notemos que por hipétesis, ®2 € Hom(V, W ; X»)
es una transformacién 2-lineal. Por el Teorema 14.14 aplicada al producto tensorial (®1, X7) y
© = ®9, existe una unica transformacién Ty, € L(X;, Xs) tal que

Te,(v @1 w) = @2(v,w) =v®w para (v,w) €V XW.
Llamemos & = Ti,; entonces, usando la identidad anterior y la definicién de ®:
Pv@w)=v®w para (v,w) €V XW.

Veamos que @ es isomorfismo: si By = {vy,...,v,} y By = {wi,...,wy} son bases de V y W
respectivamente, entonces sabemos que

Bi={vj®iwg : 1<j<n,1<k<m} y By={vj®uw; : 1<j<n,1<k<m}
son bases de X; y Xy respectivamente. Pero notemos que, en particular,

Q(v; @ wg) =vj@wy, para 1<j<n,1<k<m,

de forma que ® transforma la base B; en la base By. Por resultados vistos previamente, ® es un
isomorfismo lineal. O

Obs 14.17. Con las notaciones del corolario anterior, notemos que sabiamos de antemano que
dimg X} = dimg Xy (ver el Teorema 14.12). De forma que los espacios son isomorfos! Pero el
isomorfismo ® del corolario anterior es especial: este isomorfismo ademas identifica cada tensor
elemental v ®1 w con el correspondiente v ®9 w, de forma que en realidad ® permite identificar toda
la informacién contenida en los pares (®1,X]) y (®2,X2). (Cabe aclarar que es posible construir
isomorfismos lineales entre X y X que no respetan a los tensores elementales, en el sentido anterior).
Es por esto que ® es un isomorfismo entre (toda la estructura) de productos tensoriales. Por otro
lado, notemos que la construccién de este isomorfismo no hizo uso de bases de los espacios; es por
esto que es llamado un isomorfismo natural.

Es por esto que en adelante, usaremos la notacion
(®,VeW)

para el (esencialmente) tinico producto tensorial de los espacios V y W (incluso, a veces simplemente
escribimos V ® W para el producto tensorial, donde la transformacién 2-lineal ® : YV xW — VW
queda implicita). A
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Ejemplo 14.18. Sean V, W K-ev’s de dimensién finita. Entonces
V'W=LV,W). (112)

En efecto, dados f € V*, w € W definimos fow € L(V, W) dada por f@w(v) = f(v)-w, parav € V
(verificar que f®w es transformacion lineal). De esta forma, queda definida ® : V*xW — L(V, W)
dada por

VEXWS (f,w)—= fowe LV, W)
que es una transformacién 2-lineal (verificar). Finalmente, si By = {v1,...,v,} es base de V con
base dual By, = {f1,....fa} y Bw = {w1,...,wp}esbasede W:sil<p<myl<qg<n
entonces

fq @ wp(vj) = fo(vj) wp = djqwp = E(p’q)(vj) para 1<j<mn

donde {E®®) = fo@wp, : 1<p<m,1<q<n}eslabasede L(V, W) asociada a las bases
By y Byy, como en las notas para el tp4. Por el Corolario 14.16 y la Observacién 14.17 concluimos
que vale la Eq. (112). A

Ejemplo 14.19. Sean V, W K-ev’s de dimension finita. Entonces
Ve W*=Bil(V, W). (113)

En efecto, dados f € V*, g € W* definimos f ® g € Bil(V, W) dada por f ® g(v,w) = f(v) - g(w),
para (v,w) € V x W (verificar que f ® g es bilineal). De esta forma, queda definida ® : V* x W* —
Bil(V, W) dada por

VEXW s (f,g9)— f®geBil(V, W)
que es una transformacién 2-lineal (verificar). Finalmente, si By = {v1,...,v,} es base de V con
base dual By, = {f1,..., fn} ¥y Bw = {w1,...,w,} es base de W con base dual B}, = {g1,...,9m}
entonces B = {fi®g; : 1<i<n,1<j<m}esbasedeBil(V, W): de hecho, si A € Bil(V, W)

entonces
n m

A= A(vi,wy) - fi ® gj € Bil(V, W).

i=1 j=1

(verificar la identidad anterior). Entonces B es un sistema de generadores de Bil(V, W) con n-m
elementos, con lo cual B es una base de este espacio. Por el Corolario 14.16 y la Observacion 14.17
concluimos que vale la Eq. (113). A

Corolario 14.20. Sean V, W, U K-ev’s de dimension finita. Entonces la funcion
U : Hom(V,W;U) — L(YV @ W,U) = Hom(V @ W;U)

dada por W(p) = T,, para ¢ € Hom(V,W;U) (donde T, es como en el Teorema 14.14) es un
isomorfismo de K-ev’s. En particular,

dimg Hom(V,W;U) = dimg L(YV @ W,U) = dimg V@ W - dimg U = dimg V - dimg W - dimg U .

Demostracion. Como fue indicado en la Proposicién 14.5, Hom(V, W ;U) es un K-ev (de hecho,
en el enunciado de este resultado hemos descrito la suma y la accion por escalares de este espacio
vectorial). Recordemos ademds que dada ¢ € Hom(V,W;U) entonces T, € L(V ® W,U) esta
determinada de forma tnica por la identidad T,(v ® w) = ¢(v,w) para (v,w) € V x W (ver
Teorema 14.14). Veamos que V¥ es lineal: en efecto, si ¢, ¥ € Hom(V, W ;U) y o € K entonces:

(@p +9)(v,w) = ap(v,w) +P(v,w) = aTp(v @ w) +Ty(v @ w) = (@ Ty + Ty)(v O w).
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Ast, (o +¢)(v,w) = (aT, + Ty)(v ® w) para (v,w) € V x W. Por la unicidad mencionada mas
arriba,
V(ap+y)=aTy+Ty =a¥(p) +¥(¢Y),

de forma que ¥ es lineal.

Por un lado, VU es inyectiva: si ¢ € Hom(V, W ;U) es tal que ¥ () = 0 entonces p(v,w) = 0(v@w) =
Oy para (v,w) € V x W, de forma que ¢ = 0 (es el vector nulo de ¢ € Hom(V, W ;U)). Lo anterior
indica que N(¥) = {0} y VU es inyectiva.

Finalmente, ¥ es suryectiva: dada T' € L(V ® W,U) entonces definimos ¢ : V x W — U dada por
o(v,w) =T(v®w), para (v,w) € V x W: entonces ¢ es 2-lineal: en efecto

olavt+v,w) = T(au+v)Qw)=T(au@w+vRw)=aT(u®@w)+T(vew)
= ap(u,w) +p(v,w),

donde hemos usado que el producto tensorial es 2-lineal y la linealidad de la transformaciéon T
definida en V ® W. De forma similar, se verifica (v, aw + 2) = ap(v,w) + ¢(v, z). Es claro que
en este caso, T, = T'; es decir, U(p) =T y VU es suryectiva.

Notemos que la afirmacién sobre las dimensiones es consecuencia de que ¥ es isomorfismo, del
célculo de la dimensién del espacio de transformaciones lineales (resultado previo) y del hecho de
que el producto tensorial verifica dimg V @ W = dimg V - dimg W. O

Teorema 14.21. Sean V, W, Y K-ev’s de dimension finita. Entonces

1. La funcion VW 3 v@w —w®v € WRYV se extiende (de forma inica) a un isomorfismo
C: VW —=>W®RYV de K-ev’s.

2. La funcion VW)Y 2 (vuw)@y— v (w®y) e VR (WRY) se extiende (de forma
unica) a un isomorfismo A: (VW)Y -V (W®)Y) de K-ev’s.

Demostracion. Comenzamos verificando 1: en este caso, consideramos ¢ : V x W — W ® V dada
por p(v,w) = w ® v, para (v,w) € ¥V x W. Usando las propiedades de 2-linealidad del producto
tensorial ® : W xV — WV concluimos que ¢ es una transformacién 2-lineal. Asi, por el Teorema
14.14 existe un tnica C:=T, € LV W, W® V) tal que C(v ® w) = w @ v, para (v,w) € V x W.
Si By = {v1,...,vn} ¥y By = {w1,...,wp} son bases de V y W entonces C(v; ® wy) = wi ® v;
para 1 < j <n, 1 <k < m; de esta forma, C transforma una base V ® W en una base W ® V lo
que indica que C' es un isomorfismo lineal.

Para verificar 2, sea y € ) fijo: entonces, la funcién ¢, : Vx W — YV ® (W ® Y) dada por
oy(v,w) = v® (w®y), para (v,w) € V x W es 2-lineal (ejercicio). Entonces, existe un tnica
T,c LYW, Ve (W®oY)) tal que

Ty(v@w) = py(v,w) =v® (WRY).
Mas atn, por la unicidad de T}, (para cada y € V), si y,2 € Y y a € K entonces

Toy+:(v@w) = 7@ (WRay+2) =10 (- wRY+wRz)=1R (awy)+rve (WA 2)
= a-pewey)|+ve(wez)=(al,+T:)(vew).
Como los tensores elementales son un sistema de generadores para V® W, las identidades anteriores

muestran que la igualdad entre las transformaciones lineales Tt 4. = a1, + 1.

Finalmente, definimos ¢ : (V@W) xY = V® (W ®Y) dada por ¥ (v@w,y) = Ty(v@w); entonces
1 es una transformacién 2-lineal !! (la linealidad en la primer variable - es decir, en el espacio
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Y ®@ W - es consecuencia de que T} es transformacion lineal; la linealidad en la segunda variable
es consecuencia de la identidad Ty 44, = a T, + T%): ejercicio. Una nueva aplicaciéon del Teorema
14.14 nos permite considerar la transformacién lineal A :=Ty, € L(V @ W) x Y,V ® (W x ))) tal
que

Alvew)@y) =yveowy) =ve(wey).

Si By = {v1,...,vn}, Bw = {w1,...,wn} y By = {y1,...,yp} son bases de V, W e ) entonces:
{vj@wp : 1<j<n,1<k<m}es base de V® W; entonces

Bi={(vjowp)®@yr : 1<j<n, 1<k<m,1<0<p}
es base de (V ® W) x V. De forma anéloga
By={vj@(wp®yy) : 1<j<n, 1<k<m,1<0<p}

es base de V® (W x )). Notemos que A transforma los elementos de la base By en los elementos
de la base By: A(v; ® wy) @ y¢) = vj @ (wg ® yr); Asi, A es un isomorfismo de K-ev’s. dJ

Obs 14.22. Con las notaciones del Teorema anterior y de su prueba, la propiedad del item 1 es la
conmutatividad del producto tensorial de espacios vectoriales. Por otro lado, la propiedad del item
2 es la asociatividad del producto tensorial de espacios vectoriales. Notemos que los isomorfismos
C'y A se han construido sin hacer uso de bases del espacio, y ademés permiten identificar tensores
elementales de cada espacio de forma natural.

Es por esto que en adelante identificaremos
VOW=WaeV vy
VOWeY:=VaWw)ey=vYeoWe)).
Ademsds, definimos @ : Vx W x Y -V RW R Y tal que
R, w,y) =vRQWRY
que es una transformacion 3-lineal. En el dltimo caso, escribimos
B={vjow,@y : 1<j<n,1<k<m,1<0<p}

para una base de V @ W ® Y. En particular, dimg V@ W ® Y = dimg Vdimg W dimg V.

14.2 Producto tensorial de espacios vectoriales (caso general)

Basados en la propiedad asociativa del producto tensorial, ahora podemos definir el producto ten-
sorial de varios espacio, como sigue:

Definicién 14.23. Sea V; un K-ev con base Bj = {v{,...,véj}, para 1 < j < p. Definimos el
espacio producto tensorial como el par (®§-’:1, Vi®...0V,) tal que:

1. Sip = 2, entonces la construccion coincide con la construccion previa (®,V) ® Va) del producto
tensorial;

2. Sip >3 (asumiendo que hemos definido el producto de p — 1 espacios): entonces

VI®..0V,=V®...0V)_1)®V,
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y la transformacion p-lineal ®§:1 WV X . xX V= V1 ®...®YV, dada por
®°_ (V1. 0p) = RV (01,0 1) BV EVI® ... D,
Yy notamos ®§:1(v1, o Up) =01 Q... Q. En este caso, el conjunto
B={vj,®...@v :1<ij<d;, 1<j<p}
es base de V1 ® ... ® V. OJ

Obs 14.24. Sea V; un K-ev de dimensién finita, para 1 < j < p. El producto tensorial de los
espacios también es notado ®§:1Vj. Notemos que por construiccion

dimpg ®§:1V]’ = ﬁ dimg V; .
j=1
Como consecuencia de la propiedad asociativa y conmutativa, se verifica que
®?=1Vj = (®§:1V0(j)) ® (®§=k+1vcf(j))
donde o : {1,...,p} — {1,...,p} es una permutacién de los indices (funcién biyectiva). Por ejemplo
ViaVe@Vs@Vi=Va®@V3) @ (V1 ®Vy).
(aqui usamos o(1) =2, 0(2) =3, 0(3) =1, 0(4) = 4). A

Teorema 14.25 (Propiedad universal del producto tensorial). Sea V; un K-ev para 1 < j < p
y U un K-ev, todos de dimension finita. Si ¢ € Hom(V1,...,V,;U) es transformacion p-lineal,
entonces existe una tnica T, € L(®§-’:1Vj , U) tal que

To(n1 ®...0vp) =¢(1,...,v) para (v1,...,0p) EVI X ... X V.

Demostracion. Sea Bj = {v{, e véj} base de V;, para 1 < j < p. En este caso, el conjunto
B:{v}1®...®vfp c1<i;<dj, 1<5<p}

es base de ®§:1V]~. Definimos T}, € L(®§:1V]~,U) como la unica transformacion lineal que trans-
forma los vectores de la base B de la siguiente forma:

Tw(vill@...@vfp) :cp(vill,...,vfp) eU para 1<i;<d;, 1<j<p.
Para cada 1 < j < p, si vj; € V; es arbitrario, entonces se puede representar como
d; '
vj = Z Qi vfj
i;=1

para ciertos coeficiente «;; ; € K: aqui, nuestra variable de sumacién es ij, que varfa 1 < i; < d;
(con este subindice en la variable ¢, podemos considerar las variables de sumacién distintas iy, . .., ip:
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vamos a necesitar un nombre distinto para cada variable de sumacion en la cuenta de mas abajo!).
Entonces

dp
o(vi,...,vp) = E alllv E Qiyp U E ai1 e(v “, .,E Qiyp U

i1=1 ip=1 11=1 ip=1
di dp
_ — . . 1 p
= ...= g Qg1 - - - E ozzppcp(vil,...,vip)
i1=1 ip=1
dy dp
= a; i p To(vh ®...0u)
= i1l - - - ipp Lo Vg ip
i1=1 i,,:l
dy
= E Q1 - g Qi g p—1 T .® E azppfu
i1=1 ip—1=1 ip=1

d1 dP
= Tw(zahl Ul-11®...®Zaippvg;):T@(m@...@Up),

i1=1 ip=1

donde hemos usado la p-linealidad de ¢ (es decir, la dependencia lineal en cada una de sus coor-
denadas - dejando las otras fijas); de esta forma, salen p signos de sumacién acompanados de los
coeficientes del cuerpo correspondientes; hemos usado la definicién de T, la linealidad de T, (las
sumatorias y coeficientes entran dentro de T;,) y la p-linealidad del producto tensorial (es decir,
la dependencia lineal en cada una de sus coordenadas - dejando las otras fijas). La unicidad es
ejercicio (sencillo). ]

Corolario 14.26 (Unicidad del producto tensorial). Sea V; un K-ev para 1 < j <p yU un K-
ev, todos de dimension finita. Supongamos que existe ®y € Hom(Vi,...,Vp;U) con la siguiente
propiedad: para 1 < j < p existe una base Bj = {v],..., Uglj} de Vj, tales que

BM:{(X)U(vill,...,vp) :1<i;<dj, 1<j<p}

p

es base de U. Entonces existe un (inico) isomorfismo de K-ev’s ® : ®§:1V1 — U tal que

P ®...0vy) =Qu(v1,...,v) para  (v1,...,0p) EVI X ... X V. (114)

Demostracion. Por el Teorema 14.25, existe ® = T, € L(®§:1Vj , U) que verifica la Eq. (114).
Ademas, ® resulta un isomorfismo: en efecto, si consideramos las bases B; como en el enunciado,
entonces

B={v,®...0v :1<i;<d;, 1<j<p}

es base de V; ® ... ® V), por construccién (ver la Definicién 14.23). Notemos que ¢ transforma los
elementos de B en los elementos de By (como en el enunciado). Asi, ® transforma una base de
su dominio en una base de su co-dominio lo que muestra que ® es un isomorfismo, por resultados
previos. O

Obs 14.27. Con las notaciones del Corolario anterior, el isomorfismo ® identifica los espacios
vectoriales de forma tal que también identifica los tensores elementales. En este caso, vamos a
escribir YU = ®§:1Vj y usar la notacién ®y(vi,...,vp) = v1 @ ... ® vp, que es la unicidad del
producto tensorial. A
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Corolario 14.28. Sea V; un K-ev para 1 < j < p y U un K-ev, todos de dimension finita.
Entonces, la funcion ¥ : Hom(Vy,...,Vp;U) — L(®§:1V]~ , U) dada por ¥(p) = T, (como en el
Teorema 14.25) para ¢ € Hom(Vy,...,Vy;U), es un isomorfismo de K-ev’s. En particular

P
dimg Hom(Vy, ..., V,;U) = [ ] dimg V; - dimg U .
j=1

Demostracion Ejercicio para el lector. O
Obs 14.29. Sea V; un K-ev de dimensién finita, para 1 < j < p. En este caso, tenemos que

(V)" =4_V5. (115)
Notemos primero que si fj € V;, para 1 < j < p, entonces la funcién

@(fl,...,fp)(vla---vvp) = Hfj(vj) € K para (vi,...,vp) €EVIX...xV,
j=1

es tal que oy, 1) € Hom(Vl, Y K) (veriﬁcar). Entonces, existe una tnica transformacién
lineal ®.(f1, ... ,fp) € L(® ) = ( V;)* tal que

Du(f1r- s fp)1®@ . @vp) = || fj(v;) para v ®...@v, €V,

o,
Il >
—_

De esta forma, hemos definido la funcién @, : Vi x ... x V; — (®§:1Vj)*. Notemos que ®, es una
funcién p-lineal: en efecto, si1 < j <p, gj € V* y o € K entonces

®*(f17"’7fj—17afj+gj7fj+17"‘7fp)(vl® ®Up H f’L 'UZ afj+g])(v])
1<i#5<p
H fz ’UZ af](vj) ""g](v] H fz Uz f] v] + H fz Uz g](vj)
1<i#j<p IS#JSP 1<i#j<p

= O (fl?"‘7fj—1)fj7fj+17"‘7fp)(vl®~"®/Up)+®*(f17"'7fj—17gj7fj+17"')fp)(/vl®"'®Up)

= (a Ry (fl, .. .,fj_l,fj,f]‘+1, .. .,fp) + ®*(f1, .. .,fj_l,gj,fj+1,. . .,fp))(vl X ... ®Up) .

Asi, los funcionales
®*(f17--'a j717afj+gj7fj+1a---afp) y

@ @ (fr,-- s fimt fin fivts oo fo) + @u(f1 oo fj=15955 fir1s -0 fo)

coinciden en los vectores v1 ® ... ® vy, para v; € Vj, 1 < j < p : como este conjunto de vectores es
un sistema de generadores, entonces los funcionales son iguales! La igualdad anterior muestra que
®y es lineal como funcién de su j-ésima entrada (fijando las demés entradas), para cada 1 < j < p.

Asi, ®. es p-lineal, es decir, ®, € Hom(Vf,...,V;;(® g?:lvj)*).

Para 1 < j < p sea Bj = {v{,...,véj} una base de V; y V' = {ff,...,féj} su base dual (que es
base de V}). Entonces

p

Du(fiys- - S0 W), @ @0 ) = fil (v,) - ff H =1 6inin

= h=1
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donde hemos considerado las relaciones de dualidad entre los vectores de las bases By y Br; lo
anterior indica que

D firs e SD)0f, @ @0f ) =0 st (iny.ydp) # (1o oidp) Y
Du(fls s SO, @ @) ) =1 si (in,. . sdp) = (Js- o dp)

Asi, si consideramos la base de ®§:1Vj dada por

B={v,®...0u :1<i;<d;, 1<j<p}

p

entonces el conjunto

B ={@.(f,.... 1) : 1<i; <dj, 1<j <p}C(&h_, V)

217 ’ ’ip

verifica las relaciones de dualidad con respecto a la base B. Asi, B, = B* es la base dual de la base
B y en particular, es base de (®§:1Vj)*. El Corolario 14.26 (junto con la Observacién 14.27) ahora
muestran que vale la identidad en la Eq. (115). A

Como consecuencia de la Observacion 14.29 concluimos las siguientes observaciones

Obs 14.30. Sea V; un K-ev para 1 < j < py U un K-ev, todos de dimensién finita. Por el
Corolario 14.28 podemos identificar

Hom(Vi,...,Vy;U) = L(&5_,Vj, U)

a través de un isomorfismo lineal (natural, en el sentido que fue definido sin usar bases). Por otro
lado, el Ejemplo 14.18 y la Observacién 14.29 indican que

Hom(V1,...,Vp;U) = L(&_,Vy, U) = (& V)" oU =_ Vi @U.
A

Obs 14.31. Sean V, W K-ev’s. Entonces el Ejemplo 14.18 indica que V* @ W = L(V, W).
Aplicando las propiedades de asociatividad y conmutatividad del producto tensorial (ver Teorema
14.21) concluimos que

LOV)RLW) = (V'V) W' aW)=V"aW VW
= VW) @ (VeaWw)=LVeW),

en donde hemos usado nuevamente el Ejemplo 14.18 en la tltima igualdad. La identificacién anterior
permite considerar a los elementos del producto tensorial L(V) ® L(¢W') como operadores lineales
en el espacio V ® W. De hecho, dadas (S,7T) € L(V) x L(W) definimos pg7) : VX W = VW
dada por

osmy(v,w)=Sv@TweWeW.

Entonces (g 1) es 2-lineal (verificar). Por el Teorema 14.14 existe una tinica transformaciéon S®T :=
Typs0y € LV @W) tal que
SeTvew)=Sv®Tw para (v,w)eV xXW.

Sean By = {v1,...,v,} y By = {wi,...,wy} bases de V y W; Entonces B = {v; ®w; : 1 <i<
n, 1 <j<m} esbasede V®W : por un lado, cada operador tiene su matriz

(S, By = A= (aij)ij=1 € K™ 'y [Tlpy, By, = B = (bij)ij=1 € K™,
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construidas como es habitual. Notemos que para poder construir la matriz de S ® T' con respecto
a la base B, debemos ordenar los elementos de la base B : como por construccién los elementos de
B estén indicados por los pares de la forma (i,7) para 1 <i <n, 1 < j < m, entonces podemos
considerar el orden lexicogrdfico entre ellos. Es decir, dados 1 <i, h <n , 1 <7, k <m entonces

(1,7) <jex (hyk) siysolosi i<h 6 i=h y j<k.
En este caso, la base B ordenada por el orden lexicografico es:
B={v1@wi,..., 01 @ Wp, V2 @W1,...,02 R Wp, VU3 QW,..., 0 @WI,...,Un & Wp}.

Asi, para construir la columna h-ésima de [S ® T|g, para 1 < h < m, debemos calcular:

S ® T(?}l (=) wh) = Sv1Tw, = (Z a;1 1)1') & (Z bjh wj)
i=1 j
= Zzailbjhvi®wja

i=1 j=1

que expresa al valores S ® T'(v; ® wp) como combinacién lineal de los elementos de B. Teniendo
en cuenta que hemos ordenados los elementos de B con el orden lexicografico, concluimos que la
primer columna de [S ® T|p es

(@11 b1, -, @11 byp, @21 b1y - oo, @21 by <o, Q1 b1, - -, Gt binp,)

donde tenemos que recordar que si bien hemos escrito al vector como una fila, en realidad es un
vector columna. Podemos calcular el segundo grupo de columnas [S ® T|p, es decir, la columna
h-ésima para m+ 1 < h < 2m: en este caso, notemos que el h-ésimo vector de B es vy ® wyg, donde
1 <k <mestal que h = m + k (verificar!!) Calculos similares muestran que la h-ésima columna
(con m+1<h < 2m, es decir, para 1 < k <m) es

(@12 b1k, - - ., @12 by, 22 b1k, - o, G422 Dy -+ oy G2 D1y - -, G2 brg)

Podemos continuar calculando el r-ésimo grupo de columnas (r —1)m+1 < h <rm de [S ® T3z,
para 1 < r < n (notemos que hemos hecho esto en los casos 7 = 1 y r = 2) : realizar los célculos!
Si miramos con cuidado la matriz resultante, concluimos que [S ® T|p tiene la siguiente estructura
por bloques:
ail B ... A1n B
[SeTlp=| ... |eK™™ (116)
a1 B ... an, B

donde el bloque (4, ) es: a;; - B € K™*™, para 1 <1, j < n. Esta identidad se verifica notando
que las columnas de la matriz a la derecha en la igualdad anterior coinciden con las columnas de
[S®T)p que hemos calculado previamente (ejercicio). La matriz por bloques que figura a la derecha
de la identidad de la Eq. (116) es llamada producto de Kronecker de las matrices Ay B , y es
notado A ® B.

A modo de aplicacién de la identidad de la Eq. (116), concluimos que si los polinomios de carac-
teristicos de S y T son

n

ps(@)=[J==M) v pr@ Hw—uk — pser(z HH$_)\h k)

h=1

En particular, los autovalores de S ® T' (contando multiplicidades) son A - ug, para 1 < h <ny
1 < k < m. Para verificar la afirmacién anterior notemos que, por el Teorema de triangulazion
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de Schur, podemos considerar bases para las cuales A y B son matrices triangulares superiores.
En este caso, el producto de Kronecker A ® B resulta una matriz triangular superior (verificar);
mas aun, podemos calcular el polinomio caracteristico de S ® T con respecto a esta representacién
matricial (ejercicio. Sugerencia: calcular con cuidado la diagonal principal de A ® B en este caso).

A

14.3 Algebra tensorial de un espacio vectorial

Definicion 14.32. Sea V un K-ev de dimension finita. Si p,q € Ny entonces definimos el espacio

de los tensores de tipo (p,q) de V, notado TZ(V), dado por:
1. Sip=q=0 entonces TY(V) = K;

2. Siq=0,>1:
V) =@ V=V®...0V
p veces
3. Sip=0yq>1:
T,(V) =0l V' =V'®.. .oV
q veces

4. Sip>11yq>1 entonces

TP(V)=&!_ Vel V=Y.V ®...V".

TV
p veces q veces

O

Obs 14.33. Sea V un K-ev de dimensién finita. Entonces, aplicando las propiedades de conmuta-
tividad y asociatividad del producto tensorial, tenemos que: si p, ¢ > 1 entonces, por ejemplo:

TPV)=V'®..0V'0V®...0V

q veces p veces
6 también
V) = (@) @ (@5,V) ® @2 V) @ (@57 V)
donde 1 < h <pyl<k<q. En particular, lo anterior indica que
TP(V) = TEWV) @ TV (V).
En algunos casos es conveniente recordar estas identificaciones.
Ejemplo 14.34. Sea V un K-ev de dimensién finita. Entonces:
L TE(V) =V; TR (V) = V*.
2. En el Ejemplo 14.18 hemos visto que
TIV)=VeV =V'eV=L)).

3. En el Ejemplo 14.19 hemos visto que
T9(V) = V* @ V* =Bil(V, V).

4. En la Observacién 14.31 (ver también la Observacién 14.33) hemos visto que

T2V)=VVaV eV =0V'eaV)o(V'eV)=LOV)o LV) =LYV e V).
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Obs 14.35. Sea V un K-ev, dimg V = n. Entonces:
1. dimg T7 (V) = nPtY;
2. Usando la identificacién en la Eq. (117) tenemos que

V) =Y'®.V'eYe..0V) =Ve...0VV" ®...0 V") =TIV).

q veces p veces q veces p veces

3. Si B = {v; };L:l es base de V. En lo que sigue vamos a denotar los elementos de la base dual
B* = {fI =1 con supra-indices. En este caso definimos

Bg:{ui1®...®vip®fj1®...®qu:1§i47jk§n, 1<i<p, 1<k<gq}.

Como consecuencias de la construccién del espacio producto tensorial, sabemos que B} es
base de T7 (V)

En este caso, dado T € T7 (V) entonces T' admite un desarrollo tinico como combinacién lineal
de los elementos de la base BY; los coeficientes de la combinacién lineal (que son tnicos)
corresponden a las coordenadas de T' con respecto a la base BY. Notemos que para escribir la
correspondiente combinacién lineal, hacen falta (p+ ¢) simbolos de sumatorial!! Para evitar la
escritura (innecesaria) de esos simbolos seguimos la convencion de Albert Einstein: denotamos
las coordenadas de T' mediante las expresiones

Tiw(B)e K para 1<ip jr<n, 1<0<p 1<k<g

y la combinacién lineal correspondiente queda escrita como

Tj?llj-....‘:;s (B) Vi @... & Vip ® fjl ®...Q qu

donde los simbolos de sumatoria estdn implicitos, porque hemos seguido la siguiente con-
vencién: siempre que en una expresiéon como la anterior aparezca una variable de sumacién
(por ejemplo 1) tanto como super-indice como sub-indice, entonces convenimos que se esta

sumando sobre el indice en cuestién: en el caso de i1, aparece como super-indice en 7, y

J1y--50p
aparece como sub-indice en la expresién vy, ® ... ®v;, ® f' @...® f’7. De hecho, lo mismo
sucede con cada uno de los indices i1,...%p, j1,...,Jq de forma que en la expresién anterior

hay implicitas (p + ¢) simbolos de sumancién.

Finalmente, notemos que la base dual (B})* = B}, en términos de la identificacién de
TP (V)* = T#(V) dada en el {tem 2.

A

14.3.1 Operaciones entre tensores de tipo (p,q) y sus coordenadas.

En esta seccién introducimos una serie de operaciones que se pueden realizar entre los espacios
de tensores del tipo 77 (V) para un K-ev de dimensién finita. Ademés, veremos como calcular las
coordendas correspondientes a cada operacion.

Obs 14.36. Sea V un K-ev de dimensién finita. Entonces T7' (V) es un K-ev, donde la estructura
de este espacio corresponde a la estructura vectorial del producto tensorial de K-ev’s, como ha sido
descrita en la Definicién 14.23. En particular, si 71, T» € TZ (V) y @ € K entonces podemos formar
la combinacién lineal: aTy + Ty € TF (V).
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Si B ={v1,...,v,} es base de V con base dual B* = {f1,..., f,} de V* entonces, si las coordenadas
de T}, con respecto a B} son

(L) c 1<ip, jr<n, 1<0<p,1<k<q y h=12

entonces las coordenadas de T} + T5 con respecto a Bg son

(T + Tz)j-ll","’i‘p =a(Th)

i el (T) 2 1 g <n, 1<0<p, 1<k<q

7
j17"’7jq see]q

porque tomar coordenadas con respecto a una base es una transformacion lineal!

A

Definicién 14.37 (Producto tensorial entre tensores de tipo (p,q)). Sea V un K-ev de dimension
finita. Sip,q,r,s € Ny entonces podemos construir: @ € Hom(TF (V) , Tr(V); Tg’i:(V)) como sigue:
comenzamos definiendo

® € Hom(TP(V), TI(V); TP(V) @ TL(V))

como la transformacion 2-lineal dada por
Q@Y © @)1 fis Ohortn ® Ofmrgr) = (97105 © S f5) © (Shmyth @ Sfmage) -

En términos de la identificacion (ver Observacion 14.33)

+

TEV) @ T{V) =T (V)
definimos ® € Hom(TY (V) , TT(V); Tf_t;(V)) determinado en los tensores elementales por
R(@L1v; ® ®f_1 i, Shoyun © Rrgr) = By © Sjoyun) @ (O] f; © Rfmigr) € T (V)

y en este caso al valor @((®F_jvj @ ®§:1fj), (@ _jup ® ®F_19k)) lo notamos

(@_jv; ® ®I_1 ;) © (Qf—yupn ® Qf_ygx) € THII (V)

TP (V) €Ty (V)

y lo llamamos el producto tensorial de ®}_jv; ® @I_f; y @_jup @ @F_, g
O]

Obs 14.38. Sea V un K-ev de dimensién finita. Consideremos el producto tensorial de los espacios
TP(V) y T (V) como en la Definicién 14.37. En este caso, consideramos la transformacién @ €
Hom(TF (V), Tr(V); qujf; (V)) determinado en los tensores elementales por

(®F_1v5) ® (®I_1f7) ® (Sh=yun) ® (Sf=19k) = (®j_10) @ @p_qun) @ (®_1fj ® ®j—19k)
TP

donde la expresién de arriba estd en T,'J (V).

Notemos que el producto tensorial se extiende al producto de tensores arbitrarios (es decir, posi-
blemente no elementales) T} € T/ (V) y To € TF (V) de forma que

Ty @Ty e TV (V).

Sea B = {v1,...,v,} una base V con base dual B* = {f1,..., fn}. Supongamos que tenemos las
representaciones lineales

T, = (Tl);ll;f; Uiy, ®... 0V, Q' ®...® f
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T= (B)f 7 o ® .. @u, © [ ® .. @ f"
Entonces, usando la 2-linealidad del producto tensorial ® : T7 (V) x TZ (V) — Té’j:; (V) tenemos que
el producto tensorial T ® T se puede representar como:

(v e cu,e e .of)e (@ we. cuefe.. of")

= (T (D) v, ® . @, Qv ®...0u, ® ['e...0fl1ef'e.. af

p+r de TP+T

Pero notemos que los elementos de la base B ¢+s Son justamente los tensores elementales

de la forma:
Uy ®... OV, OV, ®...0U, ® fAle...ofieffie.. .o f

para 1 < iy,...,0p,k1,....,kr <y 1< j1,...,0¢,0,..., {s < n. Asi, las identidades anteriores

prueban que las coordenadas de T} ® T con respecto a ng;: son

(Tv @ To) "0y (B) = ()}, 0 (B) - (To)gl 77 (B) € K

para 1 <iy,...,0p,k1,...., 5k <ny1<j1,....0¢0,. .., s <n. A

La siguiente operacion entre tensores permite modelar las distintas operaciones de evaluacién que
hemos considerado (y otro tipo de construcciones més generales).

Definicién 14.39 (Contraccién de tensores de tipo (p,q)). Sea V un K-ev de dimension finita y
sean 1 <i<pyl<j<gq. Consideramos \Ilz VXL x VRV XL x VT —>T5__11(V)

p veces q veces

\Ifé(vl,...,’l)p,fl,...,fq) :fj(’l)i) ’U1®...®UZ‘_1®UZ‘+1®...®’Up®f1®...®fj_1®fj+1®...®fq.

eK

Entonces W5 es una transformacion (p+q)-multilineal, de forma que existe una tinica transformacion

lineal C']i- (TE(V) — Tf:ll (V) determinada por su accion sobre los tensores elmentales:

C;:(Ul@- LU f1®...80f) = fi(v) 11®... @V 1QV11Q... QU f1®...0 ;10 fj419...® fq
llamada contraccién por los indices (i, 7). O

Ejemplo 14.40. Sea V un K-ev de dimensién finita. En este caso podemos considerar Ci : TH(V) =
VeV — TP(V) = K dada por C1(v® f) = f(v) € K, para v® f € V ® V*. Esta propiedad
determina de forma tnica la contraccién por los indices (1, 1) en todo el espacio V ® V*.

Consideremos la identificacién 71 (V) = L(V) desarrollada en el Ejemplo 14.18. En este caso,
consiramos al tensor elemental como una transformacién lineal v ® f(w) = f(w)v para w € V.

Consideramos una base B = {v1,...,v,} de V; para calcular la matriz de la transformacién v ® f
consideramos

v = Zaivi = v® f(v;) = Zf(vj)awi
i=1 i=1

que muestra que

flop)ar ... flup)

[v® flp = : : :

fo)an ... flon) g
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que implica que

n

e f) =tr(ve flg) = Y f)a; = fO_ajv) = fl0) =Clv® f).
Jj=1

=1

Es decir, bajo la identificacién T} (V) = L(V) entonces la contraccién (1,1) coincide con tomar
la traza del operador en los tensores elementales. Notemos que como la contraccién y la traza
son funcionales lineales (en este caso) y como los tensores elementales general a T} (V) entonces, la
contraccién y la traza deben coincidir en todo tensor de 711 (V) (no solo en los tensores elementales).

A

Ejemplo 14.41. Sea V un K-ev de dimensién finita. En este caso podemos considerar C? :
T2(V) — T} (V) = V determinada por C¥(v @ w ® f) = f(w) v en los tensores elementales.

Identificamos V* ® V con L(V) de forma que podemos identificar T2(V) = V* @ V@V = L(V)® V),
tal que T2 (V) 20w ® f =~ (f ®v)@w € L(V) ® VY donde f ® v(u) = f(u)v, para u € V.

Asi, el valor C2(v@w® f) = C?((f®v)®w) = f(w)v coincide con el valor de la transformacién f®v
en el vector w € V, donde hemos utilizado las identificaciones descriptas en el parrafo anterior. Asi,
en este caso la contraccién por los indices (2, 1) corresponde a la evaluaciéon de una transformacién
lineal en un vector en los tensores elementales. Notemos que como la contraccién y la evaluacién son
transformaciones lineales, y como los tensores elementales general a T3 (V) entonces, la contraccién
y la evaluacién deben coincidir en todo tensor de T (V) (no solo en los tensores elementales). A

Ejemplo 14.42. Sea V un K-ev de dimensién finita. En este caso podemos considerar C? :
T2(V) — TH(V) = V ® V* determinada por C?(v @ w ® f ® g) = f(w)v ® g en los tensores
elementales.

Identificamos T3(V) = V* @V V* @V = L(V) ® L(V) de forma que T3(V) 2 v Qw ® f ® g ~
(fev)®gewe L(V)® L(V) donde f®@v(u) = f(u)vy g®w(u) = g(u)w, para u € V. Bajo
esta identificacién se tiene que el producto (la composicién) de los operadores

(f®v)-(g@w)(u) = feuv(gu)w) = flg(u) w)v = f(w) g(u)v = (f(w) g v)(u)
que muestra la identidad: (f ®v) - (g ®@ w) = f(w) g @ v.

Asi, el valor C2(v@w® f®g) = C3((f ®v) ® (9 ® w)) = f(w)v coincide con el producto de
los operadores f ® v y g ® w, donde hemos utilizado las identificaciones descriptas en el parrafo
anterior. Asi, en este caso la contraccién por los indices (2, 1) corresponde al producto de operadores
lineales, en los tensores elementales. Consideraciones similares a las hechas en los ejemplos anteriores
permiten ver que esta identificacién se extiende a todos tensores en T3 (V). A

Obs 14.43. Sea V un K-ev de dimensién finita y sean 1 < h < py 1 < k < ¢g. Consideramos la
contraccién de los indices (h, k) es decir, la transformacion lineal C? : 7% (V) — Tg’:ll(V) tal que su
accion en los tensores elementales estd dada por:

C]?(U1®. . .®Up®f1®. . .®fq) = fk(vh) V1R. .. QUp—1 V1. . .®Up®f1®. O f1® frr1®. . .®fq .
En este caso, C} se extiende (por linealidad) a todo el espacio de tensores elementales. Sea T' €

TP (V); si consideramos una base B = {vy,...,v,} de V con base dual B* = {fi,..., f,} de V*
entonces se tiene una representacion tinica de T’ con respecto a la base Bl de la forma

T=T " vy ®.. 0, ® [ 8.0 [
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En este caso, usando la linealidad de C{; y la representacion anterior tenemos que

CHT) =T, Choy, ® ... @i, ® f1 ® ... @ fir) =

SNy T;f;.;:jq" Fir(vi) vi © ... @0y, @V, ®... Qv @ 1@, @ 1@ ik g. @

Til’ "'77:71,1 7z7ih+17"'7ip
jlv "'7jk1 7£7jk+17"'7jq

Vi ® ...V, BV, ®...00,f1®..Q 1 g, . fl

i1, "'7ih1 7£7ih+la"'7ip

= e iy Vi @ @V @V, @ @, @ @@ e e

donde hemos seguido la convencién de Einstein, salvo para los indices de sumacién de iy y Ji
(para los cuales hemos escrito explicitamente la sumatoria); ademds, hemos usado las relaciones de
dualidad fj, (vs),) = &;,,j.: esto permite reemplazar la doble sumatoria por una sumatoria simple,
correspondiente a los indices i, = ji. Maés aun, hemos renombrado en este caso i, = jr = £
introduciendo un nuevo indice de sumancién (para difereciarlo del resto); finalmente, hemos hecho
uso de la convencién de Einstein en la ultima identidad.

Finalmente, notemos que la base Bl ! de Tg’l_l(V) se puede describir como el conjunto de los
vectores de la forma :

Vi, ® ... RV | BV, ®... 0V, @ 1.0 f1 e f g, @ fi)
con 1 <ig, .. fh—1,0ht1r--50p <Y 1< g1,y Jb—1, Jk+1, - - -5 Jqg < n. Entonces las identidades
anteriores nos permiten calcular las coordenadas de C,? (T) con respecto a la base BY,~ ! como:

h U1 geensBh— 15Tt 1seeslp il et 1,68 R 10
(C (T))jl7--~7jk—17jk+17~--7jq (B) = Tjh cosJl— 15 J k415 50g (B),

donde estamos usando la convencién de Einstein (en este caso, para omitir la sumatoria en el indice

0. A

14.3.2 Cambio de coordenadas de tensores de tipo (p,q)

En esta seccién desarrollamos la férmula del cambio de base para tensores de tipo (p, g) con respecto
a bases del tipo descripto en el item 3. de la Observacién 14.35. Para ello, comenzamos con la
siguiente:

Obs 14.44. Sea V un K-ev, dimgV = n. Sean By = {v1,...,v,} y By = {w1,...,w,} bases de
V. Consideramos las respectivas bases duales Bf = {f!,..., "}y Bs = {¢%,...,¢"} de V*. Sea
Mp, B, la matriz de cambio de base de la base B; en la base By. En lo que sigue notamos las
entradas de M como al, 1 < h, k < n: es decir, Mp, p, = (az);{,k:l. Por construccién de Mp, g, ,
sabemos que

n
Ui:Za?wh:a?wh para 1<j<n, (118)
h=1

pues la i-ésima columna de M es el vector [v;]p, € K™. Notemos que hemos introducido la nueva
notacién para los coeficientes de M para poder aplicar la convencién de Einstein (en la identidad

> oh_1 a? wy, = aé‘ wp,) ver el item 3 de la Observacién 14.35.

De forma similar, si Mp, p, = (bt

% )i j—1 entonces
=

n
wj:Zbgvi:bévi para 1<j<n,
i=1
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Ademas, por las propiedades de la base dual B3 se tiene que

Zf] w;) g’ —Zfﬂ Zb‘w g —Zzb‘fj v) g —befg"zb{gi (119)
=1

=1 (=1 i=1

donde hemos usado las relaciones de dualidad f7(vg) = ;¢ y la convencién de Einstein en la tiltima
identidad. Asi, [f/] By = (b],...,0 ) que corresponde a la j-ésima fila de la matriz cambio de base

Mp, B, = (b;)?jzl. Pero por otro lado, [f7]p; = o, .. ,bl,) corresponde a la j-ésima columna de
la matriz de cambio de base Mp; pr por construccion. ASI, se tiene la relacién

i\n _ _ t
(bj)’i,j=1 == MB;7BI — MBl,BQ .
AN

Proposicién 14.45. Sea V un K-ev y sean By = {vi,...,v,} y By = {wi,...,w,} bases de
V, con bases duales Bf = {f',....f"} y By = {g*,...,9"} de V*. Si Mp, p, = (aé)zjzl Yy
MBl,Bg = (bé‘)?,jzl entonces: dado un tensor T € T¥(V) con coordenadas con respecto a la base
(By1)Y dadas por

(T 7(By) 11 <ig, je <m, 1<0<p, 1<k <q}

y coordenadas con respecto a la base (Ba)h dadas por

(T30 (B) 1 g, i <, 1< 0<p 1< k< g}

entonces vale la formula de cambio de base para las coordenadas:

hi,.. , h h 11 5mees J
Ty oy (B2) = b -2 by 7 T 50 (Ba) - a/ﬂ' s
donde estamos usando la convencion de Einstein (y hemos omitido los (p+q) simbolos de sumacion

correspondientes a las variables i1, ... iy, j1,...,7q)

Demostracion. La prueba de este resultado es una consecuencia de la unicidad de las coordenadas
con respecto a una base (en este caso (By)h de T¢(V)) y de las Egs. (118) y (119). En efecto, basta
notar que, por la multilinealidad del producto tensorial:

T o= TEB) v ®.. v, e o [

= T;ll”,’;Z(B) hlwhl ®...0 a?ppwhp ® bﬁgk1 ®...0 bi‘f}gk‘?

= b b TET(B) A wn @ wp, © M @ @ gh

1 J1seedg 11

Finalmente, los coeficientes que acompaiian a los vectores de la base (Bs)} en la expresién anterior
deben ser las coordenadas de T' con respecto a esa base; estas observaciones prueban el enunciado.
O
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