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1. Introducción

La motivación principal de este trabajo es estudiar las extenciones del Teorema de Schur-
Horn (de análisis matricial) a espacios de Hilbert H separables de dimensión infinita. En su
versión matricial, este teorema describe condiciones necesarias y suficientes que deben cumplir
p, λ ∈ Rn, para que exista una matriz autoadjunta de dimensión n que tiene a p como su diagonal
principal y a λ por sus autovalores.

Ahora, sea β la base canónica de Cn y sea Eβ la función que asigna a un operador, que
tiene por matriz de representación en la base β a A, el operador, que tiene por representación
en la misma base a una matriz diagonal, con la misma diagonal principal que A. Entonces por
el Teorema de Schur-Horn podemos describir para A ∈ B(Cn), con A = A∗

Eβ

({
U∗AU : U ∈ U(Cn)

})
,

donde U(Cn) es el grupo de operadores unitarios de Cn. Es decir, podemos describir todas las
diagonales que puede tener el operador autoadjunto A en sus diferentes representaciones matri-
ciales. Más aún, la descripción de este conjunto depende de una cantidad finita de desigualdades.

El propósito de generalizar el Teorema de Schur-Horn a espacios de Hilbert separables de
dimensión infinita, es poder caracterizar para un operador A ∈ B(H), con A = A∗

(1) Eβ

({
U∗AU : U ∈ U(H)

})
,

donde Eβ se define de manera análoga al caso finito dimensional, con respecto a una base
ortonormal β del espacio de Hilbert (separable y complejo) H y U(H) es el grupo de operadores
unitarios de H.

En el año 1999, Neumann, consigue caracterizar para A ∈ B(H), con A = A∗

(2) E
({

U∗AU : U ∈ U(H)
})

,

donde la clausura es en norma de operadores y E = Eβ. Es decir, estudia el conjunto de
diagonales aproximadas de las distintas representaciones matriciales de un operador autoadjunto.
Tal descripción puede considerarse como una generalización de las desigualdades del Teorema
de Schur-Horn. Sin embargo, en general (1) no es cerrado, por lo que lo obtenido por Neumann
no alcanza para la caracterización buscada.

En 2006, Arveson y Kadison mejoran este resultado para los operadores A de tipo traza,
obteniendo una descripción de

(3) E
({

U∗AU : U ∈ U(H)
}∥.∥1)
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donde
∥∥A∥∥

1
= tr

∣∣A∣∣. Es decir, logran estudiar las diagonales de los operadores L1-aproximada-
mente unitariamente equivalentes a A. Notemos que para los operadores de tipo traza,

E
( {

U∗AU : U ∈ U(H)
}∥.∥1 ) ⊊ E

(
{U∗AU : U ∈ U(H)}

)
.

De esta forma este resultado mejora el obtenido por Neumann, para este tipo de operadores.
En el año 2002, Kadison publica un trabajo en el que describe una condición (obstrucción)

que debe cumplir una sucesión para ser la diagonal principal de un proyector ortogonal. Más
aún, este trabajo caracteriza para P ∈ B(H), con P = P 2 = P ∗,

(4) E
({

U∗PU : U ∈ U(H)
})

.

A partir de la caracterización obtenida por Kadison puede verse que el conjunto (1) no es cerrado,
incluso para proyectores.

En 2007, Arveson encuentra un contexto general en donde vale una generalización de la
obstrucción de Kadison. Más concretamente, muestra una condición necesaria para que una
sucesión de números complejos pueda ser la diagonal principal de un operador normal que tiene
espectro X con multiplicidad uniformemente infinita.

Por todo lo dicho antes, para el desarrollo de nuestro trabajo decidimos estudiar los art́ıculos
de: Neumann [10]; Antezana, Massey, Ruiz y Stojanoff [1]; Arveson y Kadison [4]; Kadison [7],[8]
y Arveson [3].

A continuación, describimos el contenido del trabajo por secciones. En la sección 2, damos
los preliminares necesarios para el desarrollo y entendimiento del trabajo. Los mismos fueron
divididos en una subsección dedicada a mayorización, en la cual se define este concepto por
medio de las siguientes desigualdades: para x, y ∈ Rn ordenados de manera decreciente, x ⪯ y
si para todo 1 ≤ k < n,

(5)

k∑
i=1

xi ≤
k∑

i=1

yi y

n∑
i=1

xi =

n∑
i=1

yi,

se presenta y se demuestra el Teorema de Schur-Horn clásico y además se exhiben una serie
de equivalencias de este teorema; una segunda subsección dedicada a propiedades y definiciones
conocidas del Análisis funcional; una tercer subsección en donde se desarrollan propiedades
de operadores compactos; y por último, una subsección en donde se demuestra el teorema de
Weyl-von Neumann, resultado que será usado en la sección 4.

En la sección 3, donde desarrollamos el trabajo [10], obtenemos una versión del Teorema de
Schur-Horn para operadores diagonales en el álgebra B(H) (Teorema 3.37). Para llegar a este
resultado, empezamos estudiando algunas propiedades de sucesiones en los diferentes espacios
ℓp con 1 ≤ p ≤ ∞. Para ello definimos los funcionales Lk de la siguiente manera: para a ∈ ℓ∞R
y k ∈ N, Lk

(
a
)
= sup

E∈Ck

∑
j∈E

aj donde Ck es el conjunto de todos los subconjuntos de N de orden

k. Estos funcionales nos permiten sustituir las desigualdades de la mayorización, obteniendo
relaciones entre los elementos que pertenecen a la cápsula convexa de las permutaciones de un
elemento dado y este mismo.

El trabajo de Neumann se desarrolla en términos de sucesiones, pero luego se reformula en
términos de operadores diagonales (Teorema 3.37), con lo que logramos caracterizar (2). Para el
caso de operadores no diagonalizables, hemos seguido la ĺınea propuesta en el art́ıculo [1], y que
desarrollamos en la Sección 4. En la misma, mediante una extensión natural de los funcionales
Lk a operadores, llevamos el caso no diagonalizable al caso diagonalizable v́ıa el Teorema de
Weyl-von Neumann, de donde deducimos que si S es autoadjunto, existe D diagonal, que es

2



aproximadamente unitariamente equivalente a S. Con este resultado, obtenemos el caso general
del Teorema de Schur-Horn en B(H) (Teorema 4.10).

Luego, en la sección 5 desarrollamos parte del trabajo [4]. En la misma estudiamos la órbita
unitaria de los operadores de tipo traza y una noción de L1-equivalencias unitarias. A través
de este estudio, obtenemos una versión del Teorema de Schur-Horn para el caso de operadores
de tipo traza que actúan sobre H, es decir, en L1(H). En particular el Teorema de Schur-Horn
caracteriza E(ϑλ), donde ϑλ es el conjunto de operadores de tipo traza que tienen a λ como su
lista de autovalores (Teorema 5.3).

En la sección 6 presentamos dos teoremas de los art́ıculos [7] y [8]. El resultado principal de
esta sección nos proporciona una caracterización, con condiciones necesarias y suficientes, para
que una sucesión a =

(
ak
)
k≥1

⊆
[
0, 1
]
sea la diagonal principal de alguna proyección ortogonal

F (Teorema 6.2) y damos un ejemplo que una sucesión que no puede ser diagonal principal de
ningún proyector.

Este teorema es analizado luego en la sección 7, donde desarrollamos el trabajo [3]. En la
misma, estudiamos una obstrucción para que ciertas sucesiones puedan ser la diagonal princi-
pal de algún operador normal A, actuando sobre H (espacio de Hilbert separable), con espec-
tro X =

{
x1, . . . , xn

}
⊆ C con multiplicidad uniformemente infinita. Es decir, caracterizamos

las diagonales principlales de los operadores en N(X), donde N(X) =
{
A ∈ B(H)/A∗A =

AA∗, σ(A) = σe(A) = X
}
. Más aún, para el caso en que X sea el conjunto de vértices de un

poĺıgono convexo con solo dos elementos, las condiciones encontradas son necesarias y suficientes.
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2. Preliminares

2.1. Mayorización

En esta sección exponemos las nociones básicas para el entendimiento del Teorema de Schur-
Horn. Además, una vez obtenido éste, veremos algunas equivalencias que nos serán útiles para
el desarrollo del trabajo.

Parte de las definiciones y resultados aqúı desarrollados fueron estudiados en la materia
Análisis Matricial. Usamos como bibliograf́ıa los textos [2] y [5]. Hemos incluido además resul-
tados de los art́ıculos [4] y [7].

Notaciones: Dado x =
(
x1, . . . , xn

)
∈ Rn, escribiremos tr

(
x
)
=

n∑
i=1

xi. Dado x ∈ Rn denotamos

por x ↓ ∈ Rn al vector obtenido de x reordenando las coordenadas de x en forma decreciente.

Definición 2.1. Sean x, y ∈ Rn. Se dice que x está mayorizado por y, y se nota x ⪯ y si se
verifica que:

1-
k∑

j=1

x ↓
j ≤

k∑
j=1

y ↓
j , 1 ≤ k ≤ n.

2- tr
(
x
)
= tr

(
y
)
.

Si solo se cumple la condición 1-, decimos que x está submayorizado por y y lo denotamos por
x ≺ y.

Observación 2.2. Sean x, y ∈ Rn, tales que
k∑

i=1

x ↓
i ≤

k∑
i=1

yi para 1 ≤ k ≤ n. Entonces x ⪯ y

pues como

k∑
i=1

yi ≤
k∑

i=1

y ↓
i , tenemos que

k∑
i=1

x ↓
i ≤

k∑
i=1

y ↓
i para todo 1 ≤ k ≤ n. Es decir, a efectos

de probar la mayorización, no hace falta que el vector que mayoriza esté ordenado en forma
decreciente, sino que basta que cumpla las desigualdades anteriores, para 1 ≤ k ≤ n.

Notación: Denotaremos por Mn = Mn(C) al conjunto de todas las matrices cuadradas de
dimensión n sobre Cn y M sa

n = M sa
n (C) las que además sean autoadjuntas. Más adelante, si las

matrices son de dimensión infinita, las notaremos MN = MN(C).
Sea A ∈ Mn, llamaremos Fi(A) a la i-ésima fila de A y Cj(A) a la columna j-ésima.

Introducimos las matrices doble estocásticas, las cuales nos darán una descripción alternativa
de la mayorización.

Definición 2.3. Una matriz A =
(
aij
)
∈ Mn se llama doble estocástica si aij ≥ 0 para todo 1 ≤

i, j ≤ n, y

tr
(
Fi(A)

)
=

n∑
j=1

aij = 1, para todo i;

tr
(
Cj(A)

)
=

n∑
i=1

aij = 1, para todo j.
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Ejemplo 2.4. Si x ∈ Rn, cumple que xi ≥ 0 y
n∑

i=1

xi = 1, entonces

( 1
n
, . . . ,

1

n

)
⪯
(
x1, . . . , xn

)
⪯
(
1, 0, . . . , 0

)
.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
(
x1, . . . , xn

)
está ordenado de manera de-

creciente. Para la probar la primera mayorización supongamos que está no pasa, es decir que( 1
n
, . . . ,

1

n

)
⪯̸
(
x1, . . . , xn

)
. Como tr

( 1
n
, . . . ,

1

n

)
= 1 = tr

(
x1, . . . , xn

)
, entonces tenemos que su-

poner que para algún k en
{
1, 2, . . . , n

}
,

k∑
i=1

1

n
>

k∑
i=1

xk. Entonces

k

n
=

k∑
i=1

1

n
>

k∑
i=1

xk ≥ k
(

mı́n
1≤i≤k

xi

)
= kxk,

de donde
1

n
> xk y entonces,

1

n
> xi para todo k ≤ i ≤ n. Con todo esto, llegamos a que

tr
(
x1, . . . , xn

)
= x1 + · · ·+ xk + xk+1 + · · ·+ xn <

k

n
+
(
n− k)

1

n
= 1,

lo cual es absurdo, pues tr
(
x1, . . . , xn

)
= 1. La segunda mayorización es trivial, pues

n∑
i=1

xi = 1

con lo que x1 ≤ 1 y
k∑

i=1

xi ≤ 1 para 1 ≤ k ≤ n− 1.

■

Definición 2.5. Una función lineal A : Cn → Cn se dice que preserva traza si tr
(
Ax
)
= tr

(
x
)

para todo x ∈ Cn.

Observación 2.6. A =
(
aij
)
∈ Mn es doble estocástica si y solo si aij ≥ 0 para todo 1 ≤ i, j ≤ n,

Ae = e y Ate = e donde e =
(
1, . . . , 1

)
∈ Rn. En efecto, notemos que

(
Ae
)
i
= tr

(
Fi(A)

)
y(

Ate
)
i
= tr

(
Ci(A)

)
.

Definimos Sn como el grupo de permutaciones de
{
1, . . . , n

}
con la composición. Considera-

mos Sn actuando sobre Rn permutando las entradas, es decir: si τ ∈ Sn y a =
(
a1, . . . , an

)
∈ Rn

entonces
(
τ · a

)
i
= aτ(i) para 1 ≤ i ≤ n.

Definición 2.7. Una matriz A =
(
aij
)
∈ Mn es una matriz de permutación si existe σ ∈ Sn tal

que aij = δσ(i)j , donde δij es el Delta de Kronecker. En este caso notamos A = Pσ. Es sencillo
ver que si x ∈ Rn entonces Pσ

(
x1, . . . , xn

)
=
(
xσ(1), . . . , xσ(n)

)
=
(
σ · x

)
.

Observación 2.8. Las matrices de permutación, son doble estocásticas.

Observación 2.9. Sean A,B ∈ Mn doble estocásticas, entonces:

i) AB es doble estocástica.

ii) λA+
(
1− λ

)
B con 0 ≤ λ ≤ 1 es doble estocástica.
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Demostración: Sean A,B ∈ Mn y AB =
(
(AB)ij

)
∈ Mn.

i) Por ser A,B doble estocásticas, tenemos por la Observación 2.6,

ABe = Ae = e,
(
AB
)t
e = BtAte = Bte = e, y

(
AB
)
ij
≥ 0

para 1 ≤ i, j ≤ n (por ser suma y producto de componentes positivas). Por lo tanto, por la
misma Observación, AB es doble estocástica.

ii) De manera similar,(
λA+

(
1− λ

)
B
)
e = λAe+

(
1− λ

)
Be = λe+

(
1− λ

)
e = e,(

λA+
(
1− λ

)
B
)t
e =

(
λAt +

(
1− λ

)
Bt
)
e = λAte+

(
1− λ

)
Bte = λe+

(
1− λ

)
e = e

y
(
λA+

(
1−λ

)
B
)
ij
≥ 0, (por ser combinación convexa de componentes positivas). Por lo tanto,

λA+
(
1− λ

)
B con 0 ≤ λ ≤ 1 es doble estocástica.

■

Teorema 2.10. Una matriz A ∈ Mn es doble estocástica si y solo si Ax ⪯ x para todo x ∈ Rn.

Demostración: ⇐) Sea
{
e1, . . . , en

}
la base canónica de Cn. Entonces como Aei ⪯ ei para

1 ≤ i ≤ n, deducimos que, para todo 1 ≤ i, j ≤ n, 0 ≤ aij ≤ 1 y

1 = tr
(
ei
)
= tr

(
Aei
)
= tr

(
Ci(A)

)
.

Por otra parte, tomemos e =
(
1, . . . , 1

)
. Por la Observación 2.4, como Ae ⪯ e y todas las

coordenadas de e son 1, deducimos que

e = Ae =
(
tr
(
F1(A)

)
, . . . , tr

(
Fn(A)

))
.

de donde A es doble estocástica.
⇒) Supongamos ahora que A es doble estocástica y llamemos y = Ax. Queremos probar que

y ⪯ x. Podemos suponer que las coordenadas de x y de y están ordenadas en forma decreciente,
puesto que si P,Q son matrices de permutación, entonces QAP es doble estocástica, por la
Observación 2.9. Además, como y = Ax para 1 ≤ k ≤ n, tenemos que

k∑
j=1

yj =
k∑

j=1

n∑
i=1

ajixi =
n∑

i=1

( k∑
j=1

aji

)
xi.

para todo 1 ≤ k ≤ n.

Fijamos k ∈
{
1, . . . , n

}
. Si para cada i llamamos ti =

k∑
j=1

aji, entonces 0 ≤ ti ≤ 1 y

n∑
i=1

ti = k.

7



Luego,

k∑
j=1

yj −
k∑

j=1

xj =

k∑
j=1

n∑
i=1

ajixi −
k∑

i=1

xi =

n∑
i=1

tixi −
k∑

i=1

xi

=

n∑
i=1

tixi −
k∑

i=1

xi +
(
k −

n∑
i=1

ti

)
xk

=
k∑

i=1

tixi +
n∑

i=k+1

tixi −
k∑

i=1

xi + kxk −
k∑

i=1

tixk −
n∑

i=k+1

tixk

=
k∑

i=1

(
ti − 1

)
xi +

k∑
i=1

xk −
k∑

i=1

tixk +
n∑

i=k+1

ti
(
xi − xk

)
=

k∑
i=1

(
ti − 1

)
xi +

k∑
i=1

(
1− ti

)
xk +

n∑
i=k+1

ti
(
xi − xk

)
=

k∑
i=1

(
ti − 1

)(
xi − xk

)
+

n∑
i=k+1

ti
(
xi − xk

)
≤ 0,

pues los dos términos de la última igualdad son sumas de términos no positivos. Por lo tanto,
k∑

j=1

yj ≤
k∑

j=1

xj para 1 ≤ k ≤ n y además, cuando k = n, obtenemos la igualdad por el hecho de

que A es doble estocástica. Aśı obtenemos, Ax = y ⪯ x.
■

Definición 2.11. Sea V un espacio vectorial real y sea X ⊂ V un subconjunto. Denotamos
por conv(X) a la cápsula convexa de X en V, es decir, el conjunto formado por todas las
combinaciones convexas de elementos de X.

Definición 2.12. Sea a =
(
a1, . . . , an

)
un punto de Rn. Definimos

Ka = conv
{(

τ · a
)
=
(
aτ(1), . . . , aτ(n)

)
, τ ∈ Sn

}
.

Llamaremos Ka al politopo generado por las permutaciones de a.

Teorema 2.13. Sean x,y ∈ Rn. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

i) y ⪯ x.

ii) y ∈ Kx.

iii) Existe A ∈ Mn doble estocástica tal que y = Ax.

iv) Existen puntos x1, . . . ,xn ∈ Kx tales que x1 = x, xn = y y

xk+1 = tkxk +
(
1− tk

)(
τk · xk

)
donde τk es alguna transposición en Sn y tk ∈

[
0, 1
]
, para cada k en

{
1, . . . , n− 1

}
.

Demostración: ii) ⇒ iii) Como y ∈ Kx, tenemos que y =

n∑
i=1

λi

(
σi · x

)
, donde σi ∈ Sn, y

por la Definición 2.7
(
σi · x

)
= Pσix, con Pσi ∈ Mn matriz de permutación. Luego,

y =

n∑
i=1

λiPσix =

( n∑
i=1

λiPσi

)
x = Ax.

8



Aśı, recordando que las matrices de permutación son doble estocásticas, y por la Observación
2.9 las combinaciones convexas de ellas también lo son, A es doble estocástica. Es decir, existe
A ∈ Mn doble estocástica tal que y = Ax.

iii) ⇒ i) Sale por el Teorema 2.10.
i) ⇒ ii) y iv). La haremos por inducción sobre la dimensión de n. Para n = 1 es trivial.
Para n = 2, supongamos que y =

(
y1, y2

)
⪯
(
x1, x2

)
= x, con y1 ≥ y2 y x1 ≥ x2. Entonces

x2 ≤ y2 ≤ y1 ≤ x1 y y1 + y2 = x1 + x2.

Sea t ≥ 0 tal que y1 = tx1 +
(
1− t

)
x2. Entonces,

y2 = y1 + y2 − y1 = x1 + x2 − y1 = x1 + x2 −
(
tx1 +

(
1− t

)
x2
)
=
(
1− t

)
x1 + tx2.

y por lo tanto,

y =
(
y1, y2

)
= t
(
x1, x2

)
+
(
1− t

)(
x2, x1

)
= tx+

(
1− t

)
τ(x),

donde τ ∈ S2. Entonces y ∈ Kx (por lo que vale ii)) y además, y = x2 (por lo que vale iv)).
Sea n > 2. Supongamos que la hipótesis vale para n−1. Sin pérdida de generalidad podemos

suponer que los vectores están ordenados en forma decreciente. Luego, xn ≤ yn ≤ y1 ≤ x1. Sea
k > 1 tal que xk ≤ y1 ≤ xk−1 y 0 ≤ t ≤ 1 tal que y1 = tx1 +

(
1 − t

)
xk. Sea τ0 la permutación(

1, k
)
. Definamos z = tx+

(
1− t

)(
τ0 · x

)
, entonces z1 = y1.

Sean y′ =
(
y2, . . . , yn

)
y z′ =

(
z2, . . . , zn

)
∈ Rn−1.

Vamos a probar que y′ ⪯ z′: Como z1 = y1 y tr
(
z
)
= tr

(
x
)
= tr

(
y
)
, tenemos que tr

(
z′
)
=

tr
(
z
)
−y1 y tr

(
y′) = tr

(
y
)
−y1, entonces tr

(
y′) = tr

(
z′
)
. Si m ≤ k−1, entonces, como y1 ≤ xk−1,

m∑
i=2

zi =

m∑
i=2

xi ≥
(
m− 1

)
xk−1 ≥

(
m− 1

)
y1 ≥

m∑
i=2

yi.

Por otro lado, si m ≥ k,

m∑
i=2

zi =
k−1∑
i=2

xi +
(
1− t

)
x1 + txk +

m∑
i=k+1

xi =
m∑
i=1

xi − tx1 −
(
1− t

)
xk

=
m∑
i=1

xi − y1 ≥
m∑
i=1

yi − y1 =
m∑
i=2

yi.

Luego, y′ ⪯ z′. Entonces, por hipótesis inductiva, para 1 ≤ i ≤ n− 1, existen µi ∈
[
0, 1
]
con

n−1∑
i=1

µi = 1 y σi ∈ Sn−1 tales que y′ =
n−1∑
i=1

µi

(
σi · z′

)
.

Ahora, para cada σi, definimos σ̃i por :

σ̃i(j) =

{
1 si j = 1
σ(j) + 1 si j ≥ 2

(es decir, σ̃i permuta las coordenadas
{
2, . . . , n

}
). Si llamamos también σ̃i a la extensión de la

permutación σ̃i a Sn dejando σ̃i(1) = 1 (es decir, es la misma permutación, solo que ahora vista

en Sn) y como z1 = y1, tenemos que y =
n−1∑
i=1

µi

(
τσ̃i · z

)
. Pero entonces,

y =

n−1∑
i=1

µi

(
τσ̃i · (tx+

(
1− t

)(
τ0 · x)

))
=

n−1∑
i=1

tµi

(
τσ̃i · x

)
+

n−1∑
i=1

(
1− t

)
µi

(
τσ̃i ·

(
τ0 · x

))
,
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que es una combinación convexa de permutaciones de x, es decir, y ∈ Kx (por lo que vale ii)).
Para iv), por hipótesis inductiva, existen x1, . . . ,xn−1 de dimensión n − 1 tales que x1 =

x, xn−1 = y y xk+1 = tkxk+
(
1− tk

)(
τk ·xk

)
para cada k en

{
1, . . . n−2

}
, alguna transposición

τk ∈ Sn−1 y algún tk ∈
[
0, 1
]
. Como y′, z′ tienen ambos dimensión n−1, tomamos z′ = x2, y

′ =
xn. Luego con la misma extensión τ̃k ∈ Sn (es decir, la que deja la primer coordenada fija), y
tomando x1 = x, tendremos los x1, . . . ,xn de dimensión n (todos con la primer coordenada y1)
tales que x1 = x, xn = y y xk+1 = tkxk+

(
1− tk

)(
τ̃k ·xk

)
para cada k en

{
1, . . . , n−1

}
, alguna

transposición τ̃k ∈ Sn y algún tk ∈
[
0, 1
]
y aśı iv) vale.

iv) ⇒ ii) Como
(
τ · d

)
∈ Sn(x) cuando d ∈ Sn(x), entonces

(
τ · c

)
∈ Kx cuando c ∈ Kx.

Por lo tanto,

x1 = x ∈ Kx, x2 = tx1 +
(
1− t

)(
τ · x1

)
∈ Kx, . . . ,

y = xn = t′xn−1 +
(
1− t′

)(
τ ′ · xn−1

)
∈ Kx.

■

Definición 2.14. Dada A =
(
aij
)
∈ M sa

n , λ
(
A
)
denota la n−upla de autovalores de A contando

multiplicidad y ordenados de forma decreciente. Tal sucesión se llama lista de autovalores.

Definición 2.15. Llamaremos p : M sa
n → Rn a la proyección que da la diagonal principal de A:

p
(
A
)
=
(
a11, a22, . . . , ann

)
∈ Rn.

Teorema 2.16 (Teorema de Schur). Si existe una matriz A ∈ M sa
n que tiene por autovalores a

λ =
(
λ1, . . . , λn

)
y por diagonal principal a p =

(
p1, . . . , pn

)
, ambos escritos en orden decreciente,

entonces p ⪯ λ.

Se demuestra usando que A = U∗diag(λ)U donde U ∈ U(n), diag(λ) es la matriz diagonal
que tiene como diagonal principal a λ.

A =

 u11 . . . un1
...

. . .
...

u1n . . . unn


 λ1 . . . 0

...
. . .

...
0 . . . λn


 u11 . . . u1n

...
. . .

...
un1 . . . unn



=



n∑
i=1

λi

∣∣ui1∣∣2 . . .

n∑
i=1

λiui1uin

...
. . .

...
n∑

i=1

λiuinui1 . . .

n∑
i=1

λi

∣∣uin∣∣2


.

Entonces p
(
A
)
=



n∑
i=1

λi

∣∣ui1∣∣2
...

n∑
i=1

λi

∣∣uin∣∣2


=


∣∣u11∣∣2 . . .

∣∣un1∣∣2
...

. . .
...∣∣u1n∣∣2 . . .

∣∣unn∣∣2

 λ1

...
λn

 = Dλ con D doble

estocástica (por ser U unitaria) y por el Teorema 2.13, p ⪯ λ (ya que p = p
(
A
)
).

La rećıproca fue probada por Alfred Horn en el trabajo publicado en 1954. De esta forma,
obtenemos el siguiente resultado, que es el principal de esta subsección.

Teorema 2.17 (Teorema de Schur-Horn). Sean λ =
(
λ1, . . . , λn

)
, p =

(
p1, . . . , pn

)
∈ Rn.

Entonces p ⪯ λ si y solo si existe A ∈ M sa
n con autovalores λ cuya diagonal principal es p.
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Demostración: Sean p =
(
p1, . . . , pn

)
, λ =

(
λ1, . . . , λn

)
∈ Rn ordenados de manera decre-

ciente tales p ⪯ λ. Por el Teorema 2.13 (donde p = y, λ = x), existen x1, . . . , xn ∈ Rn tales que
x1 = λ, xn = p y para cada 1 ≤ k ≤ n− 1, xk+1 puede ser expresado en términos de xk de la
siguiente manera:

(6) xk+1 = tkxk +
(
1− tk

)(
τk · xk

)
donde tk es un número en el intervalo unitario, τk es una transposición en Sn y

(
τk · x

)
denota(

xτk(1), . . . , xτk(n)
)
∈ Rn.

Ahora presentaremos una sucesión de matrices autoadjuntas A1, . . . , An tales que Ak tiene
autovalores λ y xk como diagonal principal. Las definimos de la siguiente manera: dada una
matriz A =

(
aij
)
∈ M sa

n con p(A) = x, y dados un número t ∈
[
0, 1
]
y una transposición

τ = (j, k) en Sn, existe una matriz unitaria U tal que la diagonal de UAU∗ es tx+
(
1− t

)(
τ ·x

)
.

En efecto, sea U ∈ Mn la matriz

U =



1
. . .

z cos(θ) sen(θ)
. . .

−z sen(θ) cos(θ)
. . .

1


j

k
,

donde z es un complejo tal que
∣∣z∣∣2 = 1 y zakj = −zajk y θ satisface que sen2(θ) = t (entonces

cos(θ)2 = 1− t). Como(
UAU∗)

jj
=
∣∣z∣∣2ajj cos2(θ) + zakj sen(θ) cos(θ) + zajk cos(θ) sen(θ) + akk sen

2(θ)

= ajj cos
2(θ) + akk sen

2(θ) =
(
1− t

)
ajj + takk,

y (
UAU∗)

kk
=
∣∣z∣∣2ajj sen2(θ)− zakj cos(θ) sen(θ)− zajk sen(θ) cos(θ) + akk cos

2(θ)

= ajj sen
2(θ) + akk cos

2(θ) = ajjt+ akk
(
1− t),

tenemos que (
UAU∗)

hh
=


(
1− t

)
ajj + takk si h = j,

tajj +
(
1− t

)
akk si h = k,

ahh si h ̸= j, k.

de donde

p(UAU∗) =
(
a11, . . . ,

(
1− t

)
ajj + takk, . . . , tajj +

(
1− t

)
akk, . . . , ann

)
= tx+

(
1− t

)(
τ · x

)
.

Ahora construimos las matrices A1, . . . , An por inducción: Sea A1 la matriz diagonal que tiene a
λ =

(
λ1, . . . , λn

)
como diagonal principal (tomaremos x1 = λ). Supongamos que A1, . . . , Ak ya

han sido definidas y satisfacen las condiciones, entonces el resultado anterior implica que existe
una matriz unitaria Uk tal que

p(UkAkU
∗
k ) = tkxk +

(
1− tk

)(
τk · xk

)
.

Tomamos Ak+1 = UkAkU
∗
k y continuamos inductivamente, obteniendo una sucesión de ma-

trices A1, . . . , An cuyo último término An = Un−1 . . . U1A1U
∗
1 . . . U

∗
n−1 es una matriz autoadjunta

que tiene lista de autovalores λ y diagonal p.
■
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Observación 2.18. El teorema anterior admite las siguientes reformulaciones:

1. Sea un espacio de Hilbert H de dimensión n. Si A es un operador autoadjunto con lista
de autovalores λ =

(
λ1, . . . , λn

)
y sea p =

(
p1, . . . , pn

)
tal que p ⪯ λ, entonces existe una

base ortonormal
{
e1, . . . , en

}
de H tal que〈
Aek, ek

〉
= pk, 1 ≤ k ≤ n.

2. Dada una sucesión λ =
(
λ1, . . . , λn

)
de números reales, sea

ϑλ =
{
A ∈ M sa

n : λ = λ(A)
}
.

Sea Kλ = conv
{(

τ ·λ
)
∈ Rn : τ ∈ Sn

}
, o sea, el politopo generado por las permutaciones de

λ. Entonces el conjunto de todas las diagonales principales de las matrices en ϑλ coincide
con Kλ.

En efecto, por el Teorema 2.17 p ∈ Rn es la diagonal principal de alguna matriz A ∈ ϑλ

si y solo si p ⪯ λ. Por otro lado, la equivalencia de los items i) y ii) del Teorema 2.13
muestra que p ⪯ λ si y solo si p ∈ Kλ.

Notaciones: Llamaremos Pm = Pm(n) a las proyecciones ortogonales de rango m en Mn y
P = P(n) al conjunto de todas las proyecciones ortogonales en Mn. Llamaremos Km al rango de
p restringido al conjunto Pm, donde m ∈ {0, . . . , n} y K el rango de p restringido al conjunto P.

Corolario 2.19. Sea a =
(
a1, . . . , an

)
∈ Rn. Entonces

a ∈ Km si y solo si 0 ≤ aj ≤ 1 para cada j y
n∑

j=1

aj = m,

y

a ∈ K si y solo si 0 ≤ aj ≤ 1 para cada j y
n∑

j=1

aj ∈
{
0, . . . , n

}
.

Demostración: ⇒) Km ⊆
{
b ∈ Rn : bi ∈ [0, 1] y

n∑
i=1

bi = m

}
.

⇐) Sea a =
(
1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

m

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−m

)
. Si b =

(
b1, . . . , bn

)
es tal que para cada 1 ≤ j ≤ n tenemos

que bj ∈
[
0, 1
]
y

n∑
j=1

bj = m, (podemos considerar que b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ bn) entonces tenemos que

b1 ≤ 1, b1 + b2 ≤ 1 + 1, . . . , b1 + · · ·+ bm ≤ m,

b1 + · · ·+ bm+1 ≤ m+ 0, . . . , b1 + · · ·+ bn−1 ≤ m,

y por lo tanto, b ⪯ a.

Entonces, por el Teorema 2.13 existe A ∈ M sa
n tal que λ(A) =

(
1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

m

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−m

)
y p(A) = b.

Por lo tanto, A = U∗
[
1m 0
0 0n−m

]
U , por lo que A = A2 = A∗, es decir, A ∈ Pm, con lo cual

b ∈ Km.

En particular, Km es convexo. Como K =
n⋃

m=0

Km, K es como queŕıamos.

■

Resumimos los resultados anteriores en el siguiente:
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Teorema 2.20. Sean λ =
(
λ1, . . . , λn

)
, p =

(
p1, . . . , pn

)
∈ Rn. Entonces las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

i) p ⪯ λ.

ii) p ∈ Kλ.

iii) Existe A ∈ Mn doble estocástica tal que p = Aλ.

iv) Existen puntos x1, . . . , xn ∈ Kλ tales que x1 = λ, xn = p y

xk+1 = tkxk +
(
1− tk

)(
τk · xk

)
para cada k en

{
1, . . . , n− 1

}
, alguna transposición τk ∈ Sn y algún tk ∈

[
0, 1
]
.

v) Existe A ∈ M sa
n con autovalores λ y cuya diagonal principal es p.

2.2. Propiedades y definiciones elementales

Los mayoŕıa de los contenidos de esta subsección y de la siguiente fueron desarrollados en las
materias Análisis Funcional y Complementos de Análisis Funcional. Como bibliograf́ıa usamos
[6] y [9]. El resto de los contenidos son del art́ıculo [1]. De aqúı en adelante, los espacios de
Hilbert y las álgebras consideradas serán sobre el cuerpo de los números complejos.

Definiciones 2.21.

Un álgebra de Banach es un álgebra normada compleja A que resulta completa como
espacio métrico con la métrica usual y satisface

∥∥ab∥∥ ≤
∥∥a∥∥∥∥b∥∥ para todo a, b ∈ A.

Sea A un álgebra de Banach unital y a ∈ A. Decimos que a es invertible en A si existe
b ∈ A tal que ab = ba = I ∈ A.

Definimos el espectro de a relativo a A como σA(a) =
{
λ ∈ C : (λI − a) /∈ Inv(A)

}
⊆ C.

Una involución en una C-álgebra A es una operación
(
.
)∗

: A → A tal que para todo
a, b ∈ A, para todo α ∈ C:

i)
(
a+ αb

)∗
= a∗ + αb∗

ii)
(
ab
)∗

= b∗a∗

iii)
(
a∗
)∗

= a∗∗ = a.

Una ∗-álgebra de Banach es un álgebra de Banach con una involución
(
.
)∗

y tal que∥∥a∗∥∥ =
∥∥a∥∥ para toda a ∈ A. Si además 1 ∈ A y ∥1∥ = 1, entonces A es una ∗-álgebra de

Banach con unidad.

Una C∗-álgebra A es una ∗-álgebra de Banach tal que
∥∥a∗a∥∥ =

∥∥a∥∥2 para toda a ∈ A.

Observación 2.22. Una ∗-subálgebra cerrada de una C∗-álgebra de A es una C∗-álgebra.

Ejemplo 2.23. Si H es Hilbert, entonces B(H) con la conjugación por involución es una C∗-
álgebra. Además, toda ∗-subálgebra cerrada de B(H) es una C∗-álgebra. En efecto,∥∥a∗a∥∥ = sup

∥x∥=∥y∥=1

∣∣〈a∗ax, y〉∣∣ = sup
∥x∥=∥y∥=1

∣∣〈ax, ay〉∣∣ = ∥∥a∥∥2.
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Proposición 2.24. Si A es una C∗-álgebra y 1 ∈ A, entonces
∥∥1∥∥ = 1. Si p es proyector

ortogonal, es decir si p = p2 = p∗ entonces
∥∥p∥∥ = 1. Si u ∈ A es unitario, es decir si uu∗ =

u∗u = 1A, entonces
∥∥u∥∥ = 1 y σ(u) ⊆ T (Si u∗u = 1A decimos que u es isometŕıa. Si uu∗ = 1A,

decimos que u es co-isometŕıa).

Observación 2.25. En el presente trabajo, cuando hablamos de proyecciones, siempre nos
referimos a proyecciones ortogonales.

Definición 2.26. C∗(T ) es la C∗-subálgebra unital de B(H) generada por un operador T ∈
B(H), la cual es la clausura en norma de todos los polinomios en las variables T , T ∗ y I.

Observación 2.27. Si T es normal, entonces C∗(T ) es abeliana.

Definiciones 2.28. Sea A una C∗-álgebra. Entonces:

Si S ⊆ A, entonces S∗ =
{
s∗ : s ∈ S

}
. Decimos que S es autoadjunto si S∗ = S.

Si B ⊆ A subálgebra de A que es autoadjunta, entonces decimos que B es una C∗-
subálgebra. Más aún, B resulta una C∗-álgebra con las operaciones de A restringidas a
B.

Si a, b ∈ A, decimos que a y b son unitariamente equivalentes si existe u ∈ A unitario tal
que u∗au = b. Si a y b son unitariamente equivalentes, entonces σ(a) = σ(b).

Definición 2.29. Una subálgebra abeliana de B(H) es llamada maximal si esta no está conte-
nida en ninguna subálgebra mayor.

Definición 2.30. Sea Ω un espacio topológico compacto Hausdorff. Una medida espectral re-
lativa a

(
Ω,H

)
para un espacio de Hilbert H es una función E : B

(
Ω
)
→ B

(
H
)
(donde B

(
Ω
)

es la σ-álgebra de todos los conjuntos Borel) tal que:

i) E
(
∅
)
= 0 E(Ω) = 1.

ii) E
(
S
)
= E

(
S
)∗

= E
(
S
)2

para todo subconjunto S.

iii) E
(
S
⋂
S′) = E

(
S
)
.E
(
S′).

iv) Para todos x, y ∈ H, la función Ex, y : B
(
Ω
)
→ C, tal que Ex, y

(
S
)
=
〈
E
(
S
)
x, y
〉
es una

medida compleja y regular.

Teorema 2.31. Sea H un espacio de Hilbert y sea A ∈ B(H) un operador normal. Entonces
existe una única medida espectral EA relativa a

(
σ(A),H

)
tal que A =

∫
z dEA, donde z :

σ(A) → C es la función inclusión (z(λ) = λ).

Observación 2.32 (Cálculo funcional boreleano de operadores normales). Sea H un espacio de
Hilbert y sea A ∈ B(H) un operador normal. Entonces el teorema anterior garantiza la existencia
de una medida espectral EA relativa a

(
σ(A),H

)
tal que A =

∫
z dEA, donde z : σ(A) → C es la

función inclusión. Sea f ∈ B(σ(A)), donde B(σ(A)) denota el álgebra de las funciones complejas
uniformemente acotadas y medibles con respecto a la sigma álgebra de conjuntos boreleanos.
Entonces podemos integrar f con respecto a la medida espectral

f(A) :=

∫
σ(A)

f dEA ∈ B(H).

El operador f(A) está determinado de forma única como el representante de la forma sesquilineal
acotada

〈
x, y
〉
f(A)

=
∫
σ(A) f dEx,y. Más aún, la función ϕA : B(σ(A)) → B(H) determinada por

ϕA(f) = f(A) es un ∗-morfismo entre el álgebra de las funciones complejas uniformemente
acotadas y medibles y el álgebra B(H), que satisface

∥∥f(A)
∥∥ ≤

∥∥f∥∥∞.
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Definición 2.33. Sea A una C∗-álgebra. Una aproximación de la identidad para A es una red(
uλ
)
λ∈Λ ∈ A tal que:

i) uλ ∈ A+, es decir, uλ ∈ A y uλ ≥ 0.

ii)
∥∥uλ∥∥ ≤ 1.

iii) Si λ ≥ µ entonces uλ ≥ uµ.

iv) ĺım
λ

auλ = ĺım
λ

uλa = a para todo a ∈ A, es decir ĺım
λ

∥∥auλ − a
∥∥ = 0.

Teorema 2.34. Cada C∗-álgebra A admite una aproximación de la identidad. Más concreta-
mente, si A es el conjunto dirigido de los a ∈ A+,

∥∥a∥∥ < 1 y uλ = λ, para toda λ ∈ Λ, entonces(
uλ
)
λ∈Λ es aproximación de la identidad.

Observación 2.35. En general se deben considerar aproximaciones de la identidad por redes.
Sin embargo, podemos construir aproximaciones de la identidad indicadas por N en el caso en
que A sea separable.

Definición 2.36. La topoloǵıa fuerte de operadores, que llamaremos SOT, está determinada
por la siguiente familia de abiertos básicos de un u ∈ B(H):

W
(
u, x1, . . . , xn, ϵ

)
=
{
v ∈ B(H) :

∥∥(u− v)xj
∥∥ < ϵ, 1 ≤ j ≤ n

}
.

Entonces, dada una red
(
vλ
)
λ∈Λ ⊂ B(H), la red converge SOT a u ∈ B(H) si y solo si para

todo x ∈ H,
∥∥ux− vλx

∥∥→ 0.
La convergencia en la SOT está determinada por la familia de seminormas px(u) =

∥∥ux∥∥
H

de forma débil.

Definición 2.37. Si H es un espacio de Hilbert y
(
uλ
)
λ∈Λ ⊂ B(H) decimos que uλ → u ∈

B(H) WOT si para todo x, y ∈ H,
〈
uλx, y

〉
→
〈
ux, y

〉
(donde WOT es la topoloǵıa débil de

operadores).

Definiciones 2.38. Sea H un espacio de Hilbert separable, B(H) el álgebra de los operadores
lineales acotados enH, B(H)sa los que además son autoadjuntos, K(H) el ideal de los operadores
compactos en H y K(H)+ los compactos positivos. Sea el cociente A(H) = B(H)/K(H), el cual
es una C∗-álgebra conocida como el álgebra de Calkin. Dado T ∈ B(H), el espectro esencial de
T , denotado por σe(T ), que resulta el espectro de la clase T + K(H) en el álgebra A(H). La
norma esencial de T es ∥∥T∥∥

e
= ı́nf

{∥∥T +K
∥∥ : K ∈ K(H)

}
es la norma (cociente) de T +K(H), también en A(H).

(7) S+ =

∫[
α+(S),∥S∥

] (t− α+(S)
)
dE(t) y S− =

∫[
−∥S∥,α−(S)

] (t− α−(S)
)
dE(t).

Notemos que S− ≤ 0 ≤ S+.

Definición 2.39. Sea M = N o M =
{
1, . . . ,m

}
= Im para algún m ∈ N. Sea K un espacio de

Hilbert con dimK =
∣∣M∣∣ y sea β =

{
en
}
n∈M una base ortonormal de K.

i) Para cualquier a =
(
an
)
n∈M ∈ ℓ∞C (M), denotamos por diagβ

(
a
)
∈ B(K) al operador

diagonal dado por diagβ
(
a
)
en = anen, n ∈ M.
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ii) Para a ∈ Cn, denotamos por diag(a) ∈ Mn la matriz diagonal (con respecto a la base
canónica de Cn) que tiene las entradas de a en la diagonal.

iii) La esperanza condicional Eβ : B(K) → B(K) asociado a la base β, está definida por
Eβ(T ) = diagβ

(
a
)
donde a =

(〈
Ten, en

〉)
n∈M.

Una herramienta muy útil en el estudio de la teoŕıa de operadores en un espacio de Hilbert
complejo H es la llamada descomposición polar de un operador T ∈ B(H) que describimos a
continuación.

Teorema 2.40 (Descomposición polar). Sea H un espacio de Hilbert complejo y sea T ∈ B(H).
Entonces existe un único operador U ∈ B(H) que satisface T = U

∣∣T ∣∣, UU∗ = P , U∗U = Q,

donde P ∈ B(H) denota la proyección sobre R(T ), Q denota la proyección sobre ker(T ) y∣∣T ∣∣ = (T ∗T
)1/2

.

2.3. Propiedades de operadores compactos

Teorema 2.41. Sean H un espacio de Hilbert, K un operador compacto y σ(K) su espectro.
Entonces:

i) Si λ ̸= 0 y λ ∈ σ(K) ,entonces λ es un autovalor de K.

ii) Si λ ∈ σ(K) y λ ̸= 0, entonces dim
(
ker(λI −K)

)
< ∞.

iii) σ(K) es a lo sumo numerable y tiene a lo sumo un punto ĺımite, el 0.

Observación 2.42. Si tenemos una sucesión λ =
(
λj

)
j≥1

∈ c+0 y λj ≥ 0 para todo j ≥ 1,
entonces podemos ordenarla de forma decreciente, es decir, podemos hallar una permutación
τ ∈ SN tal que

(
τ · λ

)
=
(
λτ(i)

)
i≥1

cumpla que λτ(i) ≥ λτ(i+1) para todo i ≥ 1. En efecto,
puesto que λ ∈ c0, para cada ϵ > 0 existe un n0 ∈ N tal que λn < ϵ para n ≥ n0. Tomando
por ejemplo ϵ1 = 1 sabemos que hay finitos (que serán n1) λj tales que λj > ϵ1, con lo cual

podemos ordenarlos de forma decreciente. Sea ahora ϵ2 =
1

2
, entonces hay n2 λj con

1

2
≤ λj < 1,

y nuevamente se los pueden ordenar de forma decreciente, quedando estos λj a continuación de

los n1 anteriores. Podemos continuar con este proceso, es decir, para ϵk =
1

k
, hay nk λj con

1

k
≤ λj <

1

k − 1
y podemos ordenarlos de manera decreciente, quedando a continuación de los

anteriores ya ordenados. De esta manera, conseguimos construir por partes τ ∈ SN.

Observación 2.43.

i) Si K es un operador compacto positivo y λ(K) =
(
λi

)
i≥1

son sus autovalores, entonces
podemos ordenarlos en forma decreciente. En efecto, por ser el operador positivo λi ≥ 0
para todo i ≥ 1 y por el Teorema 2.41 iii) sabemos que λ(K) ∈ c+0 .

ii) Si λ /∈ c0, la sucesión no tiene por que poder reordenarse en forma decreciente. Por ejem-
plo, λ =

(
0, 1, 0, 1, 0, 1, . . .

)
. Si intentamos ordenarla de manera decreciente tendŕıamos(

1, 1, 1, . . .
)
y no apareceŕıan los 0, pues tenemos infinitos 1.

Definición 2.44. Sea H un espacio de Hilbert y sea u ∈ B(H). Definimos la norma Hilbert-
Schmidt de u como ∥∥u∥∥

2
=

(∑
λ∈Λ

∥∥u(xλ)∥∥2) 1
2

donde E =
(
xλ
)
λ∈Λ es una base ortonormal de H.
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(∑
λ∈Λ

∥∥u(xλ)∥∥2) 1
2

= ĺım
F∈F(Λ)

(∑
λ∈F

∥∥u(xλ)∥∥2) 1
2

= sup
F∈F(Λ)

(∑
λ∈F

∥∥u(xλ)∥∥2) 1
2

.

Observación 2.45. La norma de Hilbert-Schmidt no depende de la base ortonormal E. En
efecto, si E′ =

(
yλ
)
λ∈Λ es otra base ortonormal y si F ⊆ Λ es finito,∑

λ∈F

∥∥u(xλ)∥∥2 = ∑
λ∈F

∑
µ∈Λ

∣∣〈u(xλ), yµ〉∣∣2 =∑
µ∈Λ

∑
λ∈F

∣∣〈xλ, u∗(yµ)〉∣∣2 ≤∑
µ∈Λ

∥∥u∗(yµ)∥∥2.
Como F ⊆ Λ es arbitrario,

∑
λ∈Λ

∥∥u(xλ)∥∥2 ≤∑
λ∈Λ

∥∥u∗(yλ)∥∥2.
Si xλ = yλ, para todo λ ∈ Λ, entonces

∑
λ∈Λ

∥∥u(xλ)∥∥2 =∑
µ∈Λ

∥∥u∗(xµ)∥∥2 (por simetŕıa).

Si
(
yλ
)
λ∈Λ es arbitraria, entonces tenemos que

∑
λ∈Λ

∥∥u(xλ)∥∥2 ≤∑
λ∈Λ

∥∥u(yλ)∥∥2 y por simetŕıa∑
λ∈Λ

∥∥u(xλ)∥∥2 =∑
λ∈Λ

∥∥u(yλ)∥∥2.
■

Definición 2.46. Los operadores Hilbert-Schmidt son aquellos u ∈ B(H) tales que
∥∥u∥∥

2
< ∞,

es decir

L2(H) =
{
u ∈ B(H) :

∥∥u∥∥
2
< ∞

}
⊆ B(H).

Lo notaremos como L2 en vez de L2(H).

Definición 2.47. Si u ∈ B(H), entonces definimos la norma de tipo traza de u como∥∥∥∥∣∣u∣∣ 12∥∥∥∥2
2

=
∥∥u∥∥

1

Si u ∈ B(H) y
∥∥u∥∥

1
< ∞ entonces u es de tipo traza y L1(H) =

{
u ∈ B(H) :

∥∥u∥∥
1
< ∞

}
.

Lo notaremos como L1 en vez de L1(H).

Proposición 2.48. L2 es un ideal bilátero y autoadjunto de B(H) y un álgebra normada con
involución isométrica dada por el adjunto usual.

Definición 2.49. Sea u ∈ L1 y sea E =
(
xλ
)
λ∈Λ una base ortornormal de H. Definimos

tr
(
u
)
=
∑
λ∈Λ

〈
uxλ, xλ

〉
.

Notar que
∥∥u∥∥

1
= tr

(∣∣u∣∣) donde ∣∣u∣∣ denota la ráız cuadrada positiva de u∗u.

Observación 2.50. La identidad de polarización aplicada a u = u1u2 (con u1, u2 ∈ L2) muestra
que tr

(
u
)
no depende la base ortonormal E.

Teorema 2.51. Sea v ∈ B(H). Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) v es tipo traza.

ii)
∣∣v∣∣ es tipo traza.
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iii)
∣∣v∣∣ 12 es Hilbert-Schmidt.

iv) Existen u1, u2 ∈ L2 tal que v = u1u2.

Proposición 2.52. Si v ∈ L1 y u ∈ B(H) entonces vu ∈ L1 y uv ∈ L1. Es decir, L1 es ideal
bilátero en B(H). Además, L1 ⊂ L2.

Teorema 2.53. Sean u, v ∈ B(H) tales que vale alguna de las siguientes condiciones:

i) u, v ∈ L2.

ii) v ∈ L1.

Entonces, tr
(
uv
)
= tr

(
vu
)
.

Definición 2.54. Sea a =
(
an
)
n≥1

∈ ℓ1C definimos tr
(
a
)
=

∞∑
n=1

an.

Observación 2.55. i) Si A ∈ L2, entonces E(A) ∈ ℓ2C. En efecto,

∞∑
i=1

∣∣aii∣∣2 ≤ ∞∑
i=1

∞∑
j=1

∣∣aij∣∣2 = ∥∥A∥∥22 < ∞.

ii) Si A ∈ L1, entonces E(A) ∈ ℓ1C. En efecto, si A ∈ L1, puesto que
∣∣A∣∣ = ∞∑

i=1

λi

(∣∣A∣∣)fi ⊗ fi,

donde
{
fi
}
es un sistema ortonormal de rango

(∣∣A∣∣), podemos escribir la descomposición
polar

A = U
∣∣A∣∣ = U

( ∞∑
i=1

λi

(∣∣A∣∣)fi ⊗ fi

)
=

∞∑
i=1

λi

(∣∣A∣∣)U(fi ⊗ fi
)
=

∞∑
i=1

λi

(∣∣A∣∣)Ufi ⊗ fi

(Ufi es sistema ortonormal, pues U es isometŕıa parcial en el rango
(∣∣A∣∣)). Entonces(

si
(
A
))

i≥1
=
(
λi

(∣∣A∣∣))
i≥1

∈ ℓ1C. Si
{
ei
}
i≥1

es una base ortonormal de H que se obtiene de

extender el sistema ortonormal
{
fi
}
i≥1

, entonces existe φ : N → N inyectiva tal que fk =

eφ(k) = ei. Por lo tanto E(A) =
∞∑
i=1

〈
Aei, ei

〉
ei ⊗ ei, por lo que

∣∣E(A)∣∣ = ∞∑
i=1

∣∣〈Aei, ei〉∣∣.
Pero

Aei =

∞∑
j=1

sj
(
A
)(
Ufj⊗fj

)
ei =

∞∑
j=1

sj(A)
〈
ei, fj

〉
Ufi =

{
0 para i /∈ Imφ

sφ−1(i)(A)Ufφ−1(i) para i ∈ Imφ

Entonces 〈
Aei, ei

〉
=

{
0 para i /∈ Imφ
sφ−1(i)(A)

〈
Ufφ−1(i), ei

〉
para i ∈ Imφ

Por lo tanto,

∞∑
i=1

∣∣〈Aei, ei〉∣∣ ≤ ∑
i∈Im(φ)

sφ−1(i)(A) < ∞, es decir, tr
(∣∣E(A)∣∣) < ∞.

En particular,
∥∥E(A)∥∥

1
≤
∥∥A∥∥

1
.

■

Proposición 2.56. La esperanza condicional recién definida cumple las siguientes propiedades:
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i) E(E(A)) = E(A).

ii)
∥∥E(A)

∥∥ ≤
∥∥A∥∥.

iii) E(A) ≥ 0 si A ≥ 0.

iv) tr
(
E(A)

)
= tr

(
A
)
.

Demostración: i) Trivial.
ii)
∥∥E(A)

∥∥ = máx
i≥1

∣∣〈Aei, ei〉∣∣ ≤ sup
x,y∈H,∥x∥=∥y∥=1

∣∣〈Ax, y〉∣∣ = ∥∥A∥∥.
iii) Si A ≥ 0 entonces

〈
Aei, ei

〉
= aii ≥ 0 para todo i ≥ 1, de donde

〈
E(A)x, x

〉
=

∞∑
i=1

aii
∣∣xi∣∣2 ≥ 0.

iv) Para A consideramos la base
{
ei
}
i≥1

, entonces

tr
(
E(A)

)
=

∞∑
i=1

〈
E(A)ei, ei

〉
=

∞∑
i=1

∞∑
j=1

ajj
〈
Ejei, ei

〉
=

∞∑
i=1

aii =

∞∑
i=1

〈
Aei, ei

〉
= tr

(
A
)
.

■

2.4. Teorema de Weyl-von Neumann.

Los resultados de esta subsección son desarrollados por Davidson en [6]. Estos resultados
serán usados en la Sección 4.

Definición 2.57. Llamamos álgebra de von-Neumann a una C∗-álgebra de B(H), la cual con-
tiene al operador identidad y es cerrada en la topoloǵıa débil de operadores (WOT). Si S es
cualquier subconjunto de B(H), definimos el conmutante de S por

S′ =
{
T ∈ B(H) : ST = TS para todo S ∈ S

}
.

El doble conmutante de S es

S′′ = (S′)′ =
{
T ∈ B(H) : TS = ST,para todo S ∈ S′

}
.

Observación 2.58. Si S es autoadjunto, entonces S′ es un álgebra autoadjunta unital. Más aún,

es WOT-cerrada. En efecto, si Tα ∈ S′ y Tα
WOT−→ T , entonces para cada S ∈ S,

ST = WOT− ĺım
α

STα = WOT− ĺım
α

TαS = TS.

En particular el conmutante de una C∗-álgebra es también un álgebra de von-Neumann.

Definición 2.59. Dado un operador T definimos W ∗(T ) como el álgebra de von-Neumann

generada por T . Es decir, W ∗(T ) = C∗(T )
WOT

.

Observación 2.60. Si T ∈ B(H) es normal, entonces C∗(T ) es un álgebra abeliana, y entonces

C∗(T )
WOT

también es abeliana.

Lema 2.61. Sea M un álgebra abeliana de von-Neumann en un espacio de Hilbert separable.
Entonces existe un operador autoadjunto A tal que M = W ∗(A). Más aún, si U es una C∗-
subálgebra separable de M, se puede disponer de forma que U ⊂ C∗(A).
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Demostración: La bola unitaria de B(H) en la topoloǵıa débil de operadores es metrizable
y compacta. Entonces existe una familia numerable de operadores autoadjuntos, los cuales son
WOT-densos en la bola unitaria de Msa. Incluimos en esta familia un subconjunto denso nume-
rable de Usa. Cada operador autoadjunto está en la clausura en norma del espacio generado por
las proyecciones espectrales correspondientes a intervalos diádicos. En consecuencia, existe una
colección numerable

{
En

}
de proyecciones en M que generan una C∗-álgebra E, la cual contiene

U y es WOT-densa en M.

Sea A =

∞∑
n=1

1

3n
En. Afirmamos que C∗(A) = E. En efecto, puesto que A pertenece a E, es

suficiente con mostrar que cada En pertenece a C∗(A). Con este fin, notemos que

0 ≤ E⊥
1 A = E⊥

1

∞∑
n=2

1

3n
En ≤ 1

6
E⊥

1 ,

(la primer desigualdad vale porque A ≥ 0 y conmuta con E⊥
1 , de donde

E⊥
1 A =

(
E⊥

1

)1/2
A
(
E⊥

1

)1/2
= CAC∗ ≥ 0

y la segunda desigualdad es porque E⊥
1 En =

(
E⊥

1

)2
En = E⊥

1 EnE
⊥
1 ≤ E⊥

1 IE
⊥
1 = E⊥

1 para cada

n ≥ 2, entonces
1

3n
E⊥

1 En ≤ 1

3n
E⊥

1 para n ≥ 2 y sacando factor común E⊥
1 sale la desigualdad)

y de manera similar
1

3
E1 ≤ E1A ≤ 1

2
E1

(usando que
∞∑
n=2

1

3n
E1En ≥ 0, E1A = E1

∞∑
n=1

1

3n
En =

E1

3
+

∞∑
n=2

1

3n
E1En ≥ E1

3
y por el mismo

argumento que antes, E1En ≤ E1 para toda n ≥ 1). Por lo tanto, se sigue que el espectro σ(A)

está contenido en
[
0,

1

6

]
∪
[1
3
,
1

2

]
. Aśı C∗(A) contiene la proyección EA

([1
3
,
1

2

])
= E1 (pues

EA

([
1
3 ,

1
2

])
= χ[1/3,1/2](A) es continua en el espectro). Después, restando

1

3
E1 de A, podemos

de la misma manera mostrar que E2 pertenece a C∗(A), y recursivamente podemos establecer

que En ∈ C∗(A), para todo n ≥ 1, y C∗(A) = E. Por lo tanto, W ∗(A) = E
WOT

= M.
■

Definición 2.62. Decimos que dos operadores A y B son aproximadamente unitariamente
equivalentes y lo notaremos A ∼ B si existe una sucesión de operadores unitarios Un tales que
B = ĺım

n→∞
UnAU

∗
n. Es evidente que dos operadores son aproximadamente unitariamente equiva-

lentes si y solo si tienen la misma clausura de la órbita unitaria

U =
{
UAU∗ : U es unitario

}
.

El siguiente Teorema muestra que los operadores normales pueden ser escrito como ope-
radores diagonales más operadores compactos. Esto nos permitirá deducir que cada operador
normal es aproximadamente unitariamente equivalente por un operador diagonal, lo cual facili-
tará nuestra clasificación. Recordemos que si N es un operador normal, entonces C∗(N) es una
C∗-subálgebra abeliana de B(H).

Teorema 2.63. Supongamos que U es una C∗-subálgebra abeliana separable de B(H). Entonces
existe una base ortonormal

{
ek : k ≥ 1

}
de H de modo que U está contenida en D+K, donde

20



D es el álgebra de operadores diagonales con respecto a esta base. Además, dada una colección
finitas P de proyecciones en U′′, podemos elegir la base de forma que esa colección esté contenida
en D.

Demostración: Por el Lema 2.61, U está contenida en una C∗-álgebra E, generada por una
familia numerable de proyecciones que conmutan E =

{
En, n ≥ 1

}
, es decir, E = span(E) . Si

tenemos tal colección finita P de proyecciones, podemos suponer que ellas son las primeras N
en la lista.

Construimos una aproximación de la identidad Fk de proyecciones paraK, la cual cumple que
ĺım
k

∥∥FkEn − EnFk

∥∥ = 0 para toda En ∈ E como sigue: Fijamos una base ortonormal x1, x2, . . .

de H. Para cada proyección Ei, denotemos E
(−1)
i = I − Ei y E

(1)
i = Ei, entonces para k ≥ N ,

sea

Lk = span

{ k∏
i=1

E
(ϵi)
i xj : 1 ≤ j ≤ k, ϵi = ±1

}
.

Entonces Lk es una sucesión creciente de subespacios de dimensión finita en H. Notemos
además que,

I = I . . . I =
(
E

(1)
1 + E

(−1)
1

)
. . .
(
E

(1)
k + E

(−1)
k

)
=

∑
(ϵ1,...,ϵk)∈{−1,1}k

k∏
i=1

E
(ϵi)
i

entonces xj = Ixj =
∑

(ϵ1,...,ϵk)∈{−1,1}k

k∏
i=1

E
(ϵi)
i xj que pertenece a Lk, para 1 ≤ j ≤ k, pues

k∏
i=1

E
(ϵi)
i xj ∈ Lk. Por lo tanto,

{
xj
}
j≥1

⊆
⋃
k≥1

Lk, y entonces x = ĺım
F⊂N, Ffinito

∑
j∈F

〈
x, xj

〉
xj donde∑

j∈F

〈
x, xj

〉
xj ∈

⋃
k≥1

Lk, es decir, la unión de los Lk es densa.

Aśı, las proyecciones ortogonales Fk sobre Lk crecen fuertemente a I, de donde es una
aproximación de la identidad para K.

Notemos también que Lk es invariante para En cuando n ≤ k. En efecto, basta probar que

Enx ∈ Lk para todos los generadores (como espacio lineal) de H. Sea x =

k∏
i=1

E
(ϵi)
i xj , para

1 ≤ j ≤ k. Entonces, como los En conmutan, tenemos

Enx = En

k∏
i=1

E
(ϵi)
i xj = EnE

(ϵi)
n

k∏
i=1,i ̸=n

E
(ϵi,)
i xj =

{
x ∈ Lk si ϵi = 1
0 ∈ Lk si ϵi = −1

es decir, Enx ∈ Lk. Por lo tanto Fk conmuta con estas proyecciones. En consecuencia,

ĺım
k→∞

FkEn − EnFk = 0 para todo n ≥ 1.

Esta conclusión se extiende para la clausura del espacio lineal.
Sean

i) Dn = En, para 1 ≤ n ≤ N .

ii) Dn = En(I − Fn), para cada n > N .
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Entonces, la proyección Dn conmuta con cada Fk para k ≥ N y con todos los otros Dm.
Sea D la C∗-álgebra generada por

{
Dn : n ≥ 1

}
. Es inmediato que es una C∗-álgebra

abeliana, tal que U ⊂ E ⊂ D+K.
Nos resta mostrar que D es diagonalizable. Como D conmuta con cada Fk para k ≥ N , los

subespacios de dimensión finita HN = LN y Hk = Lk ⊖Lk−1 para k > N son todos invariantes
para D. La restricción de D a Hk es una familia de matrices normales que conmutan, la cual es
simultáneamente diagonalizable. Elegimos una base para cada Hk. La base para H la obtenemos
combinando estas bases para cada k que diagonalizan D.

■
El siguiente Corolario asegura que cada operador normal es una pequeña perturbación com-

pacta de un operador diagonalizable.

Corolario 2.64. En un espacio de Hilbert separable, cada operador normal N puede ser expresa-
do como N = D+K, donde D es un operador normal diagonal y K un operador compacto. Más
aún, para cada ϵ > 0 y cada conjunto de n operadores autoadjuntos A1, . . . , An, que conmutan
dos a dos, existen simultáneamente operadores diagonales autoadjuntos D1, . . . , Dn y operadores
compactos K1, . . . ,Kn tales que Ai = Di +Ki y

∥∥Ki

∥∥ < ϵ para 1 ≤ i ≤ n.

Demostración: Necesitamos una manera eficaz de construir cada uno de los Ai por proyec-
ciones. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 0 ≤ Ai ≤ I (si no fuera aśı, lo trasladar

haciendo
Ai +

∥∥Ai

∥∥I
2
∥∥Ai∥

).

Para cada k ≥ 1 definimos los conjuntos

Ck =
2k−1⋃
i=1

(2i− 1

2k
,
2i

2k

]
=
( 1

2k
,
2

2k

]⋃( 3

2k
,
4

2k

]⋃
· · ·
⋃(2k−1

2k
,
2k

2k

]
.

Además, definimos para cada n ≥ 1, fn =
n∑

k=1

1

2k
χCk

. Observamos que sup
x∈[0,1]

∣∣x− fn(x)
∣∣ ≤ 1

2n
.

Para cada Ai, consideremos las proyecciones espectrales E
(i)
k = EAi

(
Ck

)
para k ≥ 1. Por las

propiedades del cálculo funcional fn(Ai) =
n∑

k=1

1

2k
E

(i)
k con lo cual

∥∥∥∥Ai −
n∑

k=1

1

2k
E

(i)
k

∥∥∥∥ ≤ 1

2n
.

Entonces

Ai = ĺım
N→∞

N∑
k=1

1

2k
E

(i)
k =

∞∑
k=1

1

2k
E

(i)
k .

Elegimos N suficientemente grande tal que
1

2N
< ϵ. Entonces aplicamos el resultado anterior

para la familia E =
{
E

(i)
k : k ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n

}
(que es la C∗-subálgebra U generada por E.

Como
{
Ai

}n
i=1

es una familia abeliana, entonces U es abeliana y separable por construcción).
Obtenemos un álgebra diagonal D, la cual además satisface:

D
(i)
k = E

(i)
k , para 1 ≤ k ≤ N y 1 ≤ i ≤ n.

D
(i)
k = E

(i)
k − Rik, para k > N y 1 ≤ i ≤ n, donde Rik es una proyección de rango finito

(por inspección de la prueba de 2.63 ii) ).
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Entonces sea

Bi =
∞∑
k=1

1

2k
D

(i)
k .

Estos son diagonales positivos y contractivos en D. Más aún,

Ki = Ai −Bi =
∞∑

k=N+1

1

2k
Rik.

Se sigue que los Ki son compactos y
∥∥Ki

∥∥ ≤ 1

2N
< ϵ. Para obtener el resultado para un

operador normal N , aplicamos este resultado a las partes reales e imaginarias, pues si N es
normal, podemos escribir N = A+ iB, con A y B autoadjuntos que conmutan pues

NN∗ = N∗N ⇒ (A+ iB)(A− iB) = (A− iB)(A+ iB)

⇒ A2 − iAB + iBA+B2 = A2 + iAB − iBA+B2 ⇒ 2iBA = 2iAB

⇒ BA = AB.

■

Lema 2.65. Supongamos que X es un espacio métrico compacto. Sean
{
ζk : k ≥ 1

}
y
{
ξk :

k ≥ 1
}
dos subconjuntos densos numerables de X tales que cada punto aislado de X se repite el

mismo número de veces en cada sucesión. Entonces dado ϵ > 0, existe una permutación τ ∈ SN
de manera que dist

(
ζk, ξτ(k)

)
< ϵ, para todo k ≥ 1, y ĺım

n→∞
dist
(
ζk, ξτ(k)

)
= 0.

Demostración: Sea Xe el conjunto de los puntos no aislados de X, junto con todos los puntos
aislados que sean repetidos infinitas veces en las sucesiones. Primero emparejamos los términos

de cada sucesión que están a una distancia de al menos
ϵ

2
de Xe (los cuales son puntos aislados y

hay finitos por ser X compacto). Estos pares se encuentran a una distancia cero los unos de los
otros (en las dos sucesiones estás repetidos la misma cantidad finita de veces), y aśı no afectan el
resultado final. Entonces restringimos nuestra atención a los restantes puntos y podemos suponer

que cada punto en X está a distancia menor que
ϵ

2
de Xe.

Construimos τ recursivamente. En la k-ésima etapa, nos encargaremos de que τ(j) y τ−1(j)
sean definidos para 1 ≤ j ≤ k de manera que, si τ(i) está definido,∣∣ζi − ξτ(i)

∣∣ < máx
{
dist

(
ζi, Xe

)
+

ϵ

2i
, dist

(
ξτ(i), Xe

)
+

ϵ

2τ(i)

}
.

En efecto, si τ(k) está aún indefinido, elegimos l fuera del rango de la función definida parcial-
mente τ de manera que ∣∣ζk − ξl

∣∣ < dist
(
ζk, Xe

)
+

ϵ

2k
.

Esto es posible, ya que
{
ξl
}
es denso en Xe y los puntos aislados de Xe están repetidos infinitas

veces. Entonces sea τ(k) = l.
De manera similar, si k no está en el rango de la función parcialmente definida τ , elegimos

un entero l, el cual no está en el dominio de τ , de modo que∣∣ζl − ξk
∣∣ < dist

(
ξk, Xe

)
+

ϵ

2k
.

Entonces establecemos τ(l) = k.
Procediendo de esta manera, la función τ está eventualmente definida para todo N, de manera

que es una biyección que satisface la estimación deseada.
■

En lo que sigue, dado M ∈ B(H), null(M) denota dimker(M).
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Lema 2.66. Sea H un espacio de Hilbert separable y sean M y N operadores diagonales con
respecto a dos bases ortonormales. Entonces M ∼ N si y solo si:

i) σe(M) = σe(N).

ii) null(M − λI) = null(N − λI) para todo λ ∈ C− σe(M).

Demostración: ⇒) Supongamos que M ∼ N . Si Un son operadores unitarios tales que
N = ĺım

n→∞
UnMU∗

n, entonces X = σ(N) = σ(M). En efecto, si λ ∈ ρ(N) entonces (λI − N)

es invertible y el conjunto de los invertibles es abierto en B(H). Luego U∗
n(λI − M)Un =

λI − U∗
nMUn → (λI −N), por lo que existe n0 ∈ N tal que para todo n ≥ n0, U

∗
n(λI −M)Un

es invertible. Es decir, λ ∈ ρ(M), de donde ρ(N) ⊆ ρ(M) y por lo tanto σ(M) ⊆ σ(N). Por
simetŕıa, σ(N) = σ(M). Además

f(N) = ĺım
n→∞

Unf(M)U∗
n para f ∈ C(X).

En particular, si f = χ{x} es la función caracteŕıstica para un punto aislado de X, entonces

EN

({
x
}
) = χ{x}(N) = ĺım

n→∞
Unχ{x}(M)U∗

n = ĺım
n→∞

UnEM

({
x
})

U∗
n.

Entonces se sigue que estas dos proyecciones tienen el mismo rango. Esto establece ii), y muestra
que M y N tienen los mismos puntos aislados en sus espectros esenciales. Puesto que cada punto
no aislado de σ(M) = σ(N) está en el espectro esencial, i) se sigue.

⇐) Como M y N son ambos diagonalizables podemos escribir M = diag
(
µk

)
con respecto a

la base
{
ek
}
y N = diag

(
νk
)
con respecto a la base

{
fk
}
donde

{
µk

}
y
{
νk
}
son subconjuntos

densos de X = σ(M) = σ(N). Más aún, cualquier punto aislado de X debe estar repetido de
acuerdo a la multiplicidad del autovalor, la cual es la misma para M y N por las hipótesis. Sea
Xe = σe(M).

Dado cualquier ϵ > 0, el Lema 2.65 produce una permutación τ ∈ SN de modo tal que∣∣µk − ντ(k)
∣∣ < ϵ para todo k y

ĺım
k→∞

∣∣µk − ντ(k)
∣∣ = 0.

Por lo tanto, el operador unitario dado por Uek = fτ(k) satisface

M − U∗NU = diag
(
µk − ντ(k)

)
,

el cual es compacto y tiene norma
∥∥M−U∗NU

∥∥ < ϵ. Como ϵ es arbitrario, se sigue que M ∼ N .
■

Teorema 2.67 (Teorema de Weyl-von Neumann). Sea H un espacio de Hilbert separable y sea
M ∈ B(H) normal. Entonces existe D diagonal tal que M ∼ D.

Demostración: Sea FM el conjunto de todos los autovalores aislados de multiplicidad finita
de M . Notemos que si λ ∈ FM entonces EM (λ) ̸= 0. Además, si λ, µ ∈ FM con λ ̸= µ, entonces

EM (λ)EM (µ) = 0, con lo que tenemos P0 =
∑

λ∈FM

EM (λ) proyector y H0 = P0H subespacio

reductor para M . Para cada λ ∈ FM , sea
{
eλ1 , . . . , e

λ
nλ

}
la base ortonormal del rango de EM (λ).

Entonces sea β =
⋃

λ∈FM

{
eλ1 . . . , e

λ
nλ

}
la base ortogonal de autovectores de M del rango de P0.

Entonces, si separamos H = P0H+P⊥
0 H M puede ser descompuesto como M = M0⊕M ′. Por lo

dicho antes,M0 es diagonalizable en β yM ′ es normal, donde σ(M ′) esta contenido (posiblemente
propiamente) en Xe = σe(M) (pues los autovalores aislados de multiplicidad finita se relacionan
con M0). Por el Corolario 2.64, para cada entero positivo k, existe un operador diagonalizable
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Dk tal que M ′−Dk es compacto y
∥∥M ′ −Dk

∥∥ <
1

2k
. En particular, los autovalores de Dk están

a una distancia de a lo sumo
1

2k
de Xe y se acercan asintóticamente a Xe. Aśı, existe una

perturbación diagonal compacta D′
k de Dk de modo que σ(D′

k) ⊂ Xe y
∥∥M ′ −D′

k

∥∥ <
1

k
.

Sea Ek = M0 ⊕D′
k. Cada Ek es diagonalizable con los mismos autovalores y con la misma

multiplicidad que M y espectro esencial Xe. Aśı, por el Lema 2.66, Ek ∼ E1 para todo k ≥ 1.
Pero M − Ek es compacto y ĺım

k→∞
∥M − Ek∥ = 0. Entonces se sigue que M ∼ E1.

Lo mismo vale para N , y por lo tanto M ∼ N .
■
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3. Diagonales aproximadas de operadores acotados. Caso dia-
gonalizable

En la presente sección estudiaremos parte del trabajo de Neumann [10]. El resultado más
importante, es una versión del Teorema de Schur-Horn para operadores diagonales en el álgebra
B(H) (Teorema 3.37).

Para llegar a este resultado, empezamos estudiando propiedades de sucesiones en los dife-
rentes espacios ℓp, con 1 ≤ p ≤ ∞. Por medio de la definición de funcionales Lk logramos
sustituir las desigualdades de la mayorización, obteniendo relaciones entre los elementos que
pertenecen a la cápsula convexa de las permutaciones de un elemento dado y este mismo. Con
todo esto, llegamos a un teorema ((del estilo)) Schur-Horn, sólo que formulado para sucesiones.
Luego reformulamos este resultado en términos de operadores diagonales.

Para esta sección consideramos solo sucesiones de valores reales. Notaremos ℓ∞R = ℓ∞R (N),
ℓpR = ℓpR(N) y ℓ1R = ℓ1R(N).

Definimos SN como el grupo de biyecciones de N con la composición. Consideramos SN
actuando sobre ℓ∞R permutando las entradas, es decir: si τ ∈ SN y a =

(
ai
)
i≥1

∈ ℓ∞R entonces

(τ · a)i = aτ(i) para i ≥ 1.

Definición 3.1. Para a ∈ ℓ∞R , SNa =
{(

τ · a
)
: τ ∈ SN

}
es la órbita de a bajo la acción de SN.

En esta sección estudiaremos los conjuntos conv
(
SNa

)p
, donde A

p
es la clausura de A ⊆ ℓpR

en la topoloǵıa ℓpR, con 1 ≤ p ≤ ∞. Si omitimos el p, es la topoloǵıa usual de ℓ∞R .

Definición 3.2. Para a ∈ Rn definimos Sna =
{(

τ · a
)
: τ ∈ Sn

}
.

Si E es un subconjunto de N con k elementos, entonces SN(E) son las permutaciones de esos
k elementos.

Notemos que con esta notación, para a ∈ Rn, conv
(
Sna

)
= Ka.

En el caso de dimensión finita, el Teorema 2.17 dice que dados x =
(
x1, . . . , xn

)
, y =(

y1, . . . , yn
)
en Rn, entonces y está en conv

(
Snx

)
si y solo si

i) tr
(
x
)
= tr

(
y
)
.

ii) sup

{ k∑
i=1

yσ(i)

}
≤ sup

{ k∑
i=1

xτ(i) : τ ∈ Sn
}
, para 1 ≤ k ≤ n, para toda σ ∈ Sn.

Ahora nuestro objetivo es extender este resultado a dimensión infinita.

Definimos Ck como el conjunto de subconjuntos de N de orden k. Entonces C :=

∞⋃
k=1

Ck es el

conjunto de subconjuntos finitos de N. Para E ∈ Ck definimos el funcional lineal continuo LE

en ℓ∞R por:

LE

(
a
)
:=
∑
j∈E

aj , a =
(
aj
)
j≥1

∈ ℓ∞R .

Para k ∈ N, definimos
Lk

(
a
)
= sup

E∈Ck

LE

(
a
)
.

Como a ∈ ℓ∞R no siempre puede ser reordenado de manera decreciente, no podemos afirmar
que Lk

(
a
)
es la suma de las mayores k entradas de a (aunque en esencia, esa es la idea), en

cambio si a ∈ c0, entonces las entradas positivas de a pueden ser ordenadas (por la Observación
2.42). Si α1, . . . , αk ≥ 0 son las mayores k entradas de a, entonces Lk

(
a
)
= α1 + . . .+ αk.
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Observación 3.3. Notemos que Lk

(
a
)
es subaditivo. En efecto,

Lk

(
a+ b

)
= sup

E∈Ck

LE

(
a+ b

)
≤ sup

E∈Ck

LE

(
a
)
+ sup

E∈Ck

LE

(
b
)
= Lk

(
a
)
+ Lk

(
b
)
.

Recordemos que (ver Definición 2.7) a cada permutación σ ∈ Sn le asociamos una matriz de
permutación Pσ ∈ B(Cn) tal que

(
σ · x

)
= Pσx. Entonces consideramos las expresiones lineales

de la forma

n∑
i=1

λiPσi ∈ B(Cn).

Veremos ahora dos propiedades que cumple b ∈ conv
(
SNa

)
si a ∈ ℓ∞R :

Lema 3.4. Sea a ∈ ℓ∞R y b ∈ conv
(
SNa

)
. Entonces para cada k ∈ N:

i) Lk

(
b
)
≤ Lk

(
a
)
.

ii) Lk

(
− b
)
≤ Lk

(
− a
)
.

Más aún, el conjunto de todos los elementos b que cumplen i) y ii) es cerrado en la topoloǵıa
producto. Si a ∈ ℓpR con 1 ≤ p ≤ ∞ entonces es cerrado en la topoloǵıa de ℓpR.

Demostración: El conjunto que satisface i) y ii) es cerrado en la topoloǵıa producto pues
para todo A ∈ R+ tenemos{

b : sup
E∈Ck

LE

(
b
)
≤ A

}
=
⋂

E∈Ck

{
b : LE

(
b
)
≤ A

}
y para cada E ∈ Ck el conjunto

{
b : LE(b) ≤ A

}
es cerrado en la topoloǵıa producto.

i) Sea E ∈ Ck y tomamos b ∈ conv
(
SNa

)
entonces existen para 1 ≤ i ≤ n, λi ∈

[
0, 1
]
con

n∑
i=1

λi = 1 y σi ∈ SN tales que b =
n∑

i=1

λiPσi

(
a
)
. Entonces

LE

(
b
)
= LE

( n∑
i=1

λiPσi

(
a
))

=
∑
j∈E

n∑
i=1

λi

(
Pσi

(
a
))

j
=

n∑
i=1

λi

∑
j∈E

(
Pσi

(
a
))

j

=

n∑
i=1

λi

(∑
j∈E

aσi(j)

)
=

n∑
i=1

λi

(
Lσi(E)

(
a
))

≤ máx
1≤i≤n

Lσi(E)

(
a
)
≤ Lk

(
a
)
.

Ahora tomando supremo tenemos Lk

(
b
)
= sup

E∈Ck

LE

(
b
)
≤ Lk

(
a
)
.

Para ii) es análogo, usando −b.
Ahora, para probar que si a ∈ ℓpR con 1 ≤ p ≤ ∞ entonces el conjunto de todos los elementos

que cumplen i) y ii) es cerrado en la topoloǵıa de ℓpR, tomemos
(
an
)
n≥1

⊆ ℓpR tales que an
ℓpR−→

a ∈ ℓpR. Veamos que an → a ∗-débil, es decir, si b ∈ ℓ1R, veamos que φan(b) → φa(b) donde

φa(b) =
∞∑
i=1

aibi (pues ℓ
p
R ⊆ ℓ∞R y

(
ℓ∞R
)∗

= ℓ1R).∣∣∣∣ ∞∑
i=1

(
an
)
i
bi −

∞∑
i=1

aibi

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∞∑
i=1

((
an
)
i
− ai

)
bi

∣∣∣∣ ≤ ∥∥an − a
∥∥
p

∥∥b∥∥
q
→ 0

(por la desigualdad de Hölder y
∥∥an − a

∥∥
p
→ 0).

■
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Notemos que si a Lk

(
a
)
lo pensamos como “sumar las k mayores entradas de a” las des-

igualdades Lk

(
b
)
≤ Lk

(
a
)
y Lk

(
− b
)
≤ Lk

(
− a
)
para cada k ∈ N juegan el papel que jugaban

las sumas parciales en la definición de la mayorización (Definición 2.1 i)).

Sea a ∈ R, sean a+ = máx
{
a, 0
}
y a− = máx

{
− a, 0

}
. Para una sucesión b =

(
bi
)
i≥1

, sean

b+ =
(
b+i
)
i≥1

y b− =
(
b−i
)
i≥1

.

Observación 3.5. Con las notaciones anteriores entonces tenemos que b = b+−b−. Por ejemplo,
si b =

(
1, 2, 0,−1, 3,−2, . . .

)
, entonces b+ =

(
1, 2, 0, 0, 3, 0, . . .

)
y b− =

(
0, 0, 0, 1, 0, 2, . . .

)
de

donde vemos que b = b+ − b−.

Empezaremos ahora a analizar propiedades cuando a ∈ c0.

Lema 3.6. Sea a =
(
ai
)
i≥1

∈ c0. Entonces para cada k ∈ N tenemos:

i) Lk

(
a
)
= Lk

(
a+
)
.

ii) Lk

(
− a
)
= Lk

(
a−
)
.

En particular, Lk

(
a
)
y Lk

(
− a
)
son ambos no negativos.

Demostración: Como a ∈ c0, se pueden encontrar las mayores k entradas a+im con 1 ≤ m ≤ k
(si hubiese menos de k entradas positivas, las últimas serán ceros). Entonces

Lk

(
a+
)
=

k∑
m=1

a+im ≥ Lk

(
a
)
.

Para mostrar la otra desigualdad, vemos por casos:

Si a tiene al menos k entradas positivas, sean ai1 = a+i1 , . . . , aik = a+ik las k mayores,

entonces Lk

(
a
)
= ai1 + · · ·+ aik = a+i1 + · · ·+ a+ik = Lk

(
a+
)
.

Si
{
ai1 , . . . , ain

}
son todas las entradas positivas, con n < k, entonces Lk

(
a+
)
=

n∑
j=1

aij =

n∑
j=1

a+ij . Como a ∈ c0, podemos para cada ϵ > 0 hallar números ain+1 , . . . , aik tales que

k∑
j=n+1

aij ≥ −ϵ. Entonces,

Lk

(
a
)
= sup

E∈Ck

LE

(
a
)
≥

n∑
j=1

aij +

k∑
j=n+1

aij ≥
n∑

j=1

a+ij − ϵ = Lk

(
a+
)
− ϵ,

y la desigualdad que queŕıamos sale.

ii) Se deduce de aplicar i) a −a.
■

Lema 3.7. Sean λ1, . . . , λn, λ
′
1, . . . , λ

′
m ∈

[
0, 1
]
con

n∑
i=1

λi =

m∑
j=1

λ′
j = 1. Sean E1 y E2 subcon-

juntos de N y σ1, . . . , σn ∈ SN(E1), σ
′
1, . . . , σ

′
m ∈ SN(E2). Entonces existen µ1, . . . , µs ∈

[
0, 1
]

tales que
s∑

k=1

µk = 1 y i1, . . . , is ∈
{
1, . . . , n

}
, j1, . . . , js ∈

{
1, . . . ,m

}
(donde s = nm) tales que

n∑
i=1

λiPσi =
s∑

k=1

µkPσik
y

m∑
j=1

λ′
jPσ′

j
=

s∑
k=1

µkPσ′
jk
.
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Demostración: Definimos µij = λi.λ
′
j . Entonces

n∑
i=1

m∑
j=1

µij =

n∑
i=1

m∑
j=1

λiλ
′
j =

n∑
i=1

λi

( m∑
j=1

λ′
j

)
= 1

y aśı tenemos

n∑
i=1

λiPσi =
n∑

i=1

λiPσi

( m∑
j=1

λ′
j

)
=

n∑
i=1

m∑
j=1

λiλ
′
jPσi =

n∑
i=1

m∑
j=1

µijPσi .

Análogamente

m∑
j=1

λ′
jPσ′

j
=

m∑
j=1

λ′
jPσ′

j

( n∑
i=1

λi

)
=

m∑
j=1

n∑
i=1

λ′
jλiPσ′

j
=

m∑
j=1

n∑
i=1

µijPσ′
j
,

y cambiamos el conjunto de ı́ndices de las µij de
{
1, . . . , n

}
×
{
1, . . . ,m

}
a
{
1, . . . , s

}
tenemos

lo deseado.
■

Proposición 3.8. Sea a =
(
ai
)
i≥1

∈ ℓ1R. Entonces b =
(
bi
)
i≥1

∈ conv
(
SNa

)1
si y solo si:

i)
∞∑
i=1

ai =
∞∑
i=1

bi.

ii) Lk

(
b
)
≤ Lk

(
a
)
para todo k ∈ N.

iii) Lk

(
− b
)
≤ Lk

(
− a
)
para todo k ∈ N.

Demostración: ⇒) Sea b ∈ conv
(
SNa

)
, es decir, para 1 ≤ i ≤ n existen λi con

n∑
i=1

λi = 1 y

σi ∈ SN tales que b =
n∑

i=1

λiPσi

(
a
)
. Entonces

∞∑
j=1

bj =
∞∑
j=1

( n∑
i=1

λiPσi

(
a
))

j

=
∞∑
j=1

n∑
i=1

λiaσi(j)
=

n∑
i=1

λi

∞∑
j=1

aσi(j)
=

n∑
i=1

λi

∞∑
j=1

aj =
∞∑
j=1

aj ,

de donde sale i).

El Lema 3.4 muestra que ii) y iii) valen si b ∈ conv
(
SNa

)1
.

⇐) Supongamos que i), ii) y iii) valen para b.
La idea es truncar a y b y aplicar el Teorema 2.20 a sus entradas positivas y negativas en forma

separada. Primero tendremos que verificar que las sucesiones truncadas siguen satisfaciendo la
condición i). Notemos que las sucesiones a+ y b+ pueden ya no cumplirla.

Sean α+
1 ≥ α+

2 ≥ . . . las entradas positivas de a y α−
1 ≤ α−

2 ≤ . . . las negativas. De
manera similar, sean β+

1 ≥ β+
2 ≥ . . . y β−

1 ≤ β−
2 ≤ . . . las entradas positivas y negativas de b

respectivamente. Continuamos cualquiera de estas sucesiones con 0 si a o b tienen solo finitas
entradas positivas o negativas.

Ahora, sea ϵ > 0 dado. Entonces existen enteros r, s y números positivos B+, B− tales que

B+ =
∞∑

i=r+1

β+
i ≤ ϵ y −B− =

∞∑
i=s+1

β−
i ≥ −ϵ.
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Además, existen enteros p y q tales que

∞∑
i=p

α+
i > B+ ≥

∞∑
i=p+1

α+
i y

∞∑
i=q

α−
i < −B− ≤

∞∑
i=q+1

α−
i .

Entonces podemos hallar α+∗
p ∈

(
0, α+

p

]
y α−∗

q ∈
[
α−
q , 0

)
tales que

(8)
(
α+
p − α+∗

p

)
+ α+

p+1 + · · · = B+,
(
α−
q − α−∗

q

)
+ α−

q+1 + · · · = −B−.

Sea m = máx
{
p, r
}
y n = máx

{
q, s
}
. Definimos las sucesiones

a′ =

(
α+
1 , . . . , α

+
p−1, α

+∗
p , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

m−p

, α−
1 , . . . , α

−
q−1, α

−∗
q , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−q

, 0, . . .

)
,

b′ =

(
β+
1 , . . . , β

+
r , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

m−r

, β−
1 , . . . , β

−
s , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−s

, 0, . . .

)
.

(de donde

∞∑
i=1

a′i =

m+n∑
i=1

a′i =

p−1∑
i=1

α+
i + α+∗

p +

q−1∑
i=1

α−
i + α−∗

q ). Entonces, permutando a y b de for-

ma conveniente, lo cual no viola la condición de que b ∈ conv
(
SNa

)1
, tenemos

∥∥a − a′
∥∥
1
=∥∥b− b′

∥∥
1
= B+ +B− ≤ 2ϵ.

También tenemos que

0 =

∞∑
i=1

ai −
∞∑
i=1

bi =

∞∑
i=1

α+
i +

∞∑
i=1

α−
i −

∞∑
i=1

β+
i −

∞∑
i=1

β−
i

=

p−1∑
i=1

α+
i +

∞∑
i=p

α+
i +

q−1∑
i=1

α−
i +

∞∑
i=q

α−
i −

r∑
i=1

β+
i −

∞∑
i=r+1

β+
i −

s∑
i=1

β−
i −

∞∑
i=s+1

β−
i

=
m∑
i=1

a′i +B+ +
m+n∑

i=m+1

a′i −B− −
m∑
i=1

b′i −B+ −
m+n∑

i=m+1

b′i +B−

=

( m∑
i=1

a′i −
m∑
i=1

b′i

)
+

( m+n∑
i=m+1

a′i −
m+n∑

i=m+1

b′i

)
.

(para la cuarta igualdad usamos que

p−1∑
i=1

α+
i +

q−1∑
i=1

α−
i =

m+n∑
i=1

a′i − α+∗
p − α−∗

q

=
m∑
i=1

a′i +
m+n∑

i=m+1

a′i +

(
B+ −

∞∑
i=p

α+
i

)
+

(
−B− −

∞∑
i=q

α−
i

)

por (8), también que

m∑
i=1

b′i =

r∑
i=1

β+
i y

m+n∑
i=m+1

b′i =

s∑
i=1

β−
i y las definiciones de B+, B−). Por lo

tanto, existe δ ≥ 0 tal que

δ =
m∑
i=1

a′i −
m∑
i=1

b′i =
m+n∑

i=m+1

b′i −
m+n∑

i=m+1

a′i.
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Ahora, podemos encontrar un c ≥ 0 menor que el valor absoluto de cualquier entrada no
nula de a′ o b′. Como las entradas de a′ son las mayores y menores entradas de a, podemos

usar el Teorema 2.20 para hallar números µj , µ
′
j ∈

[
0, 1
]
que satisfacen

m+k∑
j=1

µj =
n+k∑
j=1

µ′
j = 1 y

τj ∈ Sm+k, τ ′j ∈ Sn+k tales que

m+k∑
j=1

µjPτj

(
α+
1 , . . . , α

+
p−1, α

+∗
p , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

m−p+k

)
=

(
β+
1 , . . . , β

+
r , c, . . . , c︸ ︷︷ ︸

k

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−r

)
n+k∑
j=1

µ′
jPτ ′j

(
α−
1 , . . . , α

−
q−1, α

−∗
q , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−q+k

)
=

(
β−
1 , . . . , β

−
s ,−c, . . . ,−c︸ ︷︷ ︸

k

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−s

)

(pues
p−1∑
i=1

α+
i + α+∗

p =

m∑
i=1

a′i = δ +

m∑
i=1

b′i = ck +

r∑
i=1

β+
i ,

q−1∑
i=1

α−
i + α−∗

q =
m+n∑

i=m+1

a′i = −δ +
m+n∑

i=m+1

b′i = −ck +
s∑

i=1

β−
i ,

y c < β+
r , c <

∣∣β−
s

∣∣, por lo que los vectores de la derecha están bien ordenados).
Por el Lema 3.7 obtenemos para 1 ≤ i ≤ s (donde s = (m + k)(n + k)), λi, λ

′
i ∈

[
0, 1
]
con

s∑
i=1

λi =
s∑

i=1

λ′
i = 1 y σi, σ

′
i ∈ Ss tales que

s∑
i=1

λiPσi

(
α+
1 , . . . , α

+
p−1, α

+∗
p , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

m−p+k

, α−
1 , . . . , α

−
q−1, α

−∗
q , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−q+k

, 0, . . .

)

=

(
β+
1 , . . . , β

+
r , c, . . . , c︸ ︷︷ ︸

k

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−r

, β−
1 , . . . , β

−
s ,−c, . . . ,−c︸ ︷︷ ︸

k

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−s

, 0, . . .

)
,

s∑
i=1

λ′
iPσ′

i

(
α+
1 , . . . , α

+
p−1, α

+∗
p , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

m−p+k

, α−
1 , . . . , α

−
q−1, α

−∗
q , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−q+k

, 0, . . .

)

=

(
β+
1 , . . . , β

+
r ,−c, . . . ,−c︸ ︷︷ ︸

k

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−r

, β−
1 , . . . , β

−
s , c, . . . , c︸ ︷︷ ︸

k

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−s

, 0, . . .

)
.

Aśı, tenemos que

(
1

2

s∑
i=1

λiPσi +
1

2

s∑
i=1

λ′
iPσ′

i

)
a′ = b′. Notemos que

∥∥∥∥∥12
(

s∑
i=1

λiPσi +

s∑
i=1

λ′
iPσ′

i

)∥∥∥∥∥ ≤ 1,

donde
∥∥.∥∥ es la norma de operadores. En efecto, si a ∈ ℓ1R es tal que

∥∥(ai)∥∥1 = ∞∑
i=1

∣∣ai∣∣ ≤ 1 y
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λi, λ
′
i, σi, σ

′
i como antes, entonces∥∥∥∥∥12
(

s∑
i=1

λiPσi +
s∑

i=1

λ′
iPσ′

i

)(
a
)∥∥∥∥∥

1

=
∞∑
j=1

∣∣∣∣∣12
(

s∑
i=1

λiPσi +
s∑

i=1

λ′
iPσ′

i

)(
a
)∣∣∣∣∣

j

≤ 1

2

∞∑
j=1

(
s∑

i=1

λi

∣∣Pσi

(
a
)∣∣

j
+

s∑
i=1

λ′
i

∣∣Pσ′
i

(
a
)∣∣

j

)

=
1

2

s∑
i=1

λi

∞∑
j=1

∣∣Pσi

(
a
)∣∣

j
+

1

2

s∑
i=1

λ′
i

∞∑
j=1

∣∣Pσ′
i

(
a
)∣∣

j

≤ 1

2

s∑
i=1

λi +
1

2

s∑
i=1

λ′
i =

1

2
+

1

2
= 1.

Ahora,∥∥∥∥b− 1

2

( s∑
i=1

λiPσi +
s∑

i=1

λ′
iPσ′

i

)
a

∥∥∥∥
1

≤
∥∥∥∥b− b′

∥∥∥∥
1

+

∥∥∥∥b′ − 1

2

( s∑
i=1

λiPσi +
s∑

i=1

λ′
iPσ′

i

)
a′
∥∥∥∥
1

+

∥∥∥∥12
( s∑

i=1

λiPσi +
s∑

i=1

λ′
iPσ′

i

)(
a′ − a

)∥∥∥∥
1

≤ 2ϵ+ 2ϵ ≤ 4ϵ.

Por lo tanto, b ∈ conv
(
SNa

)1
.

■
Podemos describir conv

(
SNa

)p
para 1 < p ≤ ∞ de una manera similar.

Proposición 3.9. Sea a una sucesión en ℓ1R. Entonces b ∈ conv
(
SNa

)p
con 1 < p ≤ ∞ si y solo

si para todo k ∈ N:

i) Lk

(
b
)
≤ Lk

(
a
)
.

ii) Lk

(
− b
)
≤ Lk

(
− a
)
.

En particular,
∥∥b∥∥

1
≤
∥∥a∥∥

1
.

Demostración: ⇒) El Lema 3.4 dice que para cada b ∈ conv
(
SNa

)
, tenemos i) y ii).

⇐) Sea b que satisface i) y ii). Con la ayuda del Lema 3.6 observamos que

∥∥b∥∥
1
=

∞∑
i=1

∣∣bi∣∣ = ∞∑
i=1

b+i +
∞∑
i=1

b−i = ĺım
k→∞

Lk

(
b+
)
+ ĺım

k→∞
Lk

(
b−
)

≤ ĺım
k→∞

Lk

(
a+
)
+ ĺım

k→∞
Lk

(
a−
)
=

∞∑
i=1

a+i +
∞∑
i=1

a−i =
∞∑
i=1

∣∣ai∣∣ = ∥∥a∥∥1.
Por lo tanto, b ∈ ℓ1R.

Sea ϵ > 0. Supongamos que podemos hallar b′ que satisface i) y ii) y tal que
∥∥b− b′

∥∥
p
< ϵ y

∞∑
i=1

b′i =

∞∑
i=1

ai. Entonces b
′ ∈ conv

(
SNa

)1
⊆ conv

(
SNa

)p
(por la Proposición 3.8) y entonces

dist
(
b, conv

(
SNa

)p)
≤ ϵ

para cada ϵ > 0, con lo cual b ∈ conv
(
SNa

)p
.
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Para construir b′ definimos δ =
∞∑
i=1

(
ai − bi

)
=

∞∑
i=1

ai −
∞∑
i=1

bi. Entonces δ está bien definido

y es finito puesto que b ∈ ℓ1R. Si δ = 0, entonces b′ = b y b ∈ conv
(
SNa

)p
.

Podemos suponer que δ > 0, en caso contrario aplicamos la prueba a −a y −b.
Ahora, por hipótesis, sabemos que Lk

(
− b
)
≤ Lk

(
− a
)
para todo k ≥ 1 y por el Lema 3.6

Lk

(
− b
)
= Lk

(
b−
)
, Lk

(
−a
)
= Lk

(
a−
)
por lo que Lk

(
b−
)
≤ Lk

(
a−
)
para todo k ≥ 1 y entonces

tomando ĺımite cuando k → ∞ tenemos
∞∑
i=1

b−i ≤
∞∑
i=1

a−i . Por lo tanto,

δ =

∞∑
i=1

ai −
∞∑
i=1

bi =

∞∑
i=1

a+i −
∞∑
i=1

b+i −
∞∑
i=1

a−i +

∞∑
i=1

b−i ≤
∞∑
i=1

a+i −
∞∑
i=1

b+i ,

y entonces
∞∑
i=1

b+i + δ ≤
∞∑
i=1

a+i .

Sean α1 ≥ α2 ≥ . . . las entradas positivas de a y β1 ≥ β2 ≥ . . . las de b. Entonces, existe
N ∈ N tal que para todo n ≥ N

n∑
i=1

βi +
δ

2
≤

n∑
i=1

αi

y βN+1 < βN (como b ∈ ℓ1R, βi → 0, por lo que existe el N tal que βN+1 < βN ). Observemos
que para cada λ ∈ R (

λ

n
, . . . ,

λ

n︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . .

)
n→∞−→

(
0, 0, . . .

)
en la norma de ℓpR para 1 < p ≤ ∞. Podemos hallar k ∈ N con∥∥∥∥( δ

2k
, . . . ,

δ

2k︸ ︷︷ ︸
k

, 0, . . .

)∥∥∥∥
p

≤ ϵ

2
.

Ampliando k, lo cual no viola la condición anterior, tenemos que
δ

2k
≤ βN − βN+1. Podemos

hallar i1, . . . , ik ∈ N tal que bij < βN para j = 1, . . . , k. Definimos

b1 = (b1i )i, donde b1i =

{
bi +

δ

2k
i ∈ {i1, . . . , ik}

bi caso contrario

Las β1, . . . , βN son las N mayores entradas de b1, pues esas entradas no fueron cambiadas y

βN+1 +
δ

2k
≤ βN (es decir, para todo n ≥ N , βn ≤ βN ). Sea E ∈ Cl, l > N , entonces

LE

(
b1
)
≤ LE

(
b+
)
+ k

δ

2k
≤ β1 + · · ·+ βl +

δ

2
≤ α1 + · · ·+ αl,

y aśı b1 sigue cumpliendo la condición i). Y también sigue valiendo la condición ii), pues
(
b1
)− ≤

b−. Más aún,

∞∑
i=1

(
ai − b1i

)
=

δ

2
y
∥∥b− b1

∥∥ ≤ ϵ

2
.

Podemos aplicar el mismo procedimiento a b1 obteniendo b2 con
∞∑
i=1

(
ai − b2i

)
=

δ

4
y con∥∥b1 − b2

∥∥ ≤ ϵ

4
. Este b2 aún satisface las condiciones i) y ii). Continuando de esta manera ob-

tenemos una sucesión
(
bn
)
n≥1

que satisface las condiciones i) y ii), con

∞∑
i=1

(
ai − bni

)
=

δ

2n
y
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∥∥bn−1 − bn
∥∥
p
≤ ϵ

2n
. Esta sucesión es de Cauchy, y entonces converge a algún b′. Como las con-

diciones i) y ii) definen un conjunto cerrado, b′ satisface las mismas y

∞∑
i=1

(
ai − b′i

)
= 0. Por lo

tanto, tenemos b′ ∈ conv
(
SNa

)1
. Además, definiendo b0 = b tenemos

∥∥b− b′
∥∥
p
≤

∞∑
n=1

∥∥bn−1 − bn
∥∥
p
≤

∞∑
n=1

ϵ

2n
= ϵ,

y aśı tenemos b′ como queŕıamos.
■

Corolario 3.10. Para a ∈ ℓ1R tenemos conv
(
SNa

)p
⊆ ℓ1R y conv

(
SNa

)p
= conv

(
SNa

)q
para

1 < p, q ≤ ∞.

Demostración: Cada b ∈ conv
(
SNa

)p
cumple que Lk

(
b
)
≤ Lk

(
a
)
≤

∞∑
k=1

∣∣ak∣∣ < ∞, por lo que

∞∑
k=1

∣∣bk∣∣ < ∞ y b ∈ ℓ1R.

b ∈ conv
(
SNa

)p
si y solo si Lk

(
b
)
≤ Lk

(
a
)
y Lk

(
− b
)
≤ Lk

(
− a
)
si y solo si b ∈ conv

(
SNa

)q
.

■
Obtenemos a continuación una caracterización de conv

(
SNa

)p
cuando a ∈ ℓpR y de conv

(
SNa

)
cuando a ∈ c0.

Proposición 3.11.

A) Sea a ∈ ℓpR y b ∈ ℓ∞R . Entonces b ∈ conv
(
SNa

)p
si y solo si para todo k ∈ N tenemos:

i) Lk

(
b
)
≤ Lk

(
a
)
.

ii) Lk

(
− b
)
≤ Lk

(
− a
)
.

B) Sea a ∈ c0 y b ∈ ℓ∞R . Entonces b ∈ conv
(
SNa

)
si y solo si para todo k ∈ N tenemos:

i) Lk

(
b
)
≤ Lk

(
a
)
.

ii) Lk

(
− b
)
≤ Lk

(
− a
)
.

Demostración: Para cada b ∈ conv
(
SNa

)p
se verifica i) y ii) por el Lema 3.4.

Rećıprocamente, supongamos que b satisface i) y ii). Notar que a, b ∈ c0 en ambos casos. Sean
β+
1 ≥ β+

2 ≥ . . . las entradas positivas de b y β−
1 ≤ β−

2 ≤ . . . las negativas y sean α+
1 ≥ α+

2 ≥ . . .
y α−

1 ≤ α−
2 ≤ . . . las de a. Sea ϵ > 0. En el caso A), existen r y s tales que( ∞∑

i=r

(β+
i )

p

)1/p

≤ ϵ

2
,

( ∞∑
i=r

(α+
i )

p

)1/p

≤ ϵ

2
,

( ∞∑
i=s

(−β−
i )

p

)1/p

≤ ϵ

2
, y

( ∞∑
i=s

(−α−
i )

p

)1/p

≤ ϵ

2
.

En el caso B) podemos elegir r, s tales que α+
i , β

+
i ≤ ϵ

2
para i ≥ r y α−

i , β
−
i ≥ − ϵ

2
para i ≥ s.

Definimos unas nuevas sucesiones b′ y a′ fijando las entradas β+
i , α

+
i en 0 para i ≥ r y β−

i , α
−
i

en 0 para i ≥ s.
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Entonces
∥∥b−b′

∥∥
p
≤ ϵ,

∥∥a−a′
∥∥
p
< ϵ. Tenemos que b′, a′ ∈ ℓ1R y que satisface las condiciones i)

y ii) puesto que las mayores y menores entradas de a y b no fueron eliminadas. Por la Proposición

3.9 tenemos, para 1 ≤ i ≤ n, λi ∈
[
0, 1
]
con

n∑
i=1

λi = 1, y σi ∈ SN con

∥∥∥∥ n∑
i=1

λiPσia
′ − b′

∥∥∥∥
p

< ϵ.

Notemos además que la norma ℓpR de operadores de
n∑

i=1

λiPσi es menor o igual que 1, es decir,

si a ∈ ℓpR es tal que
∥∥(a)

i

∥∥
p
=

( ∞∑
i=1

(ai)
p

)1/p

≤ 1, y λi, σi como antes, entonces

∥∥∥∥ n∑
i=1

λiPσi

(
a
)∥∥∥∥

p

=

( ∞∑
j=1

(∣∣∣ n∑
i=1

λiPσi

(
a
)∣∣∣

j

)p)1/p

≤
( ∞∑

j=1

n∑
i=1

(λi)
p
∣∣∣(Pσi

(
a
))

j

∣∣∣p)1/p

=

n∑
i=1

λi

( ∞∑
j=1

∣∣∣(Pσi

(
a
))

j

∣∣∣p)1/p

≤
n∑

i=1

λi = 1.

Entonces∥∥∥∥ n∑
i=1

λiPσia− b

∥∥∥∥
p

≤
∥∥∥∥ n∑

i=1

λiPσi

(
a− a′

)∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥ n∑
i=1

λiPσia
′ − b′

∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥b′ − b

∥∥∥∥
p

< 3ϵ,

lo cual prueba la Proposición.
■

Observación 3.12. El Lema 3.6 implica que si b ∈ conv
(
SNa

)
, entonces para cada b′ que

verifica b′+ ≤ b+ y b′− ≤ b−, donde la relación de orden es componente a componente, tenemos

que b′ ∈ conv
(
SNa

)
.

Observación 3.13. Si a ∈ c0, entonces conv
(
SNa

)
∈ c0. En efecto, si a ∈ c0 entonces para cada

ϵ > 0 existe n0 ∈ N tal que, para todo n ≥ n0 se tiene
∣∣an∣∣ < ϵ.

Sea σ : N → N una biyección. Sea el mismo ϵ > 0 y sea m = máx
{
σ−1(j) : j ∈

{
1, . . . , n0

}}
(el máximo se alcanza pues el conjunto es finito). Entonces, si i ≥ m+1, tenemos que σ(i) > n0.
Por lo tanto

∣∣aσ(i)∣∣ < ϵ para toda i ≥ m + 1, de donde σ(a) ∈ c0 para toda σ ∈ SN, es decir,

SNa ∈ c0. Además, como
(
c0, ∥.∥∞

)
es Banach, conv

(
SNa

)∥.∥∞ ⊆ c0 (c0 es cerrado en ∥.∥∞ dentro
de ℓ∞R ).

Observación 3.14.

i) Por la descripción de la Proposición 3.11 se sigue en particular que si a ∈ c0, conv
(
SNa

)
es cerrada incluso en la topológia débil-* de ℓ∞R como dual de ℓ1R. En efecto, si tomamos

an ∈ conv
(
SNa

)
tal que an → x ∗-débil, entonces veamos que x ∈ conv

(
SNa

)
. Sea F ∈ Ck,

como an → x ∗-débil, para todo b ∈ ℓ1R, φan(b) → φa(b) (donde φa

(
b
)
=

∞∑
i=1

aibi).

Entonces φan

(∑
i∈F

ei

)
=
∑
i∈F

(
an
)
i
≤ Lk

(
an
)
≤ Lk

(
a
)
, y además

φan

(∑
i∈F

ei

)
→ φx

(∑
i∈F

ei

)
=
∑
i∈F

xi = LF

(
x
)
,

de donde LF

(
x
)
≤ Lk

(
a
)
para todo F ∈ Ck. Por lo tanto, Lk

(
x
)
= sup

F∈Ck

LF

(
x
)
≤ Lk

(
a
)
.
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Además

−φan

(∑
i∈F

ei

)
= −

∑
i∈F

(
an
)
i
≤ − ı́nf

F∈Ck

∑
i∈F

(
an
)
i
= sup

F∈Ck

∑
i∈F

(
−an

)
i
= Lk

(
−an

)
≤ Lk

(
−a
)
,

y por otro lado −φan

(∑
i∈F

ei

)
→ −φx

(∑
i∈F

ei

)
=
∑
i∈F

−xi = LF

(
− x
)
, de donde

Lk

(
− x
)
= sup

F∈Ck

LF

(
− x
)
≤ Lk

(
− a
)
.

Por lo tanto, por la Proposición 3.11, x ∈ conv
(
SNa

)
.

ii) Para a ∈ ℓpR (respectivamente si a ∈ c0 tomamos p = ∞) tenemos

conv
(
SNa

)p
= conv

(
SN∞a

)p
donde SN∞ =

⋃
n

Sn y recordemos que Sn actúa sobre las sucesiones permutando las pri-

meras n entradas.

Ahora estudiaremos los casos donde la sucesión no pertenezcan a c0.

Definición 3.15. Se define Fn =
{(

ai
)
i≥1

∈
[
0, 1
]N

: nai es entero para todo i
}
y

F =
⋃
n∈N

Fn.

Notemos que F es un subconjunto denso de
[
0, 1
]N
. En efecto, para cada ϵ > 0 existe n ∈ N

tal que ϵ >
1

n
y para cada ai ∈

[
0, 1
]
existe bi =

mi

n
∈ Fn con mi ∈ N, 0 ≤ mi ≤ n tal que∣∣ai − bi

∣∣ < ϵ. Por lo tanto, para cada a ∈
[
0, 1
]N

existe un b ∈ Fn tal que
∥∥a− b

∥∥ < ϵ.

Lema 3.16. Sea a =
(
1, 0, 1, 0, 1, 0, . . .

)
. Entonces

conv
(
SNa

)
=
[
0, 1
]N
.

Demostración: Que conv
(
SNa

)
⊆
[
0, 1
]N

es trivial. Vamos a probar la otra inclusión. Para
esto, es suficiente probar que F ⊆ conv

(
SNa

)
. Incluso es suficiente considerar únicamente las

sucesiones con entradas que no sean 0 ó 1 infinitas veces, ya que éstas forman un subconjunto
denso de F. Sea f ∈ Fn una de tales sucesiones. Después de permutar, podemos escribir a f
como

f =
1

n

(
a1, . . . , as,m1, . . . ,m1︸ ︷︷ ︸

n

, . . . ,mk, . . . ,mk︸ ︷︷ ︸
n

,m1, . . . ,m1︸ ︷︷ ︸
n

, . . .

)

con ai,mt ∈
{
0, . . . , n

}
para 1 ≤ i ≤ s y 1 ≤ t ≤ k. Entonces

s∑
i=1

ai = pn+ q donde 0 ≤ p ≤ s y

0 ≤ q < n son enteros. Permutamos a =
(
1, 0, 1, 0, . . .

)
a las sucesiones

a(l) =

(
1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

p+l

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−p−l

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m1

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−m1

, . . . , 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
mk

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−mk

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m1

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−m1

, . . .

)
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con l ∈
{
0, 1
}
. Esto podemos hacerlo pues al menos uno de los mi es distinto de n o de 0,

entonces tenemos infinitos lugares para poner 1 y 0.
Aśı, la sucesión

a′ =
n− q

n
a(0) +

q

n
a(1)

=

(
1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

p

,
q

n
, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

s−p−1

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m1

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−m1

, . . . , 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
mk

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−mk

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m1

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−m1

, . . .

)

está en conv
(
SNa

)
.

Consideramos ahora la permutación σ+ : Rn → Rn tal que
(
x1, . . . , xn

)
7→
(
xn, x1, . . . , xn−1

)
.

Entonces

(
Pσ+

)
t

(
1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

mt

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−mt

)
=

(
n−1∑
i=0

1

n
(Pσ+)i

)(
1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

mt

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−mt

)
=

(
mt

n
, . . . ,

mt

n

)
.

Entonces, por el Lema 3.7, para 1 ≤ i ≤ w = nk, existen λi ∈
[
0, 1
]
con

w∑
i=1

λi = 1 y
(
σ+
)
i
∈ SN

tales que

w∑
i=1

λi

(
Pσ+

)
i

(
1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

m1

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−m1

, . . . , 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
mk

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−mk

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m1

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−m1

, . . .

)
(9)

=

(
m1

n
, . . . ,

m1

n
, . . . ,

mk

n
, . . . ,

mk

n
,
m1

n
, . . . ,

m1

n
, . . .

)
.

Por el Teorema 2.20, para 1 ≤ i ≤ m, existen µi ∈
[
0, 1
]
con

m∑
i=1

µi = 1 y σi ∈ Ss tales que

(10)

m∑
i=1

µiPσi

(
1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

p

,
q

n
, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

s−p−1

)
=

(
a1
n
, . . . ,

as
n

)
,

pues p+
q

n
=

1

n
(pn+ q) =

1

n

s∑
i=1

ai.

Por el Lema 3.7 para 1 ≤ j ≤ r = n.w existen λj ∈
[
0, 1
]
con

r∑
j=1

λj = 1 y enteros ij y kj

tales que para la siguiente matriz diagonal de bloques se tiene

r∑
j=1

λj


Pσij

0 0 . . .

0
(
Pσ+

)
kj

0 . . .

0 0
(
Pσ+

)
kj

. . .

...
...

...
. . .

 a′ = f

(para el primer bloque se usa (10) y para los demás bloques se usa (9) y por lo tanto f ∈
conv

(
SNa′

)
⊆ conv

(
SNa

)
.

■

Corolario 3.17. Sea a =
(
ai
)
i≥1

∈
[
0, 1
]N

tal que ĺım sup ai = 1 y ĺım ı́nf ai = 0. Entonces

conv
(
SNa

)
=
[
0, 1
]N
.
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Demostración: conv
(
SNa

)
⊆
[
0, 1
]N

es trivial. Veamos la otra inclusión. Para esto, supon-
gamos que a ∈ F. Entonces a tiene infinitas entradas 0 y 1. Dado un N > 0 arbitrario, existe
n > N con a ∈ Fn. Entonces podemos permutar a a:

a′ =

(
1,

m1

n
, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

m1−1

, 1,
m2

n
, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

m2−1

, . . .

)

para 0 ≤ mi ≤ n enteros. Sean m1. . . . ,ms todos los numeradores posibles. Denotemos por (1, k)
la permutación que cambia la primera por la k-ésima entrada y definimos (1, 1) =id. Observemos
que

m∑
i=1

1

m
(1, i)

(
m

n
, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

m−1

)
=

(
1

n
, . . . ,

1

n

)
.

Por el Lema 3.7, para 1 ≤ i ≤ r =
s∏

i=1

mi existen λi ∈
[
0, 1
]
con

r∑
i=1

λi = 1 y σi,j ∈ SN j =

1, . . . , s tales que
r∑

i=1

λiPσi,j

(
mj

n
, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

mj−1

)
=

(
1

n
, . . . ,

1

n

)
para todo 1 ≤ j ≤ s. Entonces

r∑
j=1

λj


1 0 0 0 . . .
0 Pσi,1 0 0 . . .
0 0 1 0 . . .
0 0 0 Pσi,2 . . .
...

...
...

...
. . .

 a′ =

(
1,

1

n
, . . . ,

1

n︸ ︷︷ ︸
m1

, 1,
1

n
, . . . ,

1

n︸ ︷︷ ︸
m2

, . . .

)

y entonces por el Lema 3.16,
[ 1
n
, 1
]N

∈ conv
(
SNa

)
. De modo que tenemos

[
0, 1
]N

=
⋃
N∈N

[ 1
N

, 1
]N

⊆ conv
(
SNa

)
.

Ahora, si a es arbitrario, entonces un argumento de aproximación prueba el Corolario: Dado

un b ∈
[
0, 1
]N

y sea ϵ > 0, existe un f ∈ F con infinitas entradas 0 y 1, tal que
∥∥a− f

∥∥ < ϵ. Las

consideraciones anteriores producen para 1 ≤ i ≤ n, λi ∈
[
0, 1
]
con

n∑
i=1

λi = 1, y σi ∈ SN tales

que

∥∥∥∥ n∑
i=1

λiPσif − b

∥∥∥∥ < ϵ. Entonces

∥∥∥∥ n∑
i=1

λiPσia− b

∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥ n∑

i=1

λiPσi

(
a− f

)∥∥∥∥+ ∥∥∥∥ n∑
i=1

λiPσif − b

∥∥∥∥ ≤ 2ϵ

pues

∥∥∥∥ n∑
i=1

λiPσi

∥∥∥∥ ≤ 1 (en efecto, si a =
(
ai
)
i≥1

∈
[
0, 1
]N

es tal que
∥∥a∥∥ = sup

i∈N

∣∣ai∣∣ ≤ 1, entonces

∥∥∥∥ n∑
i=1

λiPσi

(
a
)∥∥∥∥ = sup

j∈N

∣∣∣∣ n∑
i=1

λiPσi

(
a
)∣∣∣∣

j

≤ sup
j∈N

n∑
i=1

λi

∣∣Pσi

(
a
)∣∣

j
=

n∑
i=1

λi sup
j∈N

∣∣Pσi

(
a
)∣∣

j
≤

n∑
i=1

λi = 1
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por lo que

∥∥∥∥ n∑
i=1

λiPσi

∥∥∥∥ ≤ 1).

■

Definición 3.18. Sea a =
(
ai
)
i≥1

∈ ℓ∞R , definimos A+ = ĺım sup ai y A− = ĺım ı́nf ai, ai =

máx
{
ai, A

+
}
−A+ y ai = mı́n

{
ai, A

−}−A− y sea a =
(
ai
)
y a =

(
ai
)
.

Observación 3.19. Notemos que a, a ∈ c0. En efecto, como A+ = ĺım sup ai y A− = ĺım ı́nf ai,

ĺım
i→∞

ai = ĺım
i→∞

(
máx

{
ai, A

+
}
−A+

)
= ĺım

i→∞

(
máx

{
ai −A+, 0

})
= 0,

ĺım
i→∞

ai = ĺım
i→∞

(
mı́n

{
ai, A

−}−A−) = ĺım
i→∞

(
mı́n

{
ai −A−, 0

})
= 0.

Además, conv
(
SNa

)
⊂ c0 y conv

(
SNa

)
⊂ c0.

Observación 3.20. Sea a =
(
ai
)
i≥1

∈ ℓ∞R , entonces podemos escribir a a = a + d + a, con

d ∈
[
A−, A+

]
. En efecto:

Si ai ≥ A+, entonces ai = ai −A+, con lo que ai = 0 +A+ + ai.

Si ai ∈
[
A−, A+

]
, entonces ai = 0 + ai + 0.

Si ai ≤ A−, entonces ai = ai −A− entonces ai = ai +A− + 0.

Observación 3.21. Si a ∈ c0, entonces Lk

(
a
)
= 0 y Lk

(
− a
)
= 0.

Teorema 3.22. Sea a =
(
ai
)
i≥1

∈ ℓ∞R . Entonces

conv
(
SNa

)
= conv

(
SNa

)
+
[
A−, A+

]N
+ conv

(
SNa

)
.

Demostración: ⊆) Podemos escribir a a = a + d + a, con d ∈
[
A−, A+

]
por la Observación

3.20.

Sea b ∈ conv
(
SNa

)
, entonces para 1 ≤ i ≤ n, existen λi ∈

[
0, 1
]
con

n∑
i=1

λi = 1, y σi ∈ SN

tales que

b =
n∑

i=1

λiPσi

(
a
)
=

n∑
i=1

λiPσi

(
a+ d+ a

)
=

n∑
i=1

λi

(
Pσi

(
a
)
+ Pσi

(
d
)
+ Pσi

(
a
))

=
n∑

i=1

λiPσi

(
a
)
+

n∑
i=1

λiPσi

(
d
)
+

n∑
i=1

λiPσi

(
a
)
∈ conv

(
SNa

)
+
[
A−, A+

]
+ conv

(
SNa

)
.

Nos resta ver que conv
(
SNa

)
+
[
A−, A+

]N
+conv

(
SNa

)
es cerrado. La parte de que

[
A−, A+

]
es cerrada es clara, y por la Observación 3.19 conv

(
SNa

)
y conv

(
SNa

)
∈ c0, y entonces por la

Observación 3.14 i), tenemos que es ∗-débil cerrado. Además, conv
(
SNa

)
está acotada por

∥∥a∥∥∞
y conv

(
SNa

)
está acotada por

∥∥a∥∥∞. Entonces, por el Teorema de Banach-Alaoglu es ∗-débil
compacta. Y la suma de ambos también es ∗-débil compacta. En particular, la suma es cerrada
en norma.

⊇) Supongamos primero que A+ = A−. Notemos que dados a, b ∈ ℓ∞R tenemos que

b ∈ conv
(
SNa

)
si y solo si para todo µ ∈ R, b+ µe ∈ conv

(
SN(a+ µe)

)
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donde e =
(
1, 1, . . .

)
. En efecto, si σ ∈ SN, entonces σ(a + µe) = σ(a) + µe, luego sean para

1 ≤ i ≤ n, σi ∈ SN y λi ∈
[
0, 1
]
con

n∑
i=1

λi = 1 tales que b =

n∑
i=1

λiPσi

(
a
)
,

b+ µe =

n∑
i=1

λiPσi

(
a
)
+

n∑
i=1

λiµe =

n∑
i=1

λi

(
Pσi

(
a
)
+ µe

)
=

n∑
i=1

λiPσi

(
a+ µe

)
.

La otra inclusión es análoga, usando
(
b + µe

)
− µe. En particular, si A+ = A− = A, podemos

trasladar a a a−Ae y por lo tanto a−Ae ∈ c0, es decir A = 0.
Sean b1 ∈ conv

(
SNa

)
, b2 ∈ conv

(
SNa

)
y sea b = b1 + b2, tenemos que

Lk

(
b
)
= Lk

(
b1 + b2

)
≤ Lk

(
b1
)
+ Lk

(
b2
)
= Lk

(
b2
)
≤ Lk

(
a
)
= Lk

(
a
)
,

Lk

(
− b
)
= Lk

(
− b1 − b2

)
≤ Lk

(
− b1

)
+ Lk

(
− b2

)
= Lk

(
− b1

)
≤ Lk

(
− a
)
= Lk

(
− a
)

(como b1 ∈ conv
(
SNa

)
∈ c0 tenemos que 0 ≤ Lk

(
b1
)
≤ Lk

(
a
)
= 0 y como b2 ∈ conv

(
SNa

)
∈ c0,

0 ≤ Lk

(
− b2

)
≤ Lk

(
− a

)
= 0 por la Observación 3.21). Entonces por la Proposición 3.11,

b ∈ conv
(
SNa

)
.

Sean b1 ∈ conv
(
SNa

)
y b2 ∈ conv

(
SNa

)
, entonces b = b1+ b2 ∈ conv

(
SNa

)
. En efecto, existen

b′n ∈ conv
(
SNa

)
tales que b′n

∥.∥−→ b1 y b′′n ∈ conv
(
SNa

)
tales que b′′n

∥.∥−→ b2. Sean bn = b′n+b′′n, para
todo n ≥ 1 tenemos que Lk

(
bn
)
≤ Lk

(
a
)
, Lk

(
− bn

)
≤ Lk

(
− a
)
y entonces, por la Proposición

3.11, bn ∈ conv
(
SNa

)
. Además,∥∥b− bn
∥∥ =

∥∥b1 + b2 −
(
b′n + b′′n

)∥∥ ≤
∥∥b1 − b′n

∥∥+ ∥∥b2 − b′′n
∥∥ −→ 0,

lo que concluye que b ∈ conv
(
SNa

)
.

En el caso que A+ ̸= A−, podemos asumir que A+ = 1 y A− = 0.
Supongamos que tanto la entrada 1 como la entrada 0 está infinitas veces en a y que hay

solo finitas entradas fuera de
[
0, 1
]
. Sean α+

1 + 1 ≥ · · · ≥ α+
r + 1 las entradas mayores que 1 y

α−
1 ≤ · · · ≤ α−

s las menores que 0.

Por definición tenemos que a − a − a ∈
[
0, 1
]N
. Elegimos b ∈ conv

(
SNa

)
, b ∈ conv

(
SNa

)
y

d ∈
[
0, 1
]N
, y sea b = b+ d+ b. Es suficiente con que veamos estos b para los cuales b y b tienen

solo finitas entradas no nulas y d tiene por lo menos una entrada racional en
(
0, 1
)
infinitas veces.

Los elementos con estas propiedades están densamente en conv
(
SNa

)
+
[
A−, A+

]N
+conv

(
SNa

)
.

Sean
b′i = máx

{
1, bi

}
− 1, b′i = mı́n

{
bi, 0

}
y b′ =

(
b′i
)
i
, b′ =

(
b′i
)
i
.

Entonces 0 ≤ b′ ≤ b y por la Observación 3.12 tenemos que b′ ∈ conv
(
SNa

)
.

Análogamente, b′ ∈ conv
(
SNa

)
y obviamente d′ = b− b′ − b′ ∈

[
0, 1
]N
.

Si bi = 0, entonces b′i = 0 (ya que máx
{
1, bi

}
= máx

{
1, bi + di

}
= 1). Aśı, b′ tiene solo

finitas entradas no nulas (pues b ya teńıa solo finitas entradas no nulas. Solo nos aseguramos
que las que ya eran 0 no cambien).

Lo mismo vale para b′ (b = 0 implica que b′ = mı́n{bi, 0} = mı́n
{
bi + di, 0

}
= 0).

La sucesión d′ difiere de d solo donde b o b son no nulas. Como hay solo finitas de estas
entradas, d′ tendrá las mismas infinitas entradas racionales.

Entonces tendŕıamos que ver solo los casos donde:

1) d tenga por lo menos una entrada racional fuera de
{
0, 1
}
infinitas veces.

2) b y b tengan solo finitas entradas no nulas.
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3) Para cada i, a lo sumo bi o bi puede ser no nula.

4) Si bi ̸= 0 entonces di = 0, y si bi ̸= 0 entonces di = 1 (pues b′i = bi − 1− bi = 0).

Sea b = b+ d+ b.
Sean β+

1 ≥ · · · ≥ β+
p las entradas no nulas de b y β−

1 ≤ · · · ≤ β−
q las no nulas de b (que son

negativas). Entonces sabemos que

(
β+
1 , . . . , β

+
p , 0, . . .

)
∈ conv

(
SN
(
α+
1 , . . . , α

+
r , 0, . . .

))
.

Por la Proposición 3.11 (puesto que b ∈ c0 lo que implica que para todo k ≥ 1, Lk

(
b
)
≤ Lk

(
a
)
)

deducimos que 0 ≤ δ =

r∑
i=1

α+
i −

p∑
i=1

β+
i . Análogamente tenemos que 0 ≥ δ′ =

s∑
i=1

α−
i −

q∑
i=1

β−
i .

Sea d0 ∈
(
0, 1
)
una entrada racional de d que aparece infinitas veces. Fijamos ϵ > 0. Entonces

existe n ∈ N con nd0 ∈ N, nd0 ≥ r − p,
δ

n
≤ ϵ y

δ

n
≤ 1− d0 (de donde d0 +

δ

n
≤ 1). Ahora

miremos las sucesiones

a1 =

(
α+
1 + 1, . . . , α+

r + 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
p−r+nd0

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n(1−d0)

)
,

b′1 =

(
β+
1 + 1, . . . , β+

p + 1, d0 +
δ

n
, . . . , d0 +

δ

n︸ ︷︷ ︸
n

)

y

b1 =

(
β+
1 + 1, . . . , β+

p + 1, d0, . . . , d0︸ ︷︷ ︸
n

)
.

Tenemos que

p+n∑
i=1

(
a1
)
i
=

r∑
i=1

(
α+
i + 1

)
+
(
p− r + nd0

)
=

r∑
i=1

α+
1 + p+ nd0

=

p∑
i=1

β+
i + δ + p+ nd0 =

p∑
i=1

(
β+
i + 1

)
+ n

(
δ

n
+ d0

)
=

p+n∑
i=1

(
b′1
)
i
.

(en la tercer igualdad usamos que
r∑

i=1

α+
1 −

p∑
i=1

β+
i = δ).

Puesto que b ∈ conv
(
SNa

)
tenemos que Lk

(
b′1
)
≤ Lk

(
a1
)
para cada k ≥ 1. Por el Teo-

rema 2.20 puesto que b′1 ∈ conv
(
SNa1

)
para cada 1 ≤ i ≤ p + n existen λ+

i ∈
[
0, 1
]
con

p+n∑
i=1

λ+
i = 1, σ+

i ∈ Sp+n tales que b′1 =

p+n∑
i=1

λ+
i Pσ+

i
a1 y entonces

∥∥∥∥b1 − p+n∑
i=1

λ+
i Pσ+

i
a1

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥b1 − b′1

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥b′1 − p+n∑
i=1

λ+
i Pσ+

i
a1

∥∥∥∥ =
δ

n
≤ ϵ.
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De la misma manera, podemos hallar n′ ∈ N con n′d0 ∈ N,
∣∣∣∣ δ′n′

∣∣∣∣ ≤ ϵ,

∣∣∣∣ δ′n′

∣∣∣∣ ≤ d0 y n′(1−d0) ≥

s− q. Sean

a2 =

(
α−
1 , . . . , α

−
s , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n′(1−d0)+(q−s)

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n′d0

)
,

b′2 =

(
β−
1 , . . . , β

−
q , d0 +

δ′

n′ , . . . , d0 +
δ′

n′︸ ︷︷ ︸
n′

)

y

b2 =

(
β−
1 , . . . , β

−
q , d0, . . . , d0︸ ︷︷ ︸

n′

)
.

Tenemos que

q+n′∑
i=1

(
a2
)
i
=

s∑
i=1

α−
i + n′d0 =

q∑
i=1

β−
i + δ′ + n′d0 =

q∑
i=1

β−
i + n′

(
δ′

n′ + d0

)
=

q+n′∑
i=1

(
b′2
)
i
,

y b ∈ conv
(
SNa

)
. Entonces por el Teorema 2.20 y puesto que b′2 ∈ conv

(
SNa2

)
para cada

1 ≤ i ≤ q + n′ podemos hallar λ−
i ∈

[
0, 1
]
con

q+n′∑
i=1

λ−
i = 1 y σ−

i ∈ Sq+n′ que satisfacen que

b′2 =

q+n′∑
i=1

λ−
i Pσ−

i
a2 y por lo tanto

∥∥∥∥b2 − q+n′∑
i=1

λ−
i Pσ−

i
a2

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥b2 − b′2

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥b′2 − q+n′∑
i=1

λ−
i Pσ−

i
a2

∥∥∥∥ =

∣∣∣∣ δ′n′

∣∣∣∣ ≤ ϵ.

Según nuestras consideraciones previas sabemos que después de una permutación podemos
escribir

a =
(
a1, a2, a3

)
, b =

(
b1, b2, b3

)
con a3, b3 ∈

[
0, 1
]N
, ĺım sup a3 = 1 y ĺım ı́nf a3 = 0.

Por el Corolario 3.17, para 1 ≤ i ≤ m, existen λ′
i ∈ [0, 1] con

m∑
i=1

λ′
i = 1 y σ′

i ∈ SN tales que∥∥∥∥b3 − m∑
i=1

λ′
iPσ′

i
a3

∥∥∥∥ ≤ ϵ. Ahora, usando el Lema 3.7, para 1 ≤ i ≤ s (con s = n.n′.m), existen

λi ∈ [0, 1] con
s∑

i=1

λi = 1 y simultáneamente cambiando los ı́ndices de σ+
i , σ−

i y σ′
i tenemos

∥∥∥∥∥∥∥
 b1

b2
b3

−
s∑

i=1

λi

 Pσ+
i

0 0

0 Pσ−
i

0

0 0 Pσ′
i


 a1

a2
a3


∥∥∥∥∥∥∥ ≤ ϵ.

Esto prueba la afirmación.
Si a no tiene infinitas entradas 0 y 1, y tiene solo finitas entradas fuera de

[
0, 1
]
, entonces

para ϵ > 0 definimos a′ por

a′i =


1 si ai ∈

[
1− ϵ, 1 + ϵ

]
,

0 si ai ∈
[
− ϵ, ϵ

]
,

ai caso contrario.
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Entonces
∥∥a− a′

∥∥ ≤ ϵ. En particular concluimos que
∥∥a− a′

∥∥ ≤ ϵ y
∥∥a− a′

∥∥ ≤ ϵ.
Elegimos

b = b+ d+ b en conv
(
SNa

)
+
[
0, 1
]N

+ conv
(
SNa

)
.

Esto es, tenemos b =
n∑

i=1

λiPσia, (con λi ∈
[
0, 1
]
,

n∑
i=1

λi = 1 y σi ∈ SN), b =
n′∑
j=1

µjPτja (con

µj ∈
[
0, 1
]
,

n′∑
j=1

µj = 1 y τj ∈ SN) y d ∈
[
0, 1
]N
. Como mostramos antes,

d+

n∑
i=1

λiPσia
′ +

n′∑
j=1

µjPτja
′ ∈ conv

(
SNa′

)
.

Aśı, podemos hallar λ′
i ∈
[
0, 1
]
con

m∑
i=1

λ′
i = 1 y σ′

i ∈ SN tales que

∥∥∥∥(d+ n∑
i=1

λiPσia
′ +

n′∑
j=1

µjPτja
′
)
−

m∑
i=1

λ′
iPσ′

i
a′
∥∥∥∥ ≤ ϵ.

Entonces tenemos∥∥∥∥b− m∑
i=1

λ′
iPσ′

i
a

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥(d+ n∑
i=1

λiPσia+

n′∑
j=1

µjPτja

)
−

m∑
i=1

λ′
iPσ′

i
a

∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥(d+ n∑

i=1

λiPσia+

n′∑
j=1

µjPτja

)
−
(
d+

n∑
i=1

λiPσia
′ +

n′∑
j=1

µjPτja
′
)∥∥∥∥

+

∥∥∥∥(d+ n∑
i=1

λiPσia
′ +

n′∑
j=1

µjPτja
′
)
−

m∑
i=1

λ′
iPσ′

i
a′
∥∥∥∥

+

∥∥∥∥ m∑
i=1

λ′
iPσ′

i
a′ −

m∑
i=1

λ′
iPσ′

i
a

∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥ n∑

i=1

λiPσi

(
a− a′

)∥∥∥∥+ ∥∥∥∥ n′∑
j=1

µjPτj

(
a− a′

)∥∥∥∥+ ϵ+

∥∥∥∥ m∑
i=1

λ′
iPσ′

i

(
a− a′

)∥∥∥∥ ≤ 4ϵ.

y el Teorema sale por la densidad de conv
(
SNa

)
.

■

Observación 3.23. Como vimos en la prueba del Teorema 3.22, la descomposición

b = b+ d+ b ∈ conv
(
SNa

)
+
[
A−, A+

]N
+ conv

(
SNa

)
no es única. Sin embargo, podemos elegir b y b tales que di = 0 si bi ̸= 0 y di = 1 si bi ̸= 0. La

Observación 3.12 nos dice aún más, b ∈ conv
(
SNa

)
y b ∈ conv

(
SNa

)
. Estos b y b son especiales

por ser minimales, esto es, son sucesiones con el menor valor absoluto para cada entrada que
aún dan una descomposición válida para b.

Lema 3.24. Sea a ∈ ℓ∞R arbitrario. Usamos la notación de la Definición 3.18. Entonces tenemos
que para cada k ∈ N:
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i) Lk

(
a
)
= Lk

(
a
)
+ kA+.

ii) Lk

(
− a
)
= Lk

(
− a
)
− kA−.

Además tenemos que

ĺım
k→∞

1

k

(
a
)
= ĺım sup a y ĺım

k→∞
−1

k
Lk

(
− a
)
= ĺım ı́nf a.

Demostración: La prueba de i) y ii) es casi la misma que la del Lema 3.6. Para i) distingui-
remos 2 casos. Si a tiene al menos k entradas no nulas, la afirmación se sigue inmediatamente,
pues las entradas en donde a es no nula, son las mayores entradas de a, y a cada una le restamos
A+.

Ahora, si a tiene solo l < k entradas no nulas, entonces Lk

(
a
)
= Ll

(
a
)
. Sean estas las primera

l entradas. Entonces a1, . . . , al son las mayores l entradas de a y cualquier otra entrada de a es
menor o igual a A+. Aśı, para cada E ∈ Cf tenemos

LE

(
a
)
≤

l∑
i=1

ai + (k − l)A+ =
l∑

i=1

ai + kA+ = Ll

(
a
)
+ kA+ = Lk

(
a
)
+ kA+,

de donde Lk

(
a
)
≤ Lk

(
a
)
+ kA+.

Pero, por otro lado, para cada ϵ > 0 podemos tomar entradas α1, . . . , αk−l de a que están

en
[
A+ − ϵ

k − l
, A+

]
. Entonces

Lk

(
a
)
≥

l∑
i=1

ak +
k−l∑
j=1

αj ≥
l∑

i=1

ai + lA+ + (k − l)
(
A+ − ϵ

k − l

)

=

l∑
i=1

ai + kA+ − ϵ = Lk

(
a
)
+ kA+ − ϵ,

de donde sale i).
ii) sale de aplicar i) a −a.

Ahora probaremos que ĺım
k→∞

1

k
Lk

(
a
)
= ĺım sup a.

≥) Para cada ϵ > 0, k ∈ N tenemos que Lk

(
a
)
≥ k ĺım sup a− ϵ.

≤) Notemos que para cualquier ϵ > 0 existen solo finitas m entradas de a mayores que
ĺım sup a+ ϵ. Aśı, para k > m tenemos

1

k
Lk

(
a
)
≤ 1

k

[
(a1 + · · ·+ am) + (ĺım sup a+ ϵ)(k −m)

]
=

1

k
(a1 + · · ·+ am) +

(
1− m

k

)
(ĺım sup a+ ϵ)

k→∞−→ ĺım sup a+ ϵ,

lo cual prueba nuestra afirmación.
Usando ĺım ı́nf a = − ĺım sup

(
− a
)
, obtenemos la otra afirmación.

■

Corolario 3.25. Sea a, b ∈ ℓ∞R . Entonces b ∈ conv
(
SNa

)
si y solo si para todo k ∈ N

i) Lk

(
b
)
≤ Lk

(
a
)
.

ii) Lk

(
− b
)
≤ Lk

(
− a
)
.
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Demostración: ⇒) Es el Lema 3.4.
⇐) Supongamos que b satisface i) y ii). Por el Lema 3.24 tenemos que ĺım sup b ≤ ĺım sup a

(dividiendo por k y pasando al ĺımite) y ĺım ı́nf b ≥ ĺım ı́nf a.
Usaremos la notación del Teorema 3.22. Entonces podemos escribir

b = b+ b′ + b donde b′ ∈
[
A−, A+

]N
, b ≤ 0 y b ≥ 0.

Recordando la Observación 3.12, podemos elegir la descomposición tal que

bi ̸= 0 solo si b′i = A− y bi ̸= 0 solo si b′i = A+.

El Lema 3.24 dice que Lk

(
a
)
= Lk

(
a
)
+ kA+. Si b tiene al menos k entradas no nulas tenemos

que Lk

(
b
)
= Lk

(
b
)
+A+ y por tanto

Lk

(
b
)
= Lk

(
b
)
− kA+ ≤ Lk

(
a
)
− kA+ = Lk

(
a
)
.

Si b tiene solo m entradas no nulas y m < k entonces

Lk

(
b
)
= Lm

(
b
)
≤ Lm

(
a
)
≤ Lk

(
a
)
.

De esta manera, vemos que para cada k, Lk

(
b
)
≤ Lk

(
a
)
.

Puesto que b y a ambos son positivos, concluimos que Lk

(
− b
)
= 0 = Lk

(
− a

)
. Por la

Proposición 3.11 tenemos que b ∈ conv
(
SNa

)
.

De la misma manera podemos probar que b ∈ conv
(
SNa

)
. Aplicando el Teorema 3.22 se

termina la prueba.
■

Observación 3.26. Miremos el problema inverso, esto es, trataremos de determinar cuales

sucesiones dan la misma conv
(
SNa

)
.

El Teorema 3.22, el Lema 3.24 y el Corolario 3.25 dicen que: conv
(
SNa1

)
= conv

(
SNa2

)
si y

solo si

i) ĺım ı́nf a1 = ĺım ı́nf a2.

ii) ĺım sup a1 = ĺım sup a2.

iii) Lk

(
a1
)
= Lk

(
a2
)
y Lk

(
a1
)
= Lk

(
a2
)
, k ∈ N.

La tercera condición solo afecta las entradas que no están en
[
A−, A+

]
. Cada una de estas

entrada solo aparecen finitas veces en a1 o a2. Entonces esta condición dice que tales entradas
deben aparecer igualmente en a1 y a2. Es también interesante que notemos que las entradas que

están en
[
A−, A+

]
no afectan la forma de conv

(
SNa

)
.

Los siguiente ejemplos ilustran lo dicho:

Ejemplo 3.27. Sea
(
a1, a2, a3, . . .

)
∈ c0 arbitrario. Si

(
a1, a2, a3, . . .

)
tiene entradas que sean

0, se pueden omitir. Entonces las sucesiones:(
a1, a2, a3, . . .

)
,(

0, . . . , 0, a1, a2, a3, . . .
)
,(

0, a1, 0, a2, 0, a3, 0, . . .
)
,

y cada permutación de una de estas sucesiones generan el mismo conjunto conv
(
SNa

)
.

■
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Ejemplo 3.28. Sea
(
a1, a2, a3, . . .

)
∈
[
0, 1
]N

arbitrario. Entonces la sucesiones:(
3, 2, 2,−1,−2,−2, 1, 0, 1, 0, 1, . . .

)
,(

3, 2, 2,−1,−2,−2, 1, a1, 0, a2, 1, a3, 0, a4, 1, . . .
)
,(

3, 2, 2,−1,−2,−2, 3/4, 1/4, 7/8, 1/8, 15/16, 1/16, . . .
)
,

y cada permutación de alguna de estas sucesiones generan el mismo conjunto conv
(
SNa

)
.

■

3.1. El Teorema de Schur-Horn en B(H). Caso diagonalizable.

En la subsección anterior logramos obtener desigualdades con los funcionales Lk que ca-

racterizan a conv
(
SNa

)
. Usaremos ahora esto, para obtener las posibles diagonales principales

aproximadas de los operadores diagonalizables.

Consideremos el espacio de Hilbert ℓ2C = ℓ2C(N) (el cual es unitariamente isomorfo a cada
espacio de Hilbert separable). Entonces cada operador A ∈ B(ℓ2C) se puede identificar con su
matriz enMN (Recordemos que denotamosMN = MN(C) para las matrices de dimensión infinita)
en la base canónica de ℓ2C

A =


a11 a12 a13 . . .
a21 a22 a23 . . .
a31 a32 a33 . . .
...

...
...

. . .

 ,

donde aij =
(〈
Aei, ej

〉)
i,j≥1

. SeaD el espacio de todas las matrices diagonales acotadas. Entonces
D es isomorfo a ℓ∞R , donde D está dotado con la norma de operadores. Sea p la proyección de
la diagonal: p(A) =

(
a11, a22, . . .

)
. Consideramos p como una función lineal continua para los

operadores lineales acotados de ℓ∞R . Para a =
(
a1, a2, . . .

)
∈ ℓ∞R sea diag(a) ∈ MN la matriz

diagonal que está dada por
(
diag(a)

)
i,j

= δijai para todo i, j ≥ 1. Notemos que diag(a) induce

un operador lineal acotado en B(ℓ2C) dado por diagβ(a)en = anen para toda n ≥ 1, donde
β =

(
en
)
n≥1

es la base canónica de ℓ2C.

Sea U(n) el grupo de isomorfismos unitarios de Cn y U el grupo de isomorfismos unitarios
de ℓ2C (cuando H no sea ℓ2C, lo llamaremos U(H)). Convenimos denotar U.a = U∗diag(a)U para
el producto de las matrices infinitas, es decir, vemos U como la matriz que representa a un
isomorfismo unitario en la base canónica de ℓ2C y U.a =

{
U.a : U ∈ U

}
.

Con estas notaciones, podemos reescribir el Teorema de Schur-Horn de la siguiente manera
(ver item 1 de la Observación 2.18): Sea a =

(
a1, . . . , an

)
∈ Rn. Entonces

p
{
U∗diag(a)U : U ∈ U(n)

}
= conv

(
Sna

)
.

Buscamos un resultado similar para el caso de dimensión infinita.

Observación 3.29. Sea d ∈ ℓ∞R . Entonces para U =
(
uij
)
i,j≥1

∈ MN unitaria (que representa

un isomorfismo unitario) tenemos que p
(
U∗diag(d)U

)
= Od donde O es una matriz doble

estocástica (Oij =
∣∣uji∣∣2 para toda i, j ≥ 1). La prueba es análoga a la del Teorema de Schur-

Horn que dimos en Preliminares.

Proposición 3.30. Sea a ∈ ℓ∞R una sucesión arbitraria y D una matriz doble estocástica.

Entonces D.a ∈ conv
(
SNa

)
.
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Demostración: Por lo visto anteriormente podemos partir a a en a = a+ c+ a donde a y −a
son sucesiones positivas que convergen a 0 y

ĺım ı́nf a = ĺım ı́nf c ≤ cj ≤ ĺım sup c = ĺım sup a para todo j.

Sea D =
(
dij
)
ij≥1

. Elegimos un k > 0. Podemos asumir que a1 ≥ · · · ≥ ak son las mayores

k entradas de a (pues a ∈ c0). Entonces para E ∈ Ck,

LE

(
Da
)
=
∑
i∈E

(
Da
)
i
=
∑
i∈E

∞∑
j=1

dijaj ≤
∑
i∈E

k∑
j=1

dijaj +
∑
i∈E

∞∑
j=k+1

dijak

=
∑
i∈E

k∑
j=1

dijaj +

(∑
i∈E

∞∑
j=1

dijak −
∑
i∈E

k∑
j=1

dijaj

)

=

k∑
j=1

∑
i∈E

dijaj + kak −
k∑

j=1

∑
i∈E

dijak =

k∑
j=1

(∑
i∈E

dijaj +
(
1−

∑
i∈E

dij
)
ak

)

≤
k∑

j=1

aj = Lk

(
a
)
.

(notemos que ak es fijo, que
∑
i∈E

∞∑
j=1

dijaj =
∑
i∈E

aj

( ∞∑
j=1

dij

)
=
∑
i∈E

ak = kak y que

∑
i∈E

dijaj +

(
1−

∑
i∈E

dij

)
ak ≤ aj por ser combinación convexa). Por lo tanto, Da ∈ conv

(
SNa

)
,

ya que a tiene las entradas no negativas.
Análogo para a.

Por otro lado, claramente Dc ∈
[
ĺım ı́nf c, ĺım sup c

]N
. Aśı, por el Teorema 3.22 queda termi-

nada la prueba.
■

Teorema 3.31. Sea a ∈ ℓ∞R . Entonces p(U.a) ⊆ conv
(
SNa

)
Demostración: Para cada U ∈ U, existe D ∈ MN doble estocástica tal que p

(
U∗diag(a)U

)
=

Da, por la Observación 3.29, y Da ⊆ conv
(
SNa

)
por la Proposición 3.30.

■

Lema 3.32. Sea a ∈ c0(N). Entonces p
(
U.a
)
es denso en conv

(
SNa

)
.

Demostración: Sale directamente del hecho de que para a ∈ c0 tenemos que

conv
(
SNa

)
= conv

(
SN∞a

)
,

por la Observación 3.14 ii) y el Teorema de Schur-Horn.
■

Observación 3.33. Antes de considerar otros casos, notemos el siguiente hecho: Sea A un
subconjunto arbitrario de ℓ∞R y supongamos que sabemos que para cada a ∈ A que p

(
U.a
)
es

denso en conv
(
SNa

)
. Entonces lo mismo vale para a ∈ A.

En efecto, si fijamos un a ∈ A, b ∈ conv
(
SNa

)
y ϵ > 0, entonces para 1 ≤ j ≤ n existen

λj ∈
[
0, 1
]
con

n∑
j=1

λj = 1, σj ∈ SN y b′ =

n∑
j=1

λjPσja con
∥∥b− b′

∥∥ ≤ ϵ. Podemos hallar un a′ ∈ A

con
∥∥a− a′

∥∥ ≤ ϵ.
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Puesto que a′ ∈ A, existe un U ∈ U tal que

∥∥∥∥p(U∗diag(a′)U
)
−

n∑
j=1

λjPσja
′
∥∥∥∥ ≤ ϵ. Ahora

tenemos∥∥∥∥p(U∗diag(a)U
)
− b

∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥p(U∗diag(a)U

)
− p
(
U∗diag(a′)U

)∥∥∥∥
+

∥∥∥∥p(U∗diag(a′)U
)
−

n∑
j=1

λjPσja
′
∥∥∥∥

+

∥∥∥∥ n∑
j=1

λjPσja
′ −

n∑
j=1

λjPσja

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥ n∑
j=1

λjPσja− b

∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥p(U∗diag(a− a′)U

)∥∥∥∥+ ϵ+

∥∥∥∥ n∑
j=1

λjPσj (a
′ − a)

∥∥∥∥+ ϵ ≤ 4ϵ.

■

Lema 3.34. Sea a ∈ ℓ∞R (N) tal que

A− = ĺım ı́nf a ≤ aj ≤ A+ = ĺım sup a para todo j ≥ 1.

Entonces p
(
U.a
)
=
[
A−, A+

]N
.

Demostración: Si A− = A+ entonces a es constante y entonces p
(
U.a
)
= a.

Supongamos que A− = 0 y A+ = 1. Por la Observación 3.33, podemos asumir que a ∈ F

y que tiene infinitas entradas 0 y 1 (por la densidad). Después de una permutación, podemos
escribir

a =
(
1, 0, α1, 1, 0, α2, 1, 0, α3, . . .

)
donde αi ∈

[
0, 1
]
.

Ahora elegimos b ∈ F que no tenga ninguna entrada 0 y tenga al menos una entrada diferente

de 1 que se repita infinitas veces. Estas sucesiones forman un subconjunto denso de
[
0, 1
]N
, de

modo que si podemos probar que cada una de ellas está en p
(
Ua
)
ya está.

Sea entonces
b =

(
β1, . . . , βp, n1, . . . , nq, n1, . . . , nq . . .

)
.

Sea ϵ > 0. Como al menos una entrada que es diferente de 0 y 1 aparece infinitas veces
en b, podemos asumir que n1 ∈

(
0, 1
)
. Existe un k ∈ N tal que β1 + · · · + βp ≤ kϵ. Sea

δ =
(β1 + · · ·+ βp)

k
≤ ϵ. Puesto que b ∈ F podemos asumir (ampliando k si es necesario) que

kn1 es un entero y que δ ≤ n1. Ahora permutamos a y b para obtener

a′ =

(
1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

kn1

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k+p−kn1

, 1, 0, α1, 1, 0, α2, . . .

)
,

b′ =

(
β1, . . . , βp, n1, . . . , n1︸ ︷︷ ︸

k

, n1, . . . , nq, n1, . . . , nq, . . .

)
.

(Notemos que

p+k∑
i=1

a′1 = kn1 = β1 + · · ·+ βp + k(n1 − δ) =

p+k∑
i=1

b′i y que β1 < 1, β1 + β2 < 2, . . . )

Podemos entonces aplicar el Teorema de Schur-Horn y obtenemos que existe U ′ ∈ U(k+p) tal
que

p

(
U ′∗diag

(
1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

kn1

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k+p−kn1

)
U ′
)

=

(
β1, . . . , βp, n1 − δ, . . . , n1 − δ︸ ︷︷ ︸

k

)
.
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Consideramos ahora las sucesiones

a′′ =
(
1, 0, α1, 1, 0, α2, . . .

)
y b′′ =

(
n1, . . . , nq, n1, . . . , nq, . . .

)
.

Sabemos que b′′ ∈ Fl para algún l. Podemos suponer que
1

l
≤ ϵ. Entonces existen enteros 0 <

mi ≤ l tales que ni =
mi

l
(por pertenecer a Fl). Permutamos a′′ y b′′ para obtener

a′′ =

(
1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m1−1

, α1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l−m1

, . . . , 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
mq−1

, αq, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l−mq

, 1 . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m1−1

, αq+1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l−m1

, . . .

)
,

b′′ =

(
n1, . . . , n1︸ ︷︷ ︸

l

, n2, . . . , n2︸ ︷︷ ︸
l

, . . . , nq, . . . , nq︸ ︷︷ ︸
l

, n1, . . . , n1︸ ︷︷ ︸
l

, . . .

)
.

(Notemos que a′′ mayoriza por bloques a b′′, en el sentido que el primer bloque de l elementos
de a′′ mayoriza el primer bloque de l elementos de b′′, esto se repite en los siguientes bloques
de tamaño l). Podemos entonces aplicar el Teorema 2.20 y el Teorema de Schur-Horn de para
hallar Us,t ∈ U(m) para cada s, t ∈ N tales que

p

(
U∗
s,tdiag

(
1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
ms−1

, αs+tq, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l−ms

)
Us,t

)
=

(
ns −

1− αs+tq

l
, . . . , ns −

1− αs+tq

l

)

Puesto que b ∈ Fl, tenemos que ns ≥
1

l
(ns =

ms

l
y ms es natural, por lo que ns ≥

1

j
) y aśı,

ninguna entrada es negativa. Formamos

U =



U ′

U1,1

. . .

Uq,1

U1,2

. . .


obtenemos:

Si 1 ≤ i ≤ k + p, ∣∣∣p(U∗diag(ai)U
)
− bi

∣∣∣ = ∣∣n1 − (n1 − δ)
∣∣ = δ ≤ ϵ.

Si i > k + p,∣∣∣∣p(U∗diag(ai)U
)
− bi

∣∣∣∣ =∣∣∣∣((n1 −
1− α1+1q

t

)
− n1, . . . ,

(
ns −

1− αs+tq

t

)
− ns, . . .

)∣∣∣∣
≤ sup

s,t

1− αs+tq

l
≤ 1

l
≤ ϵ.

Por lo tanto,
∥∥∥p(U∗diag(a)U

)
− b
∥∥∥ ≤ ϵ.

■

Teorema 3.35. Sea a ∈ ℓ∞R (N). Entonces p
(
U.a
)
es denso en conv

(
SNa

)
.
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Demostración: Si a converge, estamos en el caso del Lema 3.32.
Aśı, podemos suponer que ĺım sup ai = 1 y ĺım ı́nf ai = 0. Usaremos la Observación 3.33 y

nos restringimos al caso es que a tiene solo finitas entradas ai con ai > 1 o ai < 0, pero infinitas
entradas 1 y 0.

Ahora elegimos un b arbitrario, b ∈ conv
(
SNa

)
y un ϵ > 0. El Teorema 3.22 nos dice que

b = b+ d+ b con b ∈ conv
(
SNa

)
, b ∈ conv

(
SNa

)
y d ∈

[
0, 1
]N
.

En particular, tenemos ĺım sup b ≤ 1 y ĺım ı́nf b ≥ 0.
Elegimos b y b minimales en el sentido de la Observación 3.23. Además, b tiene al menos una

subsucesión
(
bik
)
k≥1

que converge a algún B′ ∈
[
0, 1
]
. Entonces existe un racional B ∈

(
0, 1
)

con
∣∣B −B′∣∣ ≤ ϵ

2
. Se define b′ por

b′i =


1 si bi ∈

[
1, 1 + ϵ

]
,

0 si bi ∈
[
− ϵ, 0

]
,

B si bi ∈
[
B′ − ϵ

2
, B′ +

ϵ

2

]
,

bi caso contrario.

Por la Proposición 3.11 y la Proposición 3.8, b′ ∈ conv
(
SNa

)
, b′ tiene solo finitas entradas fuera

de
[
0, 1
]
, una entrada racional B infinitas veces y

∥∥b′ − b
∥∥ ≤ ϵ.

Solo nos queda mostrar que b ∈ p
(
Ua
)
para cada b con solo finitas entradas fuera de

[
0, 1
]

y solo una entrada racional en
(
0, 1
)
infinitas veces. Esto terminará la prueba, puesto que las

sucesiones con estas propiedades están densamente en conv
(
SNa

)
.

Sean α+
1 ≥ · · · ≥ α+

r las entradas no nulas de a y α−
1 ≤ · · · ≤ α−

s las de a. Denotemos por

β+
1 ≥ · · · ≥ β+

p y β−
1 ≤ · · · ≤ β−

q las entradas no nulas de b y b. Definimos δ =
r∑

i=1

α+
i −

p∑
i=1

β+
i .

Por la Proposición 3.11 y el Teorema 3.22 tenemos que δ ≥ 0. Sabemos que existe un c ∈ N tal
que

cB es entero,
δ

c
≤ ϵ,

δ

c
≤ 1−B y cB ≥ r − p.

Ahora veamos que

a+ =

(
α+
1 + 1, . . . , α+

r + 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
cB−r+p

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
c(1−B)

)
,

b+ =

(
β+
1 + 1, . . . , β+

p + 1, B +
δ

c
, . . . , B +

δ

c︸ ︷︷ ︸
c

)
.

Por el Teorema 2.20 y el Teorema de Schur-Horn, que podemos aplicarlos pues

p+c∑
i=1

(a+)i =

r∑
i=1

α+
i + r + cB − r + p

= δ +

p∑
i=1

β+
i + p+ cB =

p∑
i=1

β+
i + p+ c(B + δ) =

p+c∑
i=1

(b+)i,

existe U+ ∈ U(c+p) tal que
p
(
U∗
+diag(a

+)U+

)
= b+.
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De la misma manera podemos hallar c′ ∈ N tal que c′B es un entero y para

δ′ =

s∑
i=1

α−
i −

q∑
i=1

β−
i ≤ 0 tenemos que

|δ′|
c′

≤ ϵ,
|δ′|
c′

≤ B y c′(1−B) ≥ s− q. Entonces para

a− =

(
α−
1 , . . . , α

−
s , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

c′(1−B)−s+q

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
c′B

)
,

b− =

(
β−
1 , . . . , β

−
q , B +

δ′

c′
, . . . , B +

δ′

c′︸ ︷︷ ︸
c′

)

existe U− ∈ U(c’+q) con p
(
U∗
−diag(a

−)U−
)
= b− pues

q+c′∑
i=1

(a−)i =
s∑

i=1

α−
i + c′B = δ +

q∑
i=1

β−
i + c′B =

q∑
i=1

β−
i + c′

(
B +

δ′

c′

)
=

q+c′∑
i=1

(b−)i.

Por nuestra elección de a+, a−, b+ y b− podemos permutar a y b a

a =
(
a+, a−, a′

)
y b =

(
b+, b−, b′

)
,

donde a′, b′ ∈
[
0, 1
]N

y ĺım sup a′ = 1, ĺım ı́nf a′ = 0. Por el Lema 3.34 podemos hallar U ′ ∈ U

tal que
∥∥p(U ′diag(a′)U ′∗)− b′

∥∥ ≤ ϵ.
Ahora,

U =

 U+ 0 0
0 U− 0
0 0 U ′


satisface

∥∥∥p(U∗diag(a)U
)
− b
∥∥∥ ≤ ϵ.

■

Teorema 3.36. Sea a ∈ ℓ∞R . Entonces p
(
U.a
)
= conv

(
SNa

)
.

Demostración: Por el Teorema 3.31 tenemos que p
(
U.a
)
⊆ conv

(
SNa

)
, y por el Teorema 3.35

p
(
U.a
)
es denso en conv

(
SNa

)
.

■
Queremos reformular ahora este resultado para operadores. Sea H un espacio Hilbert sepa-

rable. Sea β =
(
en
)
n≥1

una base ortonormal de H. Recordemos que definimos Eβ : B(H) →
B(H) la función que asigna a un operador A ∈ B(H) el operador

∑
n≥1

⟨Aen, en⟩ en ⊗ en ∈ B(H).

Recordemos además que dada a ∈ ℓ∞ entonces diagβ(a) es un operador en B(H). En este caso
Eβ(diagβ(a)) = diagβ(a).

Teorema 3.37 (Teorema de Schur-Horn en B(H). Caso diagonalizable). Sean a, c ∈ ℓ∞C . Sea
H un espacio de Hilbert separable con base ortonormal β y sea Eβ la esperanza condicional en
la base β. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

i) diagβ
(
c
)
∈ Eβ

({
U∗diagβ(a)U : U ∈ U(H)

})
.

ii) Lk

(
c
)
≤ Lk

(
a
)

y Lk

(
− c
)
≤ Lk

(
a
)
para cada k ∈ N.
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4. Diagonales aproximadas de operadores acotados. Caso gene-
ral.

En esta sección, desarrollaremos parte del trabajo de Antezana, Massey, Ruiz y Stojanoff
[1]. En el mismo, se usa el Teorema 3.37 para conseguir la versión del Teorema de Schur-Horn
en B(H) para el caso de un operador autoadjunto general. Las principales herramientas utiliza-
das son el Teorema de Weyl-von Neumann y las propiedades de operadores aproximadamente
unitariamente equivalentes (desarrolladas en la subsección 2.4).

En la sección 3 definimos para una sucesión a ∈ ℓ∞R , Lk

(
a
)
= sup

|F |=k

∑
i∈F

ai.

Primero extenderemos la definición a operadores autoadjuntos arbitrarios en un espacio de
Hilbert H. Nuevamente, denotamos por Pk al conjunto de proyecciones ortogonales en subes-
pacios de dimensión k de H. Recordemos que durante todo el trabajo, cuando hablamos de
proyecciones, nos referimos a proyecciones ortogonales.

Observación 4.1. A partir de ahora, notaremos ℓ1 = ℓ1C(N) y ℓ∞ = ℓ∞C (N).

Definición 4.2. Dado S ∈ B(H)sa, definimos para cualquier k ∈ N

Lk

(
S
)
= sup

P∈Pk

tr
(
SP
)
.

Observación 4.3. Lk es unitariamente invariante para k ∈ N, es decir, Lk

(
S
)
= Lk

(
U∗SU

)
para todo U ∈ U(H) y S ∈ B(H)sa.

El siguiente resultado afirma que la Definición 4.2 extiende naturalmente la definición de
Neumann para operadores diagonales.

Proposición 4.4. Sea β =
{
en
}
n≥1

una base ortonormal de un espacio de Hilbert H. Si a ∈ ℓ∞R ,
entonces para cada k ∈ N,

Lk

(
diagβ

(
a
))

= Lk

(
a
)
.

Para probar esta proposición, antes necesitaremos el siguiente resultado técnico:

Lema 4.5. Sea S ∈ K(H)+ y denotemos por λ la lista de autovalores positivos de S, contados
con multiplicidad (si dimR(S) < ∞, donde R(S) es el rango de S, completamos la sucesión con
ceros.) Entonces para cada n ∈ N,

Ln

(
S
)
=

n∑
i=1

λi.

Además, si P ∈ Pn es la proyección sobre el subespacio generado por un conjunto ortonormal
de autovectores de λ1, . . . , λn, entonces Ln

(
S
)
= tr

(
SP
)
.

Demostración: Sea S ∈ K(H)+. Por un lado, es inmediato que si P ∈ Pn es la proyección
sobre el subespacio generado por un conjunto ortonormal de autovectores de λ1, . . . , λn, entonces

Ln

(
S
)
= tr

(
SP
)
=

n∑
i=1

λi.

Para verificar que Ln

(
S
)
=

n∑
i=1

λi basta probar que si Q ∈ Pn entonces tr(SQ) ≤
n∑

i=1

λi.

Fijamos n ∈ N y tomamos Q = Q2 = Q∗ con tr
(
Q
)
= n. Sea

{
ej
}
j≥1

la base ortonormal de H

tal que Sej = λjej donde λ es la lista de autovalores de S. Entonces
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tr
(
SQ
)

=
∞∑
j=1

〈
SQej , ej

〉
=

∞∑
j=1

〈
Qej , Sej

〉
=

∞∑
j=1

〈
Qej , λjej

〉
= n

( ∞∑
j=1

λj

〈
Qej , ej

〉
n

)
= n

∞∑
j=1

λjαj ,

donde αj =

〈
Qej , ej

〉
n

para j ∈ N.

Primero veamos que para todo j ∈ N, 0 ≤ αj ≤
1

n
y

∞∑
j=1

αj = 1. Notemos que
〈
Qej , ej

〉
=

〈
Qej , Qej

〉
=
∥∥Qej

∥∥2, de donde 0 ≤
〈
Qej , ej

〉
≤ 1 y entonces 0 ≤

〈
Qej , ej

〉
n

≤ 1

n
. Además, como

Q es una proyección tal que tr
(
Q
)
= n, entonces existe una base ortonormal

{
fi
}
de H tal que

Qfi = fi para 1 ≤ i ≤ n y Qfi = 0 para todo i ≥ n+ 1. Tenemos además que para cada j ∈ N,

ej =
∞∑
i=1

〈
ej , fi

〉
fi. Entonces,

∞∑
j=1

αj =
∞∑
j=1

1

n

〈
Qej , ej

〉
=

1

n

∞∑
j=1

〈
Q
( ∞∑

i=1

〈
ej , fi

〉
fi,

∞∑
i=1

〈
ej , fi

〉
fi

〉

=
1

n

∞∑
j=1

∞∑
i=1

∣∣〈ej , fi〉∣∣2〈Qfi, fi
〉
=

1

n

∞∑
j=1

n∑
i=1

∣∣〈ej , fi〉∣∣2〈fi, fi〉
=

1

n

n∑
i=1

∞∑
j=1

∣∣〈ej , fi〉∣∣2 = 1

n

n∑
i=1

1 = 1.

Ahora queremos ver que

tr
(
SQ
)
= n

∞∑
j=1

αjλj ≤
n∑

j=1

λj ,

o lo que es igual, que
1

n

n∑
j=1

λj −
∞∑
j=1

αjλj ≥ 0.

n∑
j=1

1

n
λj −

∞∑
j=1

αjλj =

n∑
j=1

(
1

n
− αj

)
λj −

∞∑
j=n+1

αjλj ≥
n∑

j=1

(
1

n
− αj

)
λn −

∞∑
j=n+1

αjλj

= λn −
( n∑

j=1

αjλn +

∞∑
j=n+1

αjλj

)
≥ λn −

n∑
j=1

αjλn = 0

(la primera desigualdad vale pues λn ≤ λj para toda 1 ≤ j ≤ n, para la segunda igualdad usa-

mos que

n∑
j=1

(
1

n
− αj

)
λn =

λn

n

n∑
j=1

1−
n∑

j=1

αjλn = λn −
n∑

j=1

αjλn y para la última desigualdad

utilizamos que como λj ≤ λn para todo n ≤ j, y entonces

n∑
j=1

αjλn +

∞∑
j=n+1

αjλj ≤
n∑

j=1

αjλn).

Por lo tanto, tr
(
SQ
)
≤ tr

(
SP
)
=

n∑
j=1

λj para todo Q ∈ Pn.
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■
En las sección anterior hab́ıamos probado el siguiente resultado (Lema 3.24): Si a ∈ ℓ∞R y

A+ = ĺım sup a y A− = ĺım ı́nf a,

(11) a+i = máx
{
ai, A

+
}
−A+ y a−i = mı́n

{
ai, A

−}−A− para i ∈ N,

entonces para cada k ∈ N,

(12) Lk

(
a
)
= Lk

(
a+
)
+ kA+ y Lk

(
− a
)
= Lk

(
− a−

)
− kA−.

El siguiente resultado extiende (12) para operadores autoadjuntos. Este hecho es necesario
para probar la Proposición 4.4, pero también es una herramienta básica para tratar con la
función Lk.

Recordemos que dado S ∈ B(H)sa, α+(S) = máxσe(S) =
∥∥S∥∥

e
y α− = mı́nσe(S).

Proposición 4.6. Sea S ∈ B(H)sa. Entonces para cada k ∈ N,

i) Lk

(
S
)
= Lk

(
S+
)
+ kα+(S).

ii) Lk

(
− S

)
= Lk

(
− S−

)
− kα−(S).

En particular,

(13) ĺım
k→∞

Lk

(
S
)

k
= α+(S) =

∥∥S∥∥
e

y ĺım
k→∞

Lk

(
− S

)
k

= −α−(S).

Demostración: Denotemos por α+ = α+(S) y

(14) P2 = P2(S) = E
[
∥S∥e , ∥S∥

]
= E

[
α+, ∥S∥

]
,

donde E es la medida espectral de S. Recordemos que

S+ =

∫[
α+,∥S∥

] (t− α+
)
dE(t) = (S − α+)P2.

Entonces S − S+ = S(I − P2) + α+P2 ≤ α+I. Por lo tanto, para todo k ∈ N y Q ∈ Pk,

(15) tr
(
SQ
)
= tr

(
S+Q

)
+ tr

(
(S − S+)Q

)
≤ Lk

(
S+
)
+ kα+,

lo cual muestra que Lk

(
S
)
≤ Lk

(
S+
)
+ kα+ para todo k ∈ N.

Para ver la desigualdad inversa, supongamos primero que tr
(
P2

)
= ∞. Denotemos por λ la

lista de autovalores de S+, elegidos como en el Lema 4.5.
Sea Qk ∈ Pk la proyección sobre el subespacio generado por un conjunto ortonormal de

autovectores de λ1, . . . , λk. Entonces Qk ≤ P2. Por el Lema 4.5,

tr
(
SQk

)
= tr

(
S+Qk

)
+ tr

(
(S − S+)Qk

)
=

k∑
i=1

λi + kα+ = Lk

(
S+
)
+ kα+.

Por lo tanto, Lk

(
S
)
= Lk

(
S+
)
+ kα+.

Ahora, supongamos que tr
(
P2

)
= r < ∞. Si k ≤ r, el mismo argumento que antes muestra

que Lk

(
S
)
= Lk

(
S+
)
+ kα+. Aśı, sea k > r y tomamos ϵ > 0. Puesto que Pϵ = E

[
α+ − ϵ, α+

)
tiene rango infinito (de otra manera ∥S∥e ≤ α+ − ϵ), podemos tomar Q ≤ Pϵ, una proyección
de rango k − r. Si Qk = Q+ P2, entonces

Lk

(
S
)
≥ tr

(
SQk

)
= tr

(
SP2

)
+ tr

(
SQ
)

= tr
(
S+
)
+ rα+ + tr

(
SPϵQ

)
≥ tr

(
S+
)
+ rα+ + (k − r)(α+ − ϵ)

= Lk

(
S+
)
+ kα+ − ϵ(k − r).
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Puesto que ϵ es arbitrario, Lk

(
S
)
= Lk

(
S+
)
+ kα+.

La fórmula para Lk

(
− S

)
se sigue de aplicar el item i) a −S.

Finalmente, como S+ ∈ K(H)+, estos autovalores convergen a cero. De aqúı, por el Lema
4.5, tenemos que

ĺım
k→∞

Lk

(
S+
)

k
= 0,

y de manera similar para Lk

(
− S−

)
. Por lo tanto, (13) vale.

■
Demostración: (de la Proposición 4.4 ). El resultado se sigue de usar el Lema 4.5, la Propo-

sición 4.6, (12) y las siguientes identidades: Si S = diagβ
(
a
)
entonces

i) α+(S) = A+ y α−(S) = A−.

ii) S+ = diagβ
(
a+
)
y S− = diagβ

(
a−
)
, donde a+ y a− son definidos como en (11).

■

Definición 4.7. Sea H un espacio de Hilbert, S ∈ B(H), y β una base ortonormal de H.
Entonces

i) UH(S) =
{
U∗SU : U ∈ U(H)

}
.

ii) E
[
UH(S)

]
=
{
c ∈ ℓ∞ : diagβ

(
c
)
∈ Eβ(UH(S))

}
.

Observación 4.8. Dado S ∈ B(H), la definición de E[UH(S)] no depende de la base ortonormal
β. En efecto, si β′ es otra base ortonormal de H, U ∈ U(H) la función que manda β en β′ y
c ∈ ℓ∞ satisface diagβ

(
c
)
= Eβ(T ) para algún T ∈ UH(S), entonces

diagβ′
(
c
)
= Udiagβ

(
c
)
U∗ = UEβ(T )U

∗ = Eβ′(UTU∗) ∈ Eβ′(UH(S)).

Por lo tanto,
{
c ∈ ℓ∞ : diagβ′

(
c
)
∈ Eβ′(UH(S))

}
= E

[
UH(S)

]
.

Dado un operador diagonal diag
(
a
)
∈ B(H)sa, en la sección anterior mostramos (Corolario

3.25 y Teorema 3.35) que si c ∈ ℓ∞, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) c ∈ E
[
UH

(
diag

(
a
))]

.

ii) Lk

(
c
)
≤ Lk

(
a
)

y Lk

(
− c
)
≤ Lk

(
− a
)
, k ∈ N.

Ahora, nuestro objetivo es generalizar estas equivalencias para todo operador S ∈ B(H)sa

(v́ıa una reducción al caso diagonalizable). Necesitamos primero el siguiente resultado sobre
operadores aproximadamente unitariamente equivalentes.

Lema 4.9. Sean S, T ∈ B(H)sa. Entonces S ∈ (UH(T ))
∥.∥

si y solo si

UH(S)
∥.∥

= UH(T )
∥.∥

.

En este caso Lk

(
S
)
= Lk

(
T
)
y Lk

(
− S

)
= Lk

(
− T

)
para cada k ∈ N.

Demostración: Si
{
Vn

}
n≥1

es una sucesión en U(H) tal que
∥∥VnTV

∗
n − S

∥∥ n→∞
−→ 0, entonces

∥∥VnSV
∗
n − T

∥∥ =
∥∥V ∗

n (S − VnTV
∗
n )Vn

∥∥ =
∥∥VnTV

∗
n − S

∥∥ n→∞
−→ 0
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De aqúı, UH(S)
∥.∥

= UH(T )
∥.∥

. Por la Observación 4.3,

Lk

(
VnTV

∗
n

)
= Lk

(
T
)

y Lk

(
− VnTV

∗
n

)
= Lk

(
− T

)
para n, k ∈ N. Fijando k ∈ N tomamos P ∈ Pk. Entonces

tr
(
SP
)
= ĺım

n→∞
tr
(
VnTV

∗
nP
)
≤ ĺım

n→∞
Lk

(
VnTV

∗
n

)
= Lk

(
T
)
.

De aqúı, Lk

(
S
)
≤ Lk

(
T
)
. De manera similar, Lk

(
− S

)
≤ Lk

(
− T

)
. Las desigualdades inversas

se siguen del hecho que V ∗
n SVn → T cuando n → ∞.

■
Ahora si, obtenemos el resultado principal de esta sección:

Teorema 4.10 (Teorema de Schur-Horn en B(H)). Sea S ∈ B(H)sa y c ∈ ℓ∞R . Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

i) c ∈ E
[
UH(S)

]
.

ii) Lk

(
c
)
≤ Lk

(
S
)

y Lk

(
− c
)
≤ Lk

(
− S

)
para cada k ∈ N.

Si una de estas condiciones es válida, entonces máxσe(S) ≥ ĺım sup c y mı́nσe(S) ≤ ĺım ı́nf c.

Demostración: El caso diagonalizable fue probado antes en el Teorema 3.37. Notar que,
para deducir esta formulación necesitamos la Proposición 4.4. Si S no es diagonalizable, por el

Teorema 2.67, existe un operador diagonalizableD ∈ UH(S)
∥.∥

. Por el Lema 4.9, Lk

(
D
)
= Lk

(
S
)

y Lk

(
−D

)
= Lk

(
− S

)
para todo k ∈ N y UH(D)

∥.∥
= UH(S)

∥.∥
. Esto implica que

E[UH(D)]
∥.∥∞ = E[UH(S)]

∥.∥∞ ,

pues la función T 7→ Eβ(T ) es continua para toda base ortonormal β. Por esto, el caso general
se reduce al caso diagonalizable. La observación final se sigue del hecho de que

(16) ĺım sup c = ĺım
k→∞

Lk

(
c
)

k
y ĺım ı́nf c = ĺım

k→∞

Lk

(
− c
)

k

y por (13).
■
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5. Diagonales de la clausura en norma 1 de órbitas unitarias.

En la presente sección estudiaremos el trabajo de Arveson y Kadison [4]. En la misma,
daremos una generalización del Teorema de Schur-Horn para el caso de operadores positivos de
tipo traza, actuando en un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita. Para esto, primero
estudiaremos las órbitas unitarias cerradas en L1 y las L1-equivalencias.

5.1. Clausuras de órbitas unitarias en L1.

Sea H un espacio de Hilbert separable y sea A ∈ K(H)+. Recordemos que con λ(A) podemos
formar una sucesión λ de términos positivos reordenados en forma decreciente, con repeticiones
de acuerdo a la multiplicidad, por la Observación 2.43 y tenemos que λ1+λ2+. . . = tr(A) ∈ [0,∞]
y que a tal sucesión la llamamos lista de autovalores de A.

La fórmula anterior muestra que A es de tipo traza si y solo si su lista de autovalores pertenece
a ℓ1, y el conjunto de todas las listas de autovalores en ℓ1 es un cono ∗-débil cerrado, donde la
topoloǵıa ∗-débil en ℓ1 deriva de la identificación de ℓ1 con el dual de c0.

La lista de autovalores de A no es una invariante completa para equivalencia unitaria porque
no detecta los autovalores cero, excepto cuando A es de rango finito. Por ejemplo, si A tiene
infinitos términos λk positivos en su espectro y tiene núcleo trivial, entonces A y A⊕ 0 (donde
0 es un operador cero en algún espacio de dimensión positiva) no pueden ser unitariamente
equivalentes a pesar del hecho que ambos tienen la misma lista de autovalores.

Para el caso operadores tipo traza es descrito como sigue:
Notaciones: Recordemos que L1 = L1(H) es el espacio de Banach de todos los operadores tipo
traza en un espacio de Hilbert H con respecto a la norma traza ∥A∥1 = tr |A|. Dada una lista
de autovalores λ ∈ ℓ1, ϑλ denota el conjunto de todos los operadores tipo traza en H teniendo a
λ como su lista de autovalores. Dado un operador positivo A ∈ B(H), ϑ(A) denota la clausura

en norma traza de la órbita unitaria de A, es decir, ϑ(A) = UH(A)
∥.∥1 .

Definición 5.1. Dos operadores tipo traza A,B se dicen que son L1-equivalentes si existe una
sucesión de operadores unitarios (Un)n≥1 tales que

∥∥A − UnBU∗
n

∥∥
1
→ 0 cuando n → ∞, o

equivalentemente, ϑ(A) = ϑ(B).

Proposición 5.2. Sea A un operador tipo traza positivo en B(H) y sea λ su lista de autovalores.

i) ϑ(A) es un espacio topológico métrico separable en el cual el grupo unitario de H actúa

mı́nimamente, es decir,
{
UAU∗ : U ∈ U(H)

}
es el menor denso en ϑ(A).

ii) ϑ(A) = ϑλ; en particular, la lista de autovalores es una invariante completa para L1-
equivalencia.

iii) Dos operadores A,B tipo traza positivos son L1-equivalentes si y solo si A⊕ 0 y B⊕ 0 son
unitariamente equivalentes, donde 0 denota el operador cero en un espacio de Hilbert de
dimensión infinita.

iv) Si λ tiene solo finitos términos no nulos, entonces ϑλ consiste de una órbita unitaria simple{
UAU∗ : U ∈ U(H)

}
.

Demostración: i) ϑλ es un subconjunto cerrado de L1 y, por lo tanto, un espacio métrico
completo separable. El hecho de que la órbita para cada punto de ϑ(A) bajo la acción de U(H)
es denso en ϑ(A) se sigue del hecho de que la L1-equivalencia es una relación transitiva.

ii) Sea B otro operador tipo traza positivo con lista de autovalores µ. Tenemos que mostrar
que A y B son L1-equivalentes si y solo si λ = µ. Para la implicación ida se usamos B puede
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ser aproximado en la norma de L1 por operadores unitariamente equivalentes a A, con lo que
A ∼ B y por el Teorema 2.66 σ(A) = σ(B), de donde λ = µ. Rećıprocamente, si A y B son dos
operadores tipo traza positivos con la misma lista de autovalores λ =

(
λi

)
i≥1

, entonces por el
Teorema espectral 2.31 podemos descomponer A y B como sigue: A = An +Rn, B = Bn + Sn

donde An y Bn son operadores de rango positivo con lista de autovalores
(
λ1, . . . , λn, 0, . . .

)
y

donde los restos Rn y Sn satisfacen
∥∥Rn

∥∥
1
=
∥∥Sn

∥∥
1
=

∞∑
k=n+1

|λk|.

Puesto que An y Bn son unitariamente equivalentes para cada n ≥ 1 y como
∥∥Rn

∥∥
1
y
∥∥Sn

∥∥
1

tienden a 0 cuando n → ∞, se sigue que existe una sucesión de operadores unitarios
{
Un

}
n≥1

tales que
∥∥B − UnAU

∗
n

∥∥
1
→ 0.

iii) Es una consecuencia de ii) que afirma que A y B son L1-equivalentes si y solo si ellos
tienen la misma lista de autovalores. De hecho, es claro que si A y B tienen la misma lista de
autovalores λ, es decir λ

(
A
)
= λ

(
B
)
, entonces A ⊕ 0 y B ⊕ 0 son unitariamente equivalentes.

Rećıprocamente, si A⊕0 y B⊕0 son unitariamente equivalentes entonces λ
(
A⊕0

)
= λ

(
B⊕0

)
,

aśı mismo λ
(
A
)
= λ

(
B
)
. En efecto, si λ

(
A ⊕ 0

)
no tiene entradas nulas, entonces tampoco las

tendrá λ
(
A
)
(y análogo para B), por lo que λ

(
A
)
= λ

(
A ⊕ 0

)
= λ

(
B ⊕ 0

)
= λ

(
B
)
, es decir,

λ
(
A
)
= λ

(
B
)
. Si λ

(
A⊕0

)
tiene entradas nulas, las entradas no nulas de λ

(
A⊕0

)
y las de λ

(
A
)

coinciden y ambas tienen infinitas entradas nulas, de donde λ
(
A
)
= λ

(
A⊕0

)
= λ

(
B⊕0

)
= λ

(
B
)
.

Finalmente, notemos que iii) implica iv), puesto que si A es un operador de rango finito con
lista de autovalores λ, entonces todos, excepto un número finito de componentes de λ, son 0.
Por lo tanto A es unitariamente equivalente a A⊕ 0, y en consecuencia, todo operador de ϑλ es
unitariamente equivalente.

■

5.2. Diagonales de operadores de tipo traza.

El siguiente resultado proporciona una generalización a dimensión infinita del Teorema de
Schur-Horn para operadores de tipo traza.

Teorema 5.3. Sea A un subálgebra abeliana discreta maximal de von-Neumann en B(H), sea
E : B(H) → A la traza que preserva la esperanza condicional en A y sea λ =

(
λi

)
i≥1

una

sucesión decreciente en ℓ1 con términos no negativos. Entonces E(ϑλ) consiste de todos los
operadores de tipo traza B ∈ A cuyas lista de autovalores p =

(
pi
)
i≥1

satisface

(17) Lk

(
p
)
≤ Lk

(
λ
)
, k ≥ 1

junto con

(18) tr
(
p
)
= tr

(
λ
)
.

El Teorema 5.3 se deducirá de la siguiente afirmación más general, que trata sobre las dia-
gonales de los operadores en K(H)+.

Teorema 5.4. Sea A ⊆ B(H) un subálgebra abeliana discreta maximal, con la esperanza con-
dicional natural E : B(H) → A. Sea A ∈ K(H)+ con lista de autovalores λ =

(
λi

)
i≥1

, y sea

B ∈ K(A)+. Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) Existe una contracción J ∈ B(H) tal que E(J∗AJ) = B.

ii) La lista de autovalores p =
(
pi
)
i≥1

de B satisface Lk

(
p
)
≤ Lk

(
λ
)
para k ≥ 1.
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La demostración de Teorema 5.4 requiere un resultado geométrico, que afirma que si p =(
p1, . . . , pn

)
y λ =

(
λ1, . . . , λn

)
son dos listas de autovalores finitas que satisfacen las primeras

n desigualdades (17), entonces las componentes de λ se pueden reducir a fin de preservar las
primeras n− 1 desigualdades, consiguiendo la igualdad para n.

Lema 5.5. Sean p =
(
p1, . . . , pn

)
y λ =

(
λ1, . . . , λn

)
dos n-uplas decrecientes de números

reales no negativos de longitudes n ≥ 1 satisfaciendo p ≺ λ. Existe una sucesión decreciente
µ =

(
µ1, . . . , µn

)
tal que 0 ≤ µk ≤ λk,

p1 + . . .+ pk ≤ µ1 + . . .+ µk para 1 ≤ k ≤ n

p1 + . . .+ pn = µ1 + . . .+ µn.

Demostración: Se hace por inducción. El caso n = 1 es evidente.
Fijamos n ≥ 2 y suponemos que las hipótesis son verdaderas para las (n− 1)-uplas. Sea

D =
{
µ =

(
µ1, . . . , µn

)
∈ Rn : µ1 ≥ . . . ≥ µn ≥ 0 y µk ≤ λk, 1 ≤ k ≤ n

}
y consideremos el conjunto convexo compacto K ⊆ Rn

K =
{
µ ∈ D : Lk

(
p
)
≤ Lk

(
µ
)
, 1 ≤ k ≤ n− 1

}
.

Puesto que f(x) = x1 + . . .+ xn es un funcional lineal en Rn, f(K) es un intervalo cerrado
I ⊆ R. Tenemos que mostrar que p1 + . . . + pn ∈ I. Para esto es suficiente probar que existen
puntos x, y ∈ K tales que

f(x) ≤ p1 + . . .+ pn ≤ f(y).

Tomando y = λ ∈ K, tenemos que p1 + . . .+ pn ≤ λ1 + . . .+ λn = f(y).
Para hallar x usamos la hipótesis inductiva para obtener números µ1 ≥ . . . ≥ µn−1 ≥ 0

satisfaciendo

0 ≤ µk ≤ λk, Lk

(
p
)
≤ Lk

(
µ
)

para 1 ≤ k ≤ n− 2 y Ln−1(p) = Ln−1(µ).

El punto x =
(
µ1, . . . , µn−1, 0

)
pertenece aK y satisface f(x) = µ1+· · ·+µn−1 = p1+. . .+pn−1 ≤

p1 + . . .+ pn.
■

Si A ∈ K(H)+ con lista de autovalores
(
λi

)
i≥1

y recordando que Pn es el conjunto de todas

las proyecciones de dimensión n en B(H), el Lema 4.5 nos dice que

(19) sup
P∈Pn

tr(AP ) = máx
P∈Pn

tr
(
AP
)
= λ1 + . . .+ λn = Ln(λ).

Demostración: (del Teorema 5.4) i) ⇒ ii) Sea
{
en
}
n≥1

una base ortonormal para H con la

propiedad que
〈
Ben, en

〉
= pn, n ≥ 1. Para n ≥ 1, sea En =

[
en
]
la proyección ortogonal sobre

Cn · en, n ≥ 1.
Fijando k y escribiendo como E la proyección sobre el espacio generado por

{
ei : 1 ≤ i ≤ k

}
y F la proyección sobre el rango de la contracción positiva JEJ∗. Tenemos que

Lk

(
p
)
= tr

(
BE

)
= tr

(
EJ∗AJ

)
= tr

(
AJEJ∗) ≤ tr

(
AF
)

(pues Lk

(
p
)
= p1 + · · · + pk =

〈
Be1, e1

〉
+ · · · +

〈
Bek, ek

〉
=
〈
BEe1, e1

〉
+ · · · +

〈
BEek, ek

〉
=

tr
(
BE

)
= tr

(
EB

)
por el Teorema 2.53 y porque B ∈ L1, de donde BE ∈ L1 y la última

desigualdad vale pues como F es la proyección sobre el rango de JEJ∗, entonces JEJ∗ ≤
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F , y como A ∈ K(H)+, tenemos A1/2JEJ∗A1/2 ≤ A1/2FA1/2, y por lo tanto tr
(
AJEJ∗) =

tr
(
A1/2JEJ∗A1/2

)
≤ tr

(
A1/2FA1/2

)
= tr

(
AF
)
).

Como F es una proyección de rango a lo sumo k, la estimación (19), implica que

tr
(
AF
)
≤ sup

dimF=k
tr
(
AF
)
= λ1 + . . .+ λk = Lk

(
λ
)
,

de donde sale que Lk

(
p
)
≤ Lk

(
λ
)
.

ii) ⇒ i) Sea B ∈ K(A)+ cuya lista de autovalores p satisface las desigualdades ii) y sea{
en
}
n≥1

una base ortonormal de H tal que Ei =
[
ei
]
, i ≥ 1 son las proyecciones minimales

de A. Puesto que cada permutación de la base
{
en
}
es implementada por un operador unitario

W ∈ B(H) satisfaciendo WAW ∗ = A, se puede asumir sin pérdida de generalidad que Bek =
pkek, k ≥ 1.

Construimos una sucesión de operadores Jn ∈ B(H), n ≥ 1, de la siguiente manera: consi-
deramos la representación espectral de A,

A =
∞∑
k=1

λk ξk ⊗ ξk

donde
{
ξi : i ≥ 1

}
es un sistema ortonormal en H que consiste de autovectores de A. Fijamos

n y sean Hn es espacio lineal generado por
{
ξi : 1 ≤ i ≤ n

}
y An la restricción de A a Hn. La

lista de autovalores de An es
(
λ1, . . . , λn

)
, aśı por el Lema 5.5 existe una sucesión decreciente

µ =
(
µ1, . . . , µn

)
satisfaciendo 0 ≤ µk ≤ λk para 1 ≤ k ≤ n y p1 + . . .+ pk ≤ µ1 + . . .+ µk para

cada 1 ≤ k ≤ n− 1 con la igualdad valiendo para k = n. La sucesión µ claramente depende de
n pero se puede suprimir de la notación ya que µ pronto desaparecerá.

Consideramos el operador Bn definido sobre Hn por pedir que Bnξk = µkξk, 1 ≤ k ≤ n. La
lista de autovalores de Bn domina a

(
p1, . . . , pn

)
como en la hipótesis del Teorema 2.17, por lo

tanto, existe una base ortonormal
{
e
(n)
i : 1 ≤ i ≤ n

}
para Hn tal que

〈
Bne

(n)
k , e

(n)
k

〉
= pk, k ≥ 1.

Puesto que 0 ≤ Bn ≤ An, se sigue que

pk ≤
〈
Ane

(n)
k , e

(n)
k

〉
=
〈
Ae

(n)
k , e

(n)
k

〉
, k ≥ 1.

Sea Jn ∈ B(H) el operador definido por Jnek = e
(n)
k para k ≥ 1 y Jn = 0 en el complemento

ortogonal de
[
e
(n)
1 , . . . , e

(n)
n

]
.

Se puede construir una sucesión
{
Ji
}
i≥1

de isometŕıas parciales de rango finito en B(H) que
satisfacen el sistema de desigualdades

(20) pk ≤
〈
AJnek, Jnek

〉
, 1 ≤ k ≤ n.

Puesto que la bola unitaria de B(H) es secuencialmente compacta en esta topoloǵıa débil de ope-
radores, existe una subsucesión estrictamente creciente

(
ni

)
i≥1

y una contracción J∞ ∈ B(H) tal

que
〈
Jnjµ, ξ

〉
→
〈
J∞µ, ξ

〉
cuando j → ∞, para cada µ, ξ ∈ H (J∞ es una contracción, pues para

todo y con
∥∥y∥∥ = 1,

∣∣〈J∞(x), y
〉∣∣ = ĺım

ni→∞

∣∣〈Jni(x), y
〉∣∣, pero ∣∣〈 Jni(x), y

〉∣∣ ≤ ∥∥Jni(x)
∥∥∥∥y∥∥ ≤∥∥x∥∥ por ser Jni isometŕıa parcial de rango finito, entonces

∣∣〈Jni(x), y
〉∣∣ ≤

∥∥x∥∥, de donde∥∥J∞(x)
∥∥ = sup

∥y∥=1

∣∣〈J∞(x), y
〉∣∣ ≤ ∥∥x∥∥). Afirmamos que J∞ satisface

(21) pk ≤
〈
AJ∞ek, J∞ek

〉
, k ≥ 1.
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Para ver esto, fijemos el k y notemos que para cada j suficientemente grande, (20) implica
pk ≤

〈
AJnjek, Jnjek

〉
. Cuando j → ∞, Jnjek tiende a J∞ek en la topoloǵıa débil de H, es decir,〈

Jnjek, ξ
〉
→
〈
J∞ek, ξ

〉
para toda ξ ∈ H. Puesto que A es un operador compacto,∥∥AJnjek −AJ∞ek

∥∥ −→ 0 cuando j → ∞,

es decir,〈
AJnjek −AJ∞ek, AJnjek −AJ∞ek

〉
=
〈
AJnjek, Jnjek

〉
−
〈
J∞ek, AJnjek

〉
−
〈
AJnjek, J∞ek

〉
+
〈
J∞ek, J∞ek

〉
−→ 0

por lo tanto el producto interior
〈
AJnjek, Jnjek

〉
converge a

〈
AJ∞ek, J∞ek

〉
pues〈

AJnjek, Jnjek
〉
−
〈
AJ∞ek, J∞ek

〉
=
〈
AJnjek, Jnjek

〉
−
〈
J∞ek, AJnjek

〉
+
〈
J∞ek, AJnjek

〉
−
〈
AJnjek, J∞ek

〉
+
〈
AJnjek, J∞ek

〉
+
〈
J∞ek, J∞ek

〉
−
〈
J∞ek, J∞ek

〉
−
〈
J∞ek, J∞ek

〉
=
〈
AJnjek −AJ∞ek, AJnjek −AJ∞ek

〉
+
〈
J∞ek, AJnjek

〉
+
〈
AJnjek, J∞ek

〉
− 2
〈
J∞ek, J∞ek

〉
−→ 0

y sale la desigualdad (21) que afirmamos.
Finalmente elegimos

{
ti
}
i≥1

∈
[
0, 1
]
tales que pk = tk

〈
AJ∞µk, J∞µk

〉
para cada k. Llaman-

do D ∈ B(H) a la contracción definida por Dek =
√
tk ek, k ≥ 1, se encuentra que el operador

J = J∞D satisface
〈
J∗AJek, ek

〉
= pk, k ≥ 1 y entonces se sigue la fórmula requerida

E
(
J∗AJ

)
=

∞∑
k=1

EkJ
∗AJEk =

∞∑
k=1

pkEk = B.

■
Demostración: (del Teorema 5.3) Sean, para i ≥ 1, Ei las proyecciones minimales de A y

sean
{
ei
}
i≥1

una base ortonormal de H tal que Ek es la proyección
[
ek
]
, k ≥ 1.

Primero mostraremos que para cada operador de tipo traza A ∈ B(H) con lista de autovalores
λ, la lista de autovalores p =

(
pn
)
n≥1

de B = E(A) (pn =
〈
Aen, en

〉
para todo n ∈ N) debe

cumplir que Ln(p) ≤ Ln(λ), n ≥ 1 y tr
(
p
)
= tr

(
λ
)
. Permutando los elementos de la base

{
ek
}

apropiadamente y renombrando los ek se puede asumir que Bek = pkek, k ≥ 1.

Sea Pn =
n∑

k=1

Ek la proyección sobre
[
e1, . . . , en

]
. Para A ∈ B(H),

tr
(
AEk

)
=

∞∑
i=1

〈
AEkei, ei

〉
=
〈
AEkek, ek

〉
=
〈
Aek, ek

〉
,

entonces tr
(
APn

)
= tr

(
A

n∑
k=1

Ek

)
=

n∑
k=1

(
tr
(
AEk

))
=

n∑
k=1

〈
Aek, ek

〉
. Como además A es un ope-

rador compacto con lista de autovalores λ, se puede usar (19) para escribir

Ln

(
p
)
= p1 + . . .+ pn =

n∑
k=1

〈
Aek, ek

〉
= tr

(
APn

)
≤ λ1 + . . .+ λn = Ln

(
λ
)
.

Además, tr
(
p
)
=

∞∑
i=1

〈
Aei, ei

〉
= tr

(
A
)
= tr

(
λ
)
.
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Rećıprocamente, sean p y λ dos listas de autovalores sumables que satisfacen (17) y (18), y
sea B un operador positivo de tipo traza en A con lista de autovalores p.

Una vez más, renombrando la base ortonormal
{
ek
}
, se puede asumir que

Bek = pkek, k ≥ 1.

Elegimos cualquier operador positivo de tipo traza A ∈ B(H) teniendo la lista de autovalores λ,
y sea P la proyección sobre la clausura de AH. El Teorema 5.4 implica que existe una contracción
J ∈ B(H) satisfaciendo

pk =
〈
AJek, Jek

〉
para k ≥ 1.

Cambiando J con PJ si es necesario (pues
〈
AJek, Jek

〉
=
〈
PAPJek, Jek

〉
=
〈
APJek, PJek

〉
)

se puede también asumir que JH está contenido en PH, y en este caso se afirma:

(22) JJ∗ = P.

En efecto, primero veamos que P − JJ∗ ≥ 0. Como J es una contracción cuyo rango está
contenido en PH y usando J = PJ , tenemos JJ∗ = PJ(PJ)∗ = PJJ∗P (pues P ∗ = P = P 2).
Además

JJ∗ ≤
∥∥JJ∗∥∥I =

∥∥J∗∥∥2I =
∥∥J∥∥2I ≤ I,

es decir, JJ∗ ≤ I de donde tenemos que JJ∗ = P (JJ∗)P ≤ PIP = P .
Ahora notemos que si A1/2

(
P −JJ∗)A1/2 = 0 entonces P −JJ∗ = 0. En efecto, si A1/2

(
P −

JJ∗)A1/2 = 0, entonces para toda x ∈ H tenemos que
〈
A1/2

(
P − JJ∗)A1/2x, x

〉
= 0. En

particular, para A1/2x tenemos 0 =
〈
A1/2

(
P − JJ∗)A1/2A1/2x,A1/2x

〉
=
〈(
P − JJ∗)Ax,Ax〉 y

como P − JJ∗ ≥ 0,
(
P − JJ∗)Ax = 0 (Si B ≥ 0 y

〈
Bx, x

〉
= 0, entonces Bx = 0). Por lo tanto(

P−JJ∗)(AH
)
= 0 y comoR

(
P−JJ∗) ⊂ P

(
H) = AH y ker

(
P−JJ∗) = R

(
P−JJ∗)⊥ = AH

⊥
,

entonces P − JJ∗ (donde R
(
P − JJ∗) es el rango de

(
P − JJ∗)).

Entonces basta mostrar que el operador positivo A1/2(P − JJ∗)A1/2 = A − A1/2JJ∗A1/2

tiene traza cero (ya que si A ≥ 0 y tr
(
A
)
= 0, entonces A = 0), o equivalentemente,

tr
(
A1/2JJ∗A1/2

)
= tr

(
A
)
.

Ahora tenemos que

tr
(
A1/2JJ∗A1/2

)
= tr

(
J∗AJ

)
=

∞∑
n=1

〈
AJen, Jen

〉
= tr

(
p
)
= tr

(
λ
)
= tr

(
A
)
.

(pues tr
(
A1/2JJ∗A1/2

)
= tr

(
J∗A1/2A1/2J

)
= tr

(
J∗AJ

)
). Por lo tanto, nuestra afirmación (22)

es verdadera.
Ahora, J es una coisometŕıa por (22), entonces se puede cambiar un por isomorfismo isométri-

co suyectivo U : H → PH ⊕ ker J usando la proyección Q : H → ker J como sigue:

Uξ = Jξ ⊕Qξ, ξ ∈ H.

Ahora consideremos el operador A0 ⊕ 0 ∈ B(PH ⊕ ker J), con A0 denotando la restricción
de A a PH = AH. Puesto que Uek = Jek ⊕Qek = Jek ⊕ 0, k ≥ 1, tenemos〈

(A0 ⊕ 0)Uek, Uek
〉
=
〈
AJek, Jek

〉
= pk, k ≥ 1.

Entonces U∗(A0 ⊕ 0)U es un operador positivo de tipo traza en B(H) satisfaciendo

E
(
U∗(A0 ⊕ 0)U

)
=

∞∑
k=1

pkEk = B.
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Como, por la Proposición 5.2 iii), U∗(A0 ⊕ 0)U tiene la misma lista de autovalores que A,
la misma Proposición 5.2 ii) implica que debe pertenecer a ϑ(A) = ϑλ.

■

A continuación veremos un ejemplo que muestra que en general E
( {

U∗AU : U ∈ U(H)
}∥.∥1 )

está estrictamente incluido en E
(
{U∗AU : U ∈ U(H)}

)
.

Ejemplo 5.6. Sea A ∈ B(H) tal que λ
(
A
)
=
( 1

2n
)
n≥1

.

0 ∈ E
(
{U∗AU : U ∈ U(H)}

)
, pero 0 /∈ E

( {
U∗AU : U ∈ U(H)

}∥.∥1 )
.

Primero notemos que A ∈ L1, pues tr
(
A
)
=

∞∑
n=1

λi =
∞∑
n=1

1

2n
= 1 < ∞.

Tenemos que, Lk

(
0
)
= 0 ≤

k∑
n=1

1

2n
= Lk

(
A
)
y Lk

(
− 0
)
= 0 ≤ 0 = Lk

(
−A

)
.

Por otro lado, tr
(
0
)
= 0 ̸= tr

(
A
)
.

Por lo tanto, por el Teorema 3.37, tenemos que 0 ∈ E
(
{U∗AU : U ∈ U(H)}

)
, en cambio,

por el Teorema 5.3, 0 /∈ E
( {

U∗AU : U ∈ U(H)
}∥.∥1 )

.

■

Sea ahora el espacio de Hilbert ℓ2 y
{
ek
}
k≥1

la base ortonormal canónica. Dado T ∈ B(ℓ2)
lo identificaremos con su matriz asociada en la base canónica.

Corolario 5.7. Sea la sucesión p =
(
pk
)
k≥1

con 0 ≤ pk ≤ 1 para todo k ≥ 1, y sea m un entero
positivo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) Existe una proyección P ∈ B(ℓ2) de rango m, cuya matriz de representación en la base
canónica tiene a p en su diagonal.

ii) tr
(
p
)
= m.

Demostración: i) ⇒ ii) Como P ∈ B(ℓ2) es una proyección de rango m (de donde su lista de

autovalores es λ =
(
1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

m

, 0, . . .
)
) existe una base ortonormal

{
ξk
}
k≥1

tal que Pξk = ξk para

1 ≤ k ≤ m y Pξk = 0 para todo k > m. Entonces
∞∑
k=1

〈
Pξk, ξk

〉
=

m∑
k=1

〈
ξk, ξk

〉
= m, de donde

tenemos que P ∈ L1, y entonces por la Observación 2.50 tenemos que la traza es independiente
de la base ortornormal elegida. Por lo tanto,

tr
(
p
)
= p1 + p2 + · · · =

∞∑
i=1

〈
Pei, ei

〉
=

∞∑
k=1

〈
Pξk, ξk

〉
= m.

ii) ⇒ i) Como tr
(
p
)

= m < ∞, entonces la sucesión pk → 0. Además pk ≥ 0 y las
permutaciones de N son implementadas por operadores unitarios en ℓ2(N), con lo que podemos
considerar solo el caso de que p sea una sucesión decreciente.

La lista de autovalores de una proyección de rango m es

λ =

(
1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

m

, 0, . . .

)

63



y ϑλ consiste de todas las proyecciones de rangom en B(ℓ2), por el cálculo funcional. La hipótesis
ii), junto con 0 ≤ pk ≤ 1 implican que Ln(p) ≤ Ln(λ) vale para cada n ≥ 1. Por lo tanto, el
Teorema 5.3 implica que existe un operador en ϑλ con la sucesión p en la diagonal.

■

Observación 5.8. De forma similar se puede probar el siguiente enunciado:
Sea p =

(
pk
)
≥1

una sucesión de números en el intervalo unitario 0 ≤ pk ≤ 1, y sea m un
entero positivo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) Existe una proyección P ∈ B(ℓ2) tal que el rango de 1− P = m, cuya matriz de represen-
tación en la base canónica de ℓ2 tiene a p en su diagonal.

ii)
∞∑
i=1

(
1− pi

)
= m.
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6. Diagonales de proyecciones

En la presente sección estudiaremos parte de los trabajos de Kadison [7] y [8]. El resultado
más importante obtenido aqúı, es la caracterización por medio de condiciones necesarias y su-
ficientes, de las sucesiones a =

(
an
)
n≥1

⊂
[
0, 1
]
que son diagonales principales de proyecciones

ortogonales.

Proposición 6.1. Dado un espacio de Hilbert H de dimensión n con
{
e1, . . . , en

}
como base

ortonormal , sean H0 un subespacio de H de dimensión m y H′
0 su complemento ortogonal.

Si a es la suma de los cuadrados de las longitudes de las proyecciones de r elementos de
la base sobre H0, y b es la suma de los cuadrados de las longitudes de las proyecciones de los
restantes n− r elementos de la base sobre H′

0, entonces

a− b = m− n+ r.

Demostración: Sean
{
ei : 1 ≤ i ≤ n

}
una base ortonormal de H,

{
fi : 1 ≤ i ≤ m

}
una base

ortonormal de H0 y
{
fi : m+ 1 ≤ i ≤ n

}
una base ortonormal de H′

0.

La proyección yj de ej en H0 es
m∑
k=1

〈
ej , fk

〉
fk, entonces

∥∥yj∥∥2 = m∑
k=1

∣∣〈ej , fk〉∣∣2. Por lo tanto,

a =
r∑

j=1

m∑
k=1

∣∣〈ej , fk〉∣∣2.
La proyección zj de ej en H′

0 es
n∑

k=m+1

〈
ej , fk

〉
fk entonces

∥∥zj∥∥2 = n∑
k=m+1

∣∣〈ej , fk〉∣∣2 = 1−
m∑
k=1

∣∣〈ej , fk〉∣∣2

pues 1 =
∥∥ej∥∥2 = n∑

k=1

∣∣〈ej , fk〉∣∣2 (por la ecuación de Parseval). Por lo tanto,

b =
n∑

j=r+1

(
1−

m∑
k=1

∣∣〈ej , fk〉∣∣2) = n−
(
r + 1

)
+ 1−

n∑
j=r+1

m∑
k=1

∣∣〈ej , fk〉∣∣2
y

a− b =
r∑

j=1

m∑
k=1

|
〈
ej , fk

〉∣∣2 − n+ r +
n∑

j=r+1

m∑
k=1

∣∣〈ej , fk〉∣∣2
=

n∑
j=1

m∑
k=1

∣∣〈ej , fk〉∣∣2 − n+ r =
m∑
k=1

n∑
j=1

∣∣〈ej , fk〉∣∣2 − n+ r = m− n+ r.

(donde la última igualdad vale pues

n∑
j=1

∣∣〈ej , fk〉∣∣2 = ∥∥fk∥∥2 = 1). ■

Notación: Dada una sucesión
(
aj
)
j≥1

∈
[
0, 1
]N
, le asociamos dos sucesiones definidas de la

siguiente manera:
(
a′j
)
j≥1

son los aj que pertenecen a
(
1/2, 1

]N
y
(
a′′j
)
j≥1

los que pertenecen a[
0, 1/2

]N
(Las sucesiones pueden ser finitas o infinitas).

65



Teorema 6.2. Sea una base ortonormal
{
en
}
n∈N del espacio de Hilbert H y sea

(
aj
)
j≥1

∈
[
0, 1
]N

una sucesión dada.
Sean

(
a′j
)
j≥1

y
(
a′′j
)
j≥1

las sucesiones definidas antes y se definen

a =
∞∑
j=1

a′′j , y b =
∞∑
j=1

1− a′j .

Entonces existe un subespacio de dimensión infinita ν de H, con complemento de dimensión
infinita, tal que

∥∥Fej
∥∥2 = aj para cada j, donde F es la proyección ortogonal con rango ν si y

solo si

∞∑
j=1

aj y

∞∑
j=1

1− aj divergen y se cumple alguna de las siguientes condiciones:

i) a o b es infinito.

ii) ambos son finitos y a− b es un entero.

Demostración: Sea
(
ai
)
i≥1

∈
[
0, 1
]N
. Si

{
ei
}
i≥1

es una base ortonormal de H, nos podemos

restringir al conjunto de los ej para los cuales ai ∈
(
0, 1
)
. En efecto, si definimos I =

{
i ∈

N : ai ∈
{
0, 1
}}

y H{0,1} = span
{
ei : i ∈ I

}
, podemos escribir H = H{0,1} ⊕ H⊥

{0,1},

donde {ei}i/∈I es la base ortonormal de H⊥
{0,1}. Entonces, si construimos la proyección ortogonal

F2 ∈ B
(
H

⊥
{0,1}

)
la podemos extender a H de la siguiente manera: Sea F =

(
F1 0
0 F2

)
∈ B(H)

con F1 =
∑

i∈I:a1=1

ei ⊗ ei, F1 ∈ B
(
H{0,1}

)
. Entonces F = F ∗ = F 2 es la proyección buscada.

Si
{
Nj : j ∈ N

}
es un conjunto de subconjuntos de N que son dos a dos disjuntos y su unión

es N, tales que para cada j ∈ N se puede hallar una proyección Ej cuyo rango está contenido en
el subespacio cerrado generado por

{
en : n ∈ Nj

}
que cumple que∥∥Ejen

∥∥2 = an para n ∈ Nj y

Ejem = 0 para cualquier otro em,

entonces F =
∞∑
j=1

Ej es una proyección tal que
∥∥Fej

∥∥2 = aj para cada j ∈ N.

Construiremos ahora tales conjuntos:
Sean

N′ =

{
j ∈ N : aj ∈

(1
2
, 1
)}

y N′′ =

{
j ∈ N : aj ∈

(
0,

1

2

)}
.

Primero veremos que i) implica la existencia de ν y F . Para eso, suponemos que a = ∞.
Sea n(1) el menor natural n para el cual a′1 + a′′1 + a′′2 + . . . + a′′n ≥ 3. Puesto que a′1 < 1 y

cada a′′j ≤ 1

2
, tenemos que n(1) ≥ 5.

Sean b1 = a′′1 y b2, . . . , bn(1) los
{
a′′2, . . . , a

′′
n

}
reordenados en forma decreciente. Sea m(1) el

menor natural tal que a′1 + b1 + . . .+ bm ≥ 3, de donde tenemos que

5 ≤ m(1) ≤ n(1) y a′1 +

m(1)−1∑
j=1

bj < 3

(m(1) puede llegar a ser menor que n(1), ya que al estar reordenados y al sumar primero los
mayores puede hacer falta sumar menos bj para superar 3).
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Sean ã = 3− a′1 −
m(1)−1∑
j=1

bj , b′m(1)−1 = bm(1)−1 + ã y b′m(1) = bm(1) − ã.

Entonces

a′1 +

m(1)−2∑
j=1

bj + b′m(1)−1 = 3

y
0 ≤ b′m(1) < bm(1) ≤ bm(1)−1 < b′m(1)−1 ≤ 1.

(Para la primera desigualdad usamos que a′1 +

m(1)∑
j=1

bj ≥ 3, de donde

bm(1) ≥ 3− a′1 −
m(1)−1∑
j=1

bj = ã.

Para la última desigualdad usamos que tanto bm(1), como bm(1)−1 es alguno de los a′′j (≤ 1/2),
por lo que b′m(1)−1 = bm(1)−1 + ã ≤ bm(1)−1 + bm(1) ≤ 1).

Sea N1 el conjunto de todos los ı́ndices de aj en
{
a′1, a

′′
1, . . . , a

′′
n(1)

}
que corresponden a{

a′1, b1, . . . , bm(1)−1

}
(recordar que

{
b1, . . . , bn(1)

}
son los

{
a′′1, . . . , a

′′
n(1)

}
reordenados). Sea j(1)

el ı́ndice de aj en
{
a′′1, . . . , a

′′
n(1)

}
que bm(1) representa, j(2) el ı́ndice de aj que a′2 representa y

j(3), j(4), . . . los demás números en N′′ − N1 en orden creciente.
Sea n(2) el menor natural n tal que

a′2 + b′m(1) +
n∑

k=3

aj(k) ≥ 3.

Sea c1 = b′m(1), c2 = a′2, c3 = aj(3) (de esta manera, al elegir c3 = aj(3) nos aseguramos que

todos los aj sean usados, por más pequeños que sean) y
{
c4, . . . , cn(2)

}
los
{
aj(4), . . . , aj(n(2))

}
reordenados de forma decreciente. Notar que el menor número de N′′−N1 es j(1) o j(3) (el j(1)
hab́ıa quedado de los anteriores y correspond́ıa a m(1), el j(2) no está en N′′ y j(3) es el primero
de los no usados. Si m(1) < n(1), sobraron a′′j con ı́ndice menor que m(1)).

Sea m(2) el menor natural m tal que

m∑
j=1

cj ≥ 3. Entonces

m(2)−1∑
j=1

cj < 3, m(2) ≤ n(2) y m(2) ≥ 5.

Sea b̃ = 3−
m(2)−1∑
j=1

cj , c′m(2)−1 = cm(2)−1 + b̃ y c′m(2) = cm(2) − b̃.

Notemos que 0 < b̃ ≤ cm(2) ≤
1

2
, de donde

0 ≤ c′m(2) < cm(2) ≤ cm(2)−1 < c′m(2)−1 ≤ 1.

Repetimos este proceso, tomando N2 como j(1), j(2) y el conjunto de todos los ı́ndices de
aj en

{
aj(3), . . . , aj(n(2))

}
correspondientes a

{
c3, . . . , cm(2)−1

}
. Sea k(1) el ı́ndice de aj en{

aj(1), . . . , aj(n(2))
}
que cm(2) representa, k(2) el ı́ndice de aj que a′3 representa y k(3), k(4), . . .

los demás números en N′′ −
(
N1 ∪ N2

)
en orden creciente.
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Sea n(3) el menor natural n tal que a′3 + c′m(2) +
n∑

r=3

ak(r) ≥ 3. Sean d1 = c′m(2), d2 = a′3, d3 =

ak(3) y d4, . . . , dn(3) son los
{
ak(4), . . . , ak(n(3))

}
reordenados en forma decreciente.

Nuevamente, el menor número de N′′ −
(
N1 ∪ N2

)
es k(1) o k(3).

Sea m(3) el menor natural tal que
m∑
j=1

dj ≥ 3. Entonces

m(3)−1∑
j=1

dj < 3, m(3) ≤ n(3) y m(3) ≥ 5.

Sea c̃ = 3−
m(3)−1∑
j=1

dj , d′m(3)−1 = dm(3)−3 + c̃ y d′m(3) = dm(3) − c̃.

Notemos que 0 < c̃ ≤ dm(3) ≤
1

2
, de donde

0 ≤ d′m(3) < dm(3) ≤ dm(3)−1 < d′m(3)−1 ≤ 1.

Continuando de esta manera, se construyen subconjuntos disjuntos N1,N2, . . . de N, con
unión N. Además si r(1), . . . , r

(
m(j) − 1

)
son los elementos de Nj con r(3), . . . , r

(
m(j) − 1

)
en orden creciente, existen alteraciones ãr(1) y ãr(m(s)−1) de ar(1) y ar(m(s)−1) como describimos

tales que ãr(1) + a′j +

m(j)−2∑
k=3

ar(k) + ãr(m(j)−1) = 3.

Al mismo tiempo, con s(1), . . . , s
(
m(j + 1)− 1

)
los elementos de Nj+1 y ãs(1), as(2), . . . ,

as(m(j+1)−2), ãs(m(j+1)−1), sumando 3, con ãs(1) y ãs(m(j+1)−1) los elementos de as(1) y as(m(j+1)−1)

alterados como describimos antes.
Tenemos ãr(m(j)−1) + ãs(1) = ar(m(j)−1) + as(1) (ya que lo que se le suma a ar(m(j)−1) para

convertirlo en ãr(m(j)−1) es lo mismo que se le resta a as(1) para convertirlo en ãs(1)) y

0 ≤ ãs(1) < as(1) ≤ ar(m(j)−1) < ãr(m(j)−1) ≤ 1.

Se incluye la posibilidad que N′ sea finito (o nulo) en el argumento anterior. Si N′ es{
a′1, . . . , a

′
j−1

}
, eliminamos la referencia de“ak”de la construcción de Nk si k ≥ j.

Por el Teorema 2.19, existen proyecciones de dimensión 3, Ej y Ej+1, cuyas matrices relativas
a las bases

{
er(1), . . . , er(m(j)−1)

}
y {es(1), . . . , es(m(j+1)−1)} tienen diagonales ãr(1), ar(2), . . . ,

ar(m(j)−2), ãr(m(j)−1) y ãs(1), as(2), . . . , as(m(j+1)−2), ãs(m(j+1)−1), respectivamente.
Extendemos cada proyección Ej a una proyección (denotada otra vez por“Ej”) definida sobre

todo H que lo que hace es aniquilar todo otro elemento de la base. Entonces, puesto que todos
los conjuntos Nj son disjuntos, EjEk = 0 si j ̸= k.

Sea E =
∞∑
j=1

Ej .

La próxima parte de este argumento se basa en describir el proceso que transforma un
operador, por medio de conjugación con operadores unitarios, de modo que dos elementos de la
diagonal son reemplazados por sus combinaciones conexas, pero que conserva que la suma de
los elementos originales es la misma que la suma de los reemplazados, y aśı transformaremos E
en la proyección con la diagonal especificada.
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Utilizaremos una sucesión de operadores unitarios Wn(θn) definidos de la siguiente manera:

Wk(θk) =


sen(θk) en (k, k), (k + 1, k + 1),
− cos(θk) en (k, k + 1),
cos(θk) en (k + 1, k),
1 en (j, j) con j ̸= k, j ̸= k + 1,
0 caso contrario.

En este caso, con h(1) el ı́ndice de aj representado por bm(1)−1 y recordando que j(1) es el ı́ndice
del aj representado por bm(1) tenemos:

W1(θ1)eh(1) = sen(θ1)eh(1) + cos(θ1)ej(1),

W1(θ1)ej(1) = − cos(θ1)eh(1) + sen(θ1)ej(1),

W1(θ1)ej = ej para otro ej ,

de donde〈
W1(θ1)EW1(θ1)

∗eh(1), eh(1)
〉
= b′m(1)−1 sen

2(θ1) + b′m(1) cos
2(θ1) = bm(1)−1 = ah(1),〈

W1(θ1)EW1(θ1)
∗ej(1), ej(1)

〉
= b′m(1)−1 cos

2(θ1) + b′m(1) sen
2(θ1) = bm(1) = aj(1).

Acá, θ1 es elegido (se puede hacer pues 0 ≤ b′m(1) < b′m(1)−1 ≤ 1.) para que

b′m(1)−1 sen
2(θ1) + b′m(1) cos

2(θ1) = bm(1)−1

y como b′m(1)−1 + b′m(1) = bm(1)−1 + bm(1) tenemos que

b′m(1)−1 cos
2(θ1) + b′m(1) sen

2(θ1) = b′m(1)−1 − sen2(θ1)b
′
m(1)−1 + b′m(1) − cos2(θ1)b

′
m(1)

= bm(1)−1 + bm(1) − bm(1)−1 = bm(1).

De la misma manera definimos ahora W2(θ2). Si g(1) es el ı́ndice del aj representado por
cm(2)−1 y recordando que k(1) es el ı́ndice del aj representado por cm(2) tenemos:

W2(θ2)eg(1) = sen(θ2)eg(1) + cos(θ2)ek(1),

W2(θ2)ek(1) = − cos(θ2)eg(1) + sen(θ2)ek(1).

Nuevamente, W2(θ2)EW2(θ2)
∗ cambia c′m(2)−1 y c′m(2) por cm(2)−1 y cm(2), respectivamente,

cuando θ2 es adecuadamente elegido, y las otras entradas diagonales de E no cambian.
Notemos también que W1(θ1)W2(θ2)ej = W2(θ2)W1(θ1)ej para cada j. Aqúı utilizamos el

hecho de que N1 y N2 tienen cada uno cuatro o más elementos (pues m(i) ≥ 5, i = 1, 2), por los
que los extremos no coinciden (o sea, j(1), h(1), g(1), y h(1) ninguno es igual a otro) de donde
W1(θ1) y W2(θ2) conmutan.

Tenemos además, que Wk(θk)ej = ej al menos que j ∈ Nk∪Nk+1, por lo que Wk(θk)En = En

si n ̸= k o n ̸= k + 1, ya que En tiene rango en el espacio generado por
{
ej : j ∈ Nn

}
.

Supongamos j ∈ Nn. Entonces

Fr(ej) = Wr(θr) . . .Wn(θn) . . .W1(θ1)EW1(θ1)
∗ . . .Wn(θn)

∗ . . .Wr(θr)
∗ej

= Wr(θr) . . .W1(θ1)EWn(θn)
∗Wn−1(θn−1)

∗ej

= Wr(θr) . . .W1(θ1)

(
n+1∑

h=n−1

EhWn(θn)
∗Wn−1(θn−1)

∗ej

)

= Wn+1(θn+1)Wn(θn) . . .Wn−2(θn−2)

(
n+1∑

h=n−1

EhWn(θn)
∗Wn−1(θn−1)

∗ej

)
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(en la segunda desigualdad conmutamos losW ∗
i (θi)

∗ y aplicamos primero todos, exceptoW ∗
n(θn)

∗

y W ∗
n−1(θn−1)

∗, que son los que no afectan a ej ; en la tercera igualdad cambiamos E por

∞∑
h=1

Eh

y en la última igualdad volvemos a permutar y aplicamos primero los que no cambian nada).
En cualquier caso, Fr(ej) = Fs(ej) cuando r y s exceden a n+1, por lo que

{
Fr(ej)

}
converge

cuando r → ∞ para cada j fijo. Como
{
Fr

}
es una sucesión de proyecciones está uniformemente

acotada por 1. La base
{
ej
}
genera un subespacio lineal denso en cada elemento en los cuales{

Fr

}
actúa produciendo una sucesión convergente de vectores en H. Se sigue que

{
Frx

}
es

convergente Cauchy, y por lo tanto convergente para cada x ∈ H. Si este ĺımite es Fx entonces
F es lineal y

∥∥F∥∥ < 1. Por lo tanto, la sucesión de proyecciones
{
Fr

}
es un operador fuertemente

convergente a F y F es una proyección cuya matriz relativa a
{
ej
}
tiene diagonal

{
aj
}
en algún

orden.
El argumento anterior establece nuestro resultado cuando a = ∞. Si b = ∞, el argumento

muestra que existe una proyección G con b1, b2, . . . como diagonal, donde bj = 1−aj y la diagonal
de I −G es a1, a2, . . . (= 1− b1, 1− b2, . . .).

Ahora probaremos que ii) implica la existencia de ν y F . Por hipótesis, a y b son finitos y
a− b es un entero y tenemos la hipótesis adicional de que las sumas de los aj y la de los bj son
ambas infinitas,por lo que N′ y N′′ deben ser conjuntos infinitos.

Existen a lo sumo un número finito de a′′j que exceden a
1

n
para un número positivo dado

(pues a es finito). Reordenando aquellos a′′j en orden decreciente y dejando a n tomar los valores
1, 2, . . . sucesivamente se pueden renombrar los a′′j por a′′1 ≥ a′′2 ≥ . . .. De manera similar se
puede asumir que b′′1 ≥ b′′2 ≥ . . . donde b′′j = 1− a′j , de donde a′1 ≤ a′2 ≤ . . ..

Como
∞∑
j=1

a′′j y
∞∑
j=1

b′′j son finitos, tenemos que a′′j → 0 y b′′j → 0 cuando j → ∞, de donde

tenemos que a′j → 1. Podemos asumir que a ≤ b (de lo contrario trabajamos con b1, b2, . . .).
Discutiremos ahora un proceso para “distribuir los a′′j entre los a′1, a

′
2, . . . ”.

Sea n el menor entero k tal que a′′1 ≤
k∑

j=1

b′′j entonces
n−1∑
j=1

b′′j < a′′1. Reemplazamos

a′1, . . . , a
′
n−1 por 1, . . . , 1

y

a′n por ã′n =a′n + a′′1 −
k−1∑
j=1

b′′j .

Entonces 0 < a′n < ã′n, a′′1 −
k−1∑
j=1

b′′j ≤ b′′n y aśı ã′n = a′n + a′′1 −
k−1∑
j=1

b′′j ≤ a′n + b′′n = 1.

Además,

n∑
j=1

a′j + a′′1 =
n∑

j=1

a′j +
n−1∑
j=1

b′′j + a′′1 −
n−1∑
j=1

b′′j =
n−1∑
j=1

(a′j + b′′j ) + a′n + a′′1 −
n−1∑
j=1

b′′j

= n− 1 + a′n + a′′1 −
n−1∑
j=1

b′′j = n− 1 + ã′n.

(con lo que
(
1, . . . , 1, ãn, 0

)
está ordenado en forma decreciente y su traza coincide con la de(

a′n, . . . , a
′
1, a

′′
1

)
).
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Se sigue del Teorema 2.13 que
(
a′n, . . . , a

′
1, a

′′
1

)
está contenido en el politopo generado por las

permutaciones de
(
1, . . . , 1, ã′n, 0

)
. Como en la demostración del Teorema 2.17, existe un operador

unitario U1 en H tal que U1ek = ek para cada k fuera de N1, que es el conjunto de ı́ndices{
j(1), . . . , j(n+ 1)

}
de los aj en

{
a′n, . . . , a

′
1, a

′′
1

}
. Este U1 se restringe a η1, el subespacio de H

generado por
{
ej(1), . . . , ej(n+1)

}
como un operador unitario U ′

1 tal que U ′
1AU

′∗
1 tiene matriz con

diagonal
(
a′′1, a

′
1, . . . , a

′
n

)
cuando A, sobre η1, tiene matriz con diagonal

(
0, 1, . . . , 1, ã′n

)
relativa

a las bases
{
ej(1), . . . , ej(n+1)

}
.

Ahora distribuimos a′′2 entre a′n+1, a
′
n+2, . . . por el procedimiento antes descrito, formando

un subconjunto finito N2(=
{
k(1), . . . , k(m + 1)

}
) de N, disjunto de N1, un operador unitario

U2 sobre H, tal que U2ek = ek para cada k fuera de N2, cuya restricción U ′
2 a η2 (el espacio

generado por ek(1), . . . , ek(m+1)) transforma cada operador A, en η2, cuya matriz tiene diagonal(
0, 1, . . . , 1, ã′n+m

)
en uno cuya matriz tiene diagonal

(
a′′2, a

′
n+1, . . . , a

′
n+m

)
relativa a la base

ek(1), . . . , ek(m+1).
Continuando de esta manera, construimos subconjuntos disjuntos N1,N2, . . . de N, con unión

N, unitarios U1, U2, . . . en H que conmutan y subespacios (de dimensión finita), η1, η2, . . . con
espacio generado denso en H, como describimos antes.

Distribuyendo todos los a′′j entre los a′j tenemos una sucesión infinita de ceros en el lugar

de los a′′j y una sucesión infinita ã1, ã2, . . . de números en
(
1/2, 1

]
tales que

∞∑
j=1

1− ãj = b− a,

entero por hipótesis (sabemos que hay un lugar para la distribución de todos los a′′j entre los a′j
por hipótesis, pues a ≤ b).

Por la Observación 5.8, existe una proyección E0 con diagonal (ã1, ã2, . . .) relativa a la base{
ej
}
j∈N′ y claramente una proyección E con diagonal

(
0, 0, . . . , ã1, ã2, . . .

)
relativa a la base{

ej
}
. Organizamos la base

{
ej
}
conforme a los conjuntos N1,N2, . . . y la diagonal de la matriz

para E tal que las entradas de las posiciones diagonales correspondientes a los números en Nj

sean los números obtenidos por los pasos correspondientes del proceso de distribución.
Si nuevamente formamos U1EU∗

1 , U2U1EU∗
1U

∗
2 , . . ., sucesivamente, construimos una sucesión

de proyecciones que converge, en la topoloǵıa de operador fuerte, a una proyección F (por el
mismo argumento usado para la primera parte de la prueba, donde asumimos que a es infinito).

La diagonal de F relativa a
{
ej
}
es
(
a′′1, a

′′
2, . . . , a

′
1, a

′
2, . . .

)
por elección de los U1, U2, . . ..

Ahora solo nos queda la tarea de verificar la condición de que a − b es entero. Sea ahora
nuestra base ortornormal de H dada por

{
ej
}
j∈Z0

, donde Z0 es el conjunto de enteros no nulos,

y F es una proyección de H con matriz
(
ajk
)
relativa a

{
ej
}
. Sean Z− y Z+ los enteros negativos

y positivos en Z0 respectivamente.

Nuestra suposición ahora es que
−1∑

j=−∞
ajj(= a) y

∞∑
j=1

1− ajj(= b) son finitos. Queremos

probar que a− b es entero.
Sea E la proyección cuyo rango es el espacio generado por {ej}j∈Z− . En efecto, podemos

asumir que EFE ∈ L1 y (I − E)(I − F )(I − E) ∈ L1.
Se sigue que FE ∈ L2, EF ∈ L2, (I −F )(I −E) ∈ L2 y (I −E)(I −F ) ∈ L2. Por lo tanto,

la suma de todos los
∣∣ajk∣∣2 con j o k en Z− converge como también lo hace la suma de todos

los
∣∣bjk∣∣2 con j o k en Z+, donde

(
bjk
)
es la matriz de (I − F ). Si T ∈ L2, denotamos por

∥∥T∥∥
2

la norma de Hilbert-Schmidt de T . Esto es,
∥∥T∥∥2

2
= tr

(
T ∗T

)
(= tr

(
TT ∗)), donde “tr

(
T ∗T

)
” es

relativa a la base
{
ej
}
j∈Z0

.

Por lo tanto,
∥∥T∥∥2

2
es la suma de los cuadrados de los valores absolutos de todas las entradas

de la matriz de T (o de T ∗). Como
∥∥T∥∥2

2
= tr

(
T ∗T

)
=
∑
j∈Z0

〈
T ∗Tej , ej

〉
=
∑
j∈Z0

∥∥Tej∥∥2. Si B ∈
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B(H), ∥∥BT
∥∥2
2
=
∑
j∈Z0

∥∥BTej
∥∥2 ≤ ∥∥B∥∥2 ∑

j∈Z0

∥∥Tej∥∥2 = ∥∥B∥∥2∥∥T∥∥22
y
∥∥BT

∥∥
2
≤
∥∥B∥∥∥∥T∥∥

2
.

En esta notación tenemos ∥∥EF
∥∥2
2
=
∥∥FE

∥∥2
2
= tr

(
EFE

)
= a

y∥∥(I − F )(I − E)
∥∥2
2
= b

Dado un ϵ > 0 (ϵ < (2 + 2a1/2 + 2b1/2)−1), elegimos n0 ∈ Z+ tal que∑
j ó k<−n0

∣∣ajk∣∣2 < (ϵ′)2 y
∑

j ó k −n0

∣∣bjk∣∣2 < (ϵ′)2,

donde ϵ′ = ϵ
(
28(1 + a1/2 + b1/2)

)−1
.

Sea A =
(
ajk
)
j,k≥1

tal que

ajk =


ajk cuando las entradas

∣∣j∣∣ y ∣∣k∣∣ no exceden a n0,
1 en la entrada jj si j > n0,
0 en las demás.

Entonces, por elección de n0 y A,
∥∥F −A

∥∥
2
< 2ϵ′. De aqúı

∣∣∣ ∥∥F∥∥2 − ∥∥A∥∥2 ∣∣∣ < 2ϵ′.

Sea E0 la proyección con rango generado por
{
e−1, . . . , e−n0

}
. Otra vez, por la elección de n0

y A,
∥∥EF −E0A

∥∥
2
< 2ϵ′, de donde

∣∣∣ ∥∥EF
∥∥
2
−
∥∥E0A

∥∥
2

∣∣∣ < 2ϵ′. Sea E′
0 la proyección con rango

generado por
{
e1, . . . , en0

}
y I0 la proyección E0+E′

0. Entonces
∥∥(I −E)A− (I −E)F

∥∥
2
< 2ϵ′.

Al mismo tiempo, (I − E)(I −A) = E′
0(I −A), de donde∣∣∣ ∥∥E′

0(I −A)
∥∥
2
−
∥∥(I − E)(I − F )

∥∥
2

∣∣∣ ≤ ∥∥E′
0(I −A)− (I − E)(I − F )

∥∥
2

=
∥∥(I − E)(I −A)− (I − E)(I − F )

∥∥
2

≤
∥∥I − E

∥∥∥∥I −A− (I − F )
∥∥
2
=
∥∥F −A

∥∥
2
< 2ϵ′.

Notar también que∥∥A−A2
∥∥
2
≤
∥∥A− F

∥∥
2
+
∥∥F 2 − FA

∥∥
2
+
∥∥FA−A2

∥∥
2

≤
∥∥A− F

∥∥
2
+
∥∥F∥∥∥∥F −A

∥∥
2
+
∥∥A∥∥∥∥F −A

∥∥
2
< 6ϵ′.

Sea A0 = I0FI0. Entonces A0 − A2
0 = A − A2, de donde

∥∥A0 − A2
0

∥∥
2
< 6ϵ′. Claramente

podemos tratar A0 =
(
ajk
)
|j|,|k|≤n0

como una matriz en M2n0 . Como A0 = I0FI0,
∥∥A0

∥∥ ≤ 1

y A0 es positivo. Sean λ−n0 , . . . , λn0 los 2n0 autovalores de A0 (con repeticiones), entonces
λ−n0 − λ2

−n0
, . . . , λn0 − λ2

n0
son los autovalores de A0 −A2

0.
Sea Ej = λj − λ2

j (= λj(1− λj)).

Si λj ≥ 1/2 tenemos (1− λj)
2 ≤ 4E2

j .

Si λj ≤ 1/2, tenemos λ2
j ≤ 4E2

j .
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Supongamos que existenm0 de los autovalores λj ∈
[
1/2, 1

]
. Si

{
ek
}
k∈A es la base de diagonaliza

a A0, sea G0 =
(
g0
)
kk

la proyección en la base
{
ek
}
k∈A tal que es diagonal con:

(
g0
)
kk

=

{
1 si λk ∈

[
1/2, 1

]
,

0 en los lugares de los otros λk.

Entonces ∥∥A0 −G0

∥∥2
2
≤ 4

n0∑
j=−n0

E2
j = 4

∥∥A−A2
0

∥∥2
2
,

y
∥∥A0 −G0

∥∥
2
≤ 2
∥∥A−A2

0

∥∥
2
< 12ϵ′. Por lo tanto,

∥∥E0A0 − E0G0

∥∥
2
< 12ϵ′.

Como E0A = E0A0,∥∥EF − E0G0

∥∥
2
≤
∥∥EF − E0A

∥∥
2
+
∥∥E0A0 − E0G0

∥∥
2
< 14ϵ′.

Al mismo tiempo, (I − E)(I −A) = E′
0(I0 −A0), de donde∥∥(I − E)(I − F )− E′

0(I0 −G0)
∥∥
2
≤
∥∥(I − E)(I − F )− (I − E)(I −A)

∥∥
2

+
∥∥E′

0(I0 −A0)− E′
0(I0 −G0)

∥∥
2
< 14ϵ′.

Se sigue que ∣∣∣ ∥∥EF
∥∥
2
−
∥∥E0G0

∥∥
2

∣∣∣ < 14ϵ′ < 1

y ∣∣∣ ∥∥(I − E)(I − F )
∥∥
2
−
∥∥E′

0(I0 −G0)
∥∥
2

∣∣∣ < 14ϵ′ < 1.

Por lo anterior tenemos que∣∣∣a−
∥∥E0G0

∥∥2
2

∣∣∣ = ∣∣∣ ∥∥EF
∥∥2
2
−
∥∥E0G0

∥∥2
2

∣∣∣ = ∣∣∣ (∥∥EF
∥∥
2
−
∥∥E0G0

∥∥
2

)(∥∥EF
∥∥
2
+
∥∥E0G0

∥∥
2

)∣∣∣
< 14ϵ′

(
1 + 2

∥∥EF
∥∥
2

)
= 14

(
1 + a1/2

)
ϵ′.

De la misma manera,∣∣∣b− ∥∥E′
0(I0 −G0)

∥∥2
2

∣∣∣ = ∣∣∣ ∥∥(I − E)(I − F )
∥∥2
2
−
∥∥E′

0(I0 −G0)
∥∥2
2

∣∣∣
=
∣∣∣ (∥∥(I − E)(I − F )

∥∥
2
−
∥∥E′

0(I0 −G0)
∥∥
2

)(∥∥(I − E)(I − F )
∥∥
2
+
∥∥E′

0(I0 −G0)
∥∥
2

)∣∣∣
< 14ϵ′

(
1 + 2

∥∥(I − E)(I − F )
∥∥
2

)
= 14

(
1 + b1/2

)
ϵ′.

Por lo tanto, como I0, E0 y G0 tienen rango 2n0, n0 ym0, respectivamente, por la Proposición
6.1 ∣∣∣a− b− (m0 − n0)

∣∣∣ = ∣∣∣a− b− (m0 − 2n0 + n0)
∣∣∣

=
∣∣∣a− b−

[
tr
(
E0G0E0

)
− tr

(
(I0 − E0)(I0 −G0)(I0 − E0)

)]∣∣∣
=
∣∣∣a− b−

(∥∥E0G0

∥∥2
2
−
∥∥E′

0(I0 −G0)
∥∥2
2

)∣∣∣
≤
∣∣∣a−

∥∥E0G0

∥∥2
2

∣∣∣+ ∣∣b− ∥∥E′
0(I0 −G0)

∥∥2
2

∣∣∣ < 28
(
1 + a1/2 + b1/2

)
ϵ′ = ϵ.

Ahora, m0 y n0 vaŕıan con la elección de ϵ, pero siempre son enteros. Como a − b está
arbitrariamente cerca de un número entero, entonces a− b pertenece a los enteros.
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Podemos establecer que a− b es entero para un subconjunto arbitrario

S =
{
(dn) : dn es diagonal de F con suma convergente a

}
y con subconjunto complemento

S′ =
{
(d′n) : d

′
n es diagonal de F con la suma de 1− dn convergente b

}
.

Para concluir nuestra prueba, notemos que la existencia de cualquier conjunto S de esta
manera implica que el conjunto S0 de los ajj en

[
0, 1/2

]
puede ser ese tal conjunto. Como S

tiene una suma convergente, este contiene a los más un número finito de ajj excediendo a 1/2.
De manera similar, S′ contiene a lo sumo un número finito de ajj menores o iguales a 1/2.
El desplazamiento de un conjunto finito de S a S′ o uno de S′ a S produce los conjuntos S0 y

S′
0 con suma convergente a a0 y b0 respectivamente. Más aún, a0−b0 y a−b difieren en un entero

(si cambiamos, por ejemplo, n elementos ajj de S a S′ con

n∑
i=1

ajiji = t, entonces el conjunto S′

pasa a tener n elementos más con
n∑

i=1

bjiji = n− t, de donde a0−b0 = a−t−b+(n−t) = a−b+n,

con n entero por ser cantidad de elementos). Por lo tanto, a0 − b0 es un entero si y solo si a− b
lo es.

■
A continuación, daremos un ejemplo de una sucesión que no es diagonal principal de ninguna

proyección cuyo rango y núcleo sean de dimensión infinita.

Ejemplo 6.3. Definimos la sucesión c =
(
ck
)
k≥1

∈
[
0, 1
]N

de la siguiente manera:

ck =


c1 =

1

2
,

ck =
(1
5

)k
si k ̸= 1 es impar,

ck = 1−
(1
5

)k
si k es par.

Entonces no existe ninguna proyección ortogonal F tal que
∥∥Fek

∥∥2 = ck para cada k.

Demostración: Notemos que ck ∈
(
0, 1
)
para toda k ≥ 1,

∞∑
k=1

ck =
1

2
+

∞∑
k=1

(1
5

)2k+1
+

∞∑
k=1

1−
(1
5

)2k
= ∞

pues como
∞∑
k=1

(1
5

)2k
=

∞∑
k=1

( 1

52

)k
=

1/25

1− (1/25)
=

1

24
tenemos

∞∑
k=1

1−
(1
5

)2k
= ∞ y

∞∑
k=1

(
1− ck

)
=

1

2
+

∞∑
k=1

1−
(1
5

)2k+1
+

∞∑
k=1

(1
5

)2k
= ∞

pues como

∞∑
k=1

(1
5

)2k+1
=

1

5

∞∑
k=1

( 1

52

)k
=

1

5
.

1/25

1− 1/25
=

1

120
, tenemos

∞∑
k=1

1−
(1
5

)2k+1
= ∞.

Además,

ck ≤ 1

2
para los k impares.
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ck >
1

2
para los k pares.

Si definimos a y b como en el Teorema 6.2

a =
1

2
+

∞∑
k=1

(1
5

)2k+1
=

1

2
+

1

120

b =

∞∑
k=1

(1
5

)2k
=

1

24
,

de donde a− b =
61

120
− 1

24
=

7

15
/∈ Z. Entonces por el Teorema 6.2, no existe ninguna proyección

ortogonal F tal que c sea su diagonal principal.
■
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7. El ı́ndice de obstrucción de Arveson

En esta sección desarrollamos el trabajo de Arveson [3]. En el mismo, se encuentra una obs-
trucción para las diagonales principales de los operadores normales con espectro de multiplicidad
uniforme infinita. Esta obstrucción extiende a la encontrada por Kadison en la sección anterior
(Teorema 6.2).

Definiciones 7.1. SeaX un subconjunto finito del plano complejo C, y consideremos el conjunto
N(X) de todos los operadores normales, actuando en un espacio de Hilbert separable H, que
tienen espectro X con multiplicidad uniformemente infinita, es decir,

N(X) =
{
A ∈ B(H)/A∗A = AA∗, σ(A) = σe(A) = X

}
.

El conjunto N(X) es invariante bajo la acción del grupo de *-automorfismos por conjugación
unitaria de B(H), y este es cerrado en la norma operador.

Fijada una base ortonormal
{
en
}
n≥1

de H, podemos considerar el conjunto (no cerrado)

D(X) de todas las diagonales de los operadores en N(X)

D(X) =
{(

⟨Ae1, e1⟩ , ⟨Ae2, e2⟩ , . . .
)
∈ ℓ∞/ A ∈ N(X)

}
.

Estudiaremos ahora el problema de determinar los elementos de D(X).
Notemos que para cada sucesión d =

(
dn
)
n≥1

∈ D(X), cada término dn debe pertenecer a la

cápsula convexa deX. En efecto, como existe un operador normal A =
m∑
i=1

λiPi (con tr
(
Pi

)
= ∞)

con espectro X, tal que dn =
〈
Aen, en⟩, n ≥ 1, entonces

dn =
〈
Aen, en

〉
=
〈 m∑

i=1

λiPien, en

〉
=

m∑
i=1

λi

〈
Pien, en

〉
=

m∑
i=1

λi

∥∥Pien
∥∥2

y

m∑
i=1

∥∥Pien
∥∥2 = 1, de donde, para cada n ≥ 1, dn ∈ conv

(
X
)
.

Esta condición solo es necesaria, es decir, que dn ∈ conv
(
X
)
, n ≥ 1 no es suficiente para

caracterizar D
(
X
)
.

Notemos además que un operador normal con espectro
{
0, 1
}
es una proyección. En la sección

anterior ya dimos una caracterización de D
({

0, 1
})

en el Teorema 6.2. Podemos reformular el
mismo de la siguiente manera:

Teorema 7.2. Sea d =
(
dn
)
n≥1

∈
[
0, 1
]N

con

∞∑
n=1

dn =

∞∑
n=1

1− dn = ∞. Sean a, b ∈
[
0,∞

]
los

números
a =

∑
dn≤1/2

dn y b =
∑

dn>1/2

1− dn.

Entonces d ∈ D
({

0, 1
})

si y solo si tenemos alguna de las siguientes afirmaciones:

i) Si a+ b = ∞.

ii) Si a+ b < ∞ y a− b ∈ Z.

Queremos un resultado análogo para ciertos subconjuntos finitos X ⊆ C en lugar de
{
0, 1
}
.

Estos subconjuntos X que estudiaremos serán aquellos en los cuales ninguno de sus puntos puede
ser escrito como una combinación convexa no trivial de los otros, es decir, X es el conjunto de
vértices de un poĺıgono convexo.
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7.1. Sucesiones en Lim1(X) y el grupo ΓX.

Sea X =
{
λ1, . . . , λN

}
un conjunto finito de números complejos. Para cada número complejo

z escribimos
d(z,X) = mı́n

λ∈X

∣∣z − λ
∣∣

para la distancia de z a X.
Consideremos el espacio Lim1(X) de todas las sucesiones a =

(
an
)
n≥1

∈ ℓ∞ con la propiedad

(23)
∞∑
n=1

d
(
an, X

)
< ∞.

Por lo tanto, una sucesión a =
(
an
)
n≥1

pertenece a Lim1(X) si y solo si todos sus puntos ĺımites
pertenecen a X y convergen rápidamente a sus puntos ĺımites en el siguiente sentido: existe una
sucesión x =

(
xn
)
n≥1

con xn ∈ X, para cada n ≥ 1, y tal que

(24)
∞∑
n=1

∣∣an − xn
∣∣ < ∞.

En el contexto del Teorema 7.2, (24) reduce la hipótesis de ii) cuando X =
{
0, 1
}
. Esto se

verá bien en la sección 7.6
Veremos a continuación que cada elemento a ∈ Lim1(X) tiene una suma renormalizada que

toma valores en un grupo abeliano ΓX naturalmente asociado a X.
Para un a ∈ Lim1(X) fijo existen varias sucesiones x =

(
xn
)
n≥1

con valores en X que

satisfacen (24). Sin embargo, podemos tratar de definir una suma normalizada de un elemento
a ∈ Lim1(X) por elección de una sucesión

(
xn
)
n≥1

⊂ X que satisfaga (24) y que forme el número

complejo s =
∞∑
n=1

an − xn.

Mientras que el valor de s depende de la elección del x =
(
xn
)
n≥1

⊂ X, la siguiente obser-
vación muestra que la ambigüedad está asociada con un subgrupo numerable del grupo aditivo
de C.

Proposición 7.3. Sea X =
{
λ1, . . . , λN

}
un subconjunto finito de C y sea a =

(
an
)
n≥1

∈
Lim1(X) fijo. Para cualesquiera dos sucesiones x =

(
xn
)
n≥1

, y =
(
yn
)
n≥1

en X que satisfacen

∞∑
n=1

∣∣an − xn
∣∣ < ∞ y

∞∑
n=1

∣∣an − yn
∣∣ < ∞

la sucesión de las diferencias x − y =
(
xn − yn

)
n≥1

tiene finitos términos no nulos, y existen
enteros υ1, . . . , υN ∈ Z tales que υ1 + . . .+ υN = 0 y

(25)
∞∑
n=1

xn − yn = υ1λ1 + . . .+ υNλN .

Demostración: Como a−x y a−y ambos pertenecen a ℓ1, su diferencia x−y también pertenece
a ℓ1. Como xn − yn toma valores en el conjunto finito de diferencias X − X y pertenece a ℓ1,
debe hacerse cero para todos, menos finitos ı́ndices n, y para cada uno de los restantes n ı́ndices,

xn − yn es de la forma λin − λjn donde in, jn ∈
{
1, 2, . . . , N

}
. Se sigue que

∞∑
n=1

xn − yn es una

suma finita de términos de la forma λi − λj con 1 ≤ i, j ≤ N y, reordenando, tal número tiene
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la forma (25) con coeficientes enteros υk ∈ Z que suman cero (la cantidad de términos positivos
y negativos aparecen de a pares, por lo que se compensan).

■

Definición 7.4. Para cada conjunto finito de N ≥ 2 números complejos X =
{
λ1 . . . , λN

}
, sea

KX el subgrupo aditivo de C que consiste de todos los z de la forma z = υ1λ1 + . . . + υNλN

donde υ1, . . . , υN ∈ Z satisfacen υ1 + . . .+ υN = 0.
Definimos además como ΓX el cociente de los grupos abelianos ΓX = C/KX .

KX es el subgrupo de C generado por el conjunto de diferencias λi − λj , para 1 ≤ i, j ≤ N ,
o equivalentemente, por

{
λ2 − λ1, λ3 − λ1, . . . , λN − λ1

}
. De aqúı que el rango de KX sea a lo

sumo N − 1.
Por la Proposición 7.3, podemos definir la función s : Lim1(X) → ΓX como sigue: para cada

a =
(
an
)
n≥1

∈ Lim1(X), elegimos una sucesión x =
(
xn
)
n≥1

con valores en X y que satisfaga
∞∑
n=1

∣∣an − xn
∣∣ < ∞, y sea s(a) el coset s(a) =

∞∑
n=1

(
an − xn

)
+KX ∈ ΓX .

Definición 7.5. Para cada sucesión a ∈ Lim1(X), el elemento s(a) ∈ ΓX es llamado la suma
renormalizada de a.

Cuando sea necesario hacer referencia sobre el conjunto X de vértices, escribiremos sX(a)
en lugar de s(a).

Observación 7.6. La función s : Lim1(X) → ΓX es suyectiva. En efecto, para cualquier z ∈ C,
el coset z +KX ∈ ΓX es realizado como el valor s(a) de una suma renormalizada como sigue:

elegimos cualquier sucesión u =
(
un
)
n≥1

en ℓ1 tal que
∞∑
n=1

un = z, y sea x =
(
xn
)
n≥1

una sucesión

arbitraria con xn ∈ X para cada n ≥ 1. Entonces la suma a = u + x pertenece a Lim1(X) y
satisface s(a) = z +KX .

Requerimos las siguientes descripciones elementales de sucesiones en Lim1(X).

Proposición 7.7. Sea X =
{
λ1, . . . , λN

}
un conjunto finito de números complejos distintos y

sea a =
(
an
)
n≥1

∈ ℓ∞. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

i) a ∈ Lim1(X).

ii) Se tiene la condición de sumabilidad

∞∑
n=1

∣∣f(an)∣∣ < ∞ donde f es el polinomio

f(z) = (z − λ1)(z − λ2) . . . (z − λN ).

Demostración: Sea δ la mı́nima distancia entre los distintos puntos de X, es decir,

δ = mı́n
1≤i<j≤N

∣∣λi − λj

∣∣.
Notemos primero que cuando z ∈ C satisface d

(
z,X

)
≤ δ/2, tenemos

(26)
∣∣f(z)∣∣ ≥ d

(
z,X

)
(δ/2)N−1.

En efecto, si elegimos k tal que d
(
z,X

)
=
∣∣z − λk

∣∣, entonces para j ̸= k tenemos∣∣z − λj

∣∣ ≥ ∣∣λk − λj

∣∣− ∣∣z − λk

∣∣ ≥ δ − δ/2 = δ/2,
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por lo tanto
∣∣(z − λ1) . . . (z − λN )

∣∣ ≥ ∣∣z − λk

∣∣(δ/2)N−1
, y se obtiene (26).

Si a =
(
an
)
n≥1

es una sucesión tal que
∞∑
n=1

∣∣f(an)∣∣ converge, entonces puesto que
∣∣f(z)∣∣ ≥

d
(
z,X

)N
para todo z ∈ C, se sigue que d

(
an, X

)N → 0 cuando n → ∞, por lo tanto, existe
n0 ∈ N tal que d

(
an, X

)
≤ δ/2 para n ≥ n0. (26) implica que

∞∑
n=n0

∣∣f(an)∣∣ ≥ (δ/2)N−1
∞∑

n=n0

d
(
an, N

)
,

de donde
∞∑
n=1

d
(
an, X

)
converge, por lo que a ∈ Lim1(X).

Rećıprocamente, supongamos que

∞∑
n=1

d
(
an, X

)
converge. Sea

R = máx
(∣∣λ1

∣∣, . . . , ∣∣λN

∣∣) > 0.

Puesto que d
(
an, X

)
→ 0, podemos hallar n1 tal que, para todo n ≥ n1,

∣∣an∣∣ ≤ 2R. Eligiendo
k1, k2, . . . tales que d

(
an, X

)
=
∣∣an − λkn

∣∣ tenemos∣∣f(an)∣∣ = ∣∣an − λ1

∣∣ . . . ∣∣an − λN

∣∣ ≤ (∣∣an∣∣+ ∣∣λ1

∣∣) . . . ∣∣an − λkn

∣∣ . . . (∣∣an∣∣+ ∣∣λN

∣∣)
≤
∣∣an − λkn

∣∣(3R)N−1
= d
(
an, X

)(
3R
)N−1

para todo n ≥ n1, por lo que
∞∑
n=1

∣∣f(an)∣∣ converge.
■

7.2. X-descomposición

Vemos a ℓ∞ como una C∗-álgebra abeliana con unidad 1, y sus elementos como funciones
acotadas a : N → C con norma

∥∥a∥∥ = sup
n≥1

∣∣a(n)∣∣.
Sea P un poĺıgono convexo en el plano complejo y sea X =

{
λ1, . . . , λN

}
el conjunto de sus

vértices, con N ≥ 2. Describiremos una descomposición elemental (no única) para sucesiones que
tienen valores en P, y mostraremos que bajo ciertas circunstancias, todas tales descomposiciones
deben compartir una propiedad fundamental.

Proposición 7.8. Sea P ⊆ C un poĺıgono convexo con vértices
{
λ1, . . . , λN

}
. Cada sucesión

a ∈ ℓ∞ que satisface a(n) ∈ P, n ≥ 1 puede descomponerse en una suma de la forma

(27) a = λ1e1 + . . .+ λNeN

donde e1, . . . , eN son elementos positivos de ℓ∞ satisfaciendo e1 + . . .+ eN = 1.
Rećıprocamente, cualquier sucesión a de la forma (27) con elementos ek positivos que suman

1, debe satisfacer que a(n) ∈ P para cada n ≥ 1.

Demostración:
Sea a fijo, elegimos n ≥ 1. Puesto que a(n) ∈ P y P es la cápsula convexa de

{
λ1, . . . , λN

}
,

podemos hallar un punto
(
e1(n), . . . , eN (n)

)
∈ RN tal que, para cada 1 ≤ i ≤ N ,

ei(n) ≥ 0, e1(n) + . . .+ eN (n) = 1 y a(n) =

N∑
k=1

ek(n)λk.
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La sucesión ek =
(
ek(1), ek(2), . . .

)
∈ ℓ∞ satisface ek ≥ 0, e1 + . . . + eN = 1, y la represen-

tación (27) es válida.
La rećıproca es trivial.

■

Definición 7.9. Sea P ⊆ C un poĺıgono convexo cuyo conjunto de vértices es X =
{
λ1, . . . , λN

}
y sea a ∈ ℓ∞ que satisface a(n) ∈ P, n ≥ 1. Una representación de la forma (27) es llamada X-
descomposición de a.

A pesar del hecho de que la X-descomposición no es única, excepto circunstancias especiales,

hay una propiedad común para todaX-descomposición de a en el caso donde
∞∑
n=1

d
(
a(n), X

)
< ∞

es decir, a ∈ Lim1(X).
Para el Teorema 7.11 se requerirá el caso n = 2 del siguiente Lema.

Lema 7.10. Sea P un poliedro convexo en Rn con puntos extremales x1, . . . , xr. Consideremos
el simplex

∆ =
{(

t1, . . . , tr
)
∈ Rr : ti ≥ 0, t1 + . . .+ tr = 1

}
,

y la función af́ın de ∆ sobre P definida por

t ∈ ∆ 7→ x(t) = t1x1 + . . .+ trxr.

Para cualquier elección de normas en Rr y Rn, existe una constante C > 0 tal que

(28) da

(
t,
{
δ1, . . . , δr

})
≤ C.db

(
x(t),

{
x1, . . . , xr

})
t ∈ ∆,

donde di(v, S) = ı́nf
{∥∥v − s

∥∥
i
: s ∈ S

}
, para i = a, b, denota la distancia de un vector v al

conjunto S, y donde δ1, . . . , δr son los puntos extremos de ∆, donde (δk)j = δkj .

Demostración: Es suficiente con mostrar que para cada 1 ≤ k ≤ r, existe una constante Ck

tal que

(29)
∥∥t− δk

∥∥
a
≤ Ck

∥∥x(t)− xk
∥∥
b
, t ∈ ∆.

En efecto, (29) implica

mı́n
1≤k≤r

∥∥t− δk
∥∥
a
≤ C mı́n

1≤k≤r

∥∥x(t)− xk
∥∥
b
, t ∈ ∆,

donde C = máx
(
C1, . . . , Cr

)
, y aśı tenemos (28).

Por simetŕıa, es suficiente con probar (29) para k = 1. Asumimos que x1 = 0 es uno de
los puntos extremos de P (de no ser aśı, podemos, sin pérdida de generalidad, realizar una
traslación af́ın para tener x1 = 0). Para cada punto extremo e de un poliedro convexo P, existe
un hiperplano soporte que toca P sólo en

{
e
}
. Aśı pues, existe un funcional lineal f en Rn tal

que f(x) > 0 para todo x ∈ P no nulo. Para cada t ∈ ∆ tenemos

(30) f
(
x(t)

)
=

r∑
k=2

tkf(xk) ≥ mı́n
2≤k≤r

f(xk)

r∑
k=2

tk.

Recordemos que en Cn todas la normas son equivalentes, por lo que podemos elegir la norma.
Tomaremos en este caso, ∥.∥a = ∥.∥1. Después, notando que f

(
x(t)

)
≤
∥∥f∥∥

b
.
∥∥x(t)∥∥

b
, obtenemos∥∥t− δ1

∥∥
1
=

r∑
k=1

∣∣tk − δ1(k)
∣∣ = ∣∣t1 − 1

∣∣+ r∑
k=2

tk = 1− tk +

r∑
k=2

tk

= 2

r∑
k=2

tk ≤
2
∥∥f∥∥

b

mı́n
(
f(x2), . . . , f(xr)

) .∥∥x(t)∥∥
b
,
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(para la segunda igualdad usamos que δ1 =
(
1, 0, . . . , 0

)
, que 0 ≤ tk ≤ 1 y

k∑
i=1

tk = 1, de donde

1− t1 =

r∑
k=2

tk y para la última desigualdad usamos (30), notando que mı́n
(
f(x2), . . . , f(xr)

)
>

0 pues f(x) > 0 para todo x ̸= 0 ∈ P ) y (29) vale con C1 =
2
∥∥f∥∥

b

mı́n
(
f(x2), . . . , f(xr)

) .
■

Teorema 7.11. Sea X =
{
λ1, . . . , λN

}
el conjunto de vértices de un poĺıgono convexo P ⊆ C

y sea a ∈ ℓ∞ satisfaciendo a(n) ∈ P para n ≥ 1. Si a ∈ Lim1(X), entonces para cada X-
descomposición de la forma (27),

a = λ1e1 + . . .+ λNeN ,

cada una de las sucesiones e1, . . . , eN pertenecen a Lim1({0, 1}).

Demostración: Consideremos la norma eucĺıdea en C, la norma∥∥(x1, . . . , xN )
∥∥
1
=
∣∣x1∣∣+ . . .+

∣∣xN ∣∣
en RN , y fijamos n ∈ N. Puesto que el punto

(
e1(n), . . . , eN (n)

)
∈ RN pertenece al simplex ∆

del Lema 7.10, existe una constante C > 0 tal que

d
((

e1(n), . . . , eN (n)
)
,
{
δ1, . . . , δN}

)
≤ C.d

(
a(n),

{
λ1, . . . , λN

})
= C.d

(
a(n), X

)
, n ≥ 1.

Ahora, para cada punto t =
(
t1, . . . , tN

)
en el simplex ∆ y para cada k = 1, . . . , N fijo tenemos

d
(
tk,
{
0, 1
})

= mı́n
(
tk, 1− tk

)
≤ mı́n

1≤k≤N

(∑
j ̸=k

tj + (1− tk)

)
= d
(
t,
{
δ1, . . . , δN

})
.

En efecto, para la desigualdad anterior usamos que 0 ≤ tj ≤ 1 para todo 1 ≤ j ≤ N ,
N∑
i=1

ti = 1

y que si tk0 = máx
1≤k≤N

tk, tenemos

(31) mı́n
1≤k≤N

(∑
j ̸=k

tj + (1− tk)

)
=

(∑
j ̸=k0

tj + (1− tk0)

)
y entonces:

si tk0 ≥ 1/2, entonces, para toda 1 ≤ j ≤ N con j ̸= k0, tenemos que tj < 1/2, entonces

tj = mı́n{tj , 1− tj} y tj < mı́n
1≤k≤N

(∑
j ̸=k

tj + (1− tk)

)
, (por (31)) y para j = k0,

mı́n{tk0 , 1− tk0} = 1− tk0 < mı́n
1≤k≤N

(∑
j ̸=k

tj + (1− tk)

)
(por(31)).

si tk0 < 1/2, entonces tj ≤ tk0 < 1/2 por lo que mı́n{tj , 1 − tj} = tj < 1/2, y además,(∑
j ̸=k0

tj + (1− tk0)

)
> 1, pues cambiamos tk0 por 1 − tk0 que es más grande, y la suma

daba 1. Por lo tanto tj ≤ mı́n
1≤k≤N

(∑
j ̸=k

tj + (1− tk)

)
.
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Entonces se sigue que

d
(
ek(n),

{
0, 1
})

≤ d
((

e1(n), . . . , eN (n)
)
,
{
δ1, . . . , δN

})
≤ C.d

(
a(n), X

)
.

Usando a ∈ Lim1(X), podemos sumar la desigualdad anterior sobre n para obtener

∞∑
n=1

d
(
ek(n),

{
0, 1
})

≤ C.
∞∑
n=1

d
(
a(n), X

)
< ∞.

Por lo tanto, ek ∈ Lim1
({

0, 1
})

.
■

7.3. Dos proyecciones.

Se sabe que para cualquier par de proyecciones P,Q ∈ B(H) para las que P−Q es un operador
de tipo traza, tr

(
P −Q

)
debe ser un número entero. Queremos una extensión apropiada de este

resultado para el caso donde P −Q es un operador de Hilbert-Schmidt.
Notación: Escribiremos P⊥ para 1− P cuando P ∈ B(H) sea proyección.

Teorema 7.12. Sean M,N subespacios de un espacio de Hilbert H con respectivas proyecciones
P,Q y tales que P −Q ∈ L2. Entonces, Q(P −Q)Q ∈ L1 y Q⊥(P −Q)Q⊥ ∈ L1.

Los subespacios M ∩N⊥ y N ∩M⊥ son de dimensión finita y

(32) tr
(
Q(P −Q)Q+Q⊥(P −Q)Q⊥

)
= dim(M ∩N⊥)− dim(N ∩M⊥).

En particular,
(
QPQ+Q⊥PQ⊥ −Q

)
∈ L1 es tal que

(33) tr
(
QPQ+Q⊥PQ⊥ −Q

)
∈ Z

Veremos la demostración más adelante.

Ahora, usamos el resultado recién obtenido para deducir el resultado que adelantamos al
principio de esta subsección, es decir, el caso en que P −Q es un operador de tipo traza:

Corolario 7.13. Si P y Q son proyecciones tales que P −Q ∈ L1, entonces tr
(
P −Q

)
∈ Z.

Demostración:

P −Q = Q
(
P −Q

)
Q+Q

(
P −Q

)
Q⊥ +Q⊥(P −Q

)
Q+Q⊥(P −Q

)
Q⊥

con lo que

tr
(
P −Q

)
= tr

(
Q(P −Q)Q+Q⊥(P −Q)Q⊥

)
+ tr

(
Q
(
P −Q

)
Q⊥ +Q⊥(P −Q

)
Q
)

= tr
(
Q(P −Q)Q+Q⊥(P −Q)Q⊥

)
+ tr

(
Q⊥Q

(
P −Q

)
+QQ⊥(P −Q

))
= tr

(
Q(P −Q)Q+Q⊥(P −Q)Q⊥

)
= dim(M ∩N⊥)− dim(N ∩M⊥) ∈ Z.

■
Para la prueba del Teorema 7.12 requeriremos el siguiente resultado.

Lema 7.14. Sean H,K espacios de Hilbert y sea A : H → K un operador tal que
(
1H−A∗A

)
∈

L1(H) y
(
1K −AA∗) ∈ L1(K). Entonces A es un operador en B(H,K) tal que

(34) dim(kerA)− dim(kerA∗) = tr
(
1H −A∗A

)
− tr

(
1K −AA∗).
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Demostración: Consideremos la descomposición polar A = U
∣∣A∣∣, donde U : H → K es la

isometŕıa parcial con espacio inicial (kerA)⊥ y espacio final R(A).

Entonces A∗A =
∣∣A∣∣U∗U

∣∣A∣∣ = ∣∣A∣∣2 = C ⊕ 0ker(A), con C ∈ B((kerA)⊥), y Cu = A∗Au ∈
(kerA)⊥, para u ∈ (kerA)⊥.

Análogamente, sea

AA∗ = U
∣∣A∣∣∣∣A∣∣U∗ = U

∣∣A∣∣2U∗ = UA∗AU∗ = U
(
C ⊕ 0(kerA)

)
U∗ = C ′ ⊕ 0(kerA∗),

con C ′ ∈ B
(
R(A)

)
, y C ′u = AA∗u para u ∈ R(A), pues U0(kerA)U

∗ = 0(R(A))⊥ = 0(kerA∗).
Tenemos entonces que

U = U
∣∣∣
(kerA)⊥

: (kerA)⊥ → R(A)

es un isomorfismo isométrico (suyectivo) tal que UC
(
U
)∗

= C ′. En particular,

U
(
1(kerA)⊥ − C

)(
U
)∗

= 1
R(A)

− C ′,

de donde,
tr
(
1(kerA∗)⊥ − C ′) = tr

(
1
R(A)

− C ′) = tr
(
1(kerA)⊥ − C

)
.

Se sigue que

1H −A∗A =
(
1ker(A)⊥ − C

)
⊕ 1(kerA) y 1K −AA∗ =

(
1(kerA∗)⊥ − C ′)⊕ 1(kerA∗).

Puesto que
(
1ker(A)⊥ − C

)
∈ L1, tenemos que tr

(
1H − A∗A

)
= tr

(
1(kerA)⊥ − C

)
+ dim (kerA),

y de manera similar tr
(
1K −AA∗) = tr

(
1(kerA∗)⊥ − C ′)+ dim (kerA∗). Por lo tanto,

tr
(
1H −A∗A

)
− tr

(
1K −AA∗) = dim(kerA)− dim(kerA∗),

como hab́ıamos afirmado.
■

Demostración: (del Teorema 7.12). Afirmamos primero que Q(P − Q)Q ∈ L1. En efecto,
tenemos que Q(P − Q)Q = −(Q − QPQ), y Q − QPQ = QP⊥Q es un operador positivo que
satisface que

tr
(
Q−QPQ

)
= tr

(
QP⊥Q

)
= tr

(∣∣P⊥Q
∣∣2) = tr

(∣∣(P −Q)Q
∣∣2) < ∞.

De manera similar, Q⊥(P −Q)Q⊥ = Q⊥PQ⊥, y

tr
(
Q⊥PQ⊥) = tr

(∣∣PQ⊥∣∣2) = tr
(∣∣(P −Q)Q⊥∣∣2) < ∞,

de donde Q⊥(P −Q)Q⊥ ∈ L1.
Sea H0 el subespacio de H generado por los subespacios, mutuamente ortogonales, M ∩N⊥

y N ∩M⊥. La restricción de P −Q a H0 es unitaria, pues:

si x ∈ M ∩N⊥, tenemos (P −Q)(x) = P (x)−Q(x) = P (x) = x,

si x ∈ N ∩M⊥, entonces (P −Q)(x) = −Q(x) = −x,

de donde

P −Q =

[
1 0
0 −1

]
M ∩N⊥

N ∩M⊥
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Por lo tanto,
(
P − Q

)∣∣∣
H0

= U , con U2 = IH0 y U = U∗. Además, sus autovalores son 1 y −1,

por lo que dimH0 = tr
(
|(P −Q)PH0 |

2
)
≤ tr

(
|P −Q|2

)
debe ser finita.

Consideremos ahora el operador A : N → M definido por restringir P a N = QH, es decir,
An = Pn para todo n ∈ N . Entonces, A∗ : M → N es tal que A∗m = Qm para todo m ∈ M ,
ya que 〈

A∗m,n
〉
=
〈
m,An

〉
=
〈
m,Pn

〉
=
〈
m,n

〉
=
〈
m,Qn

〉
=
〈
Qm,n

〉
.

Obviamente, ker(A) = N ∩M⊥ y ker(A∗) = M ∩N⊥, y afirmamos que A satisface las hipótesis
del Lema 7.14. En efecto,(

1N −A∗A
)
Q = Q−A∗PQ = Q−QPQ = QP⊥Q =

∣∣P⊥Q
∣∣2

y(
1M −AA∗)P = P −AQP = P − PQP = PQ⊥P =

∣∣Q⊥P
∣∣2.

(pues A∗A = QPQ
∣∣
N

y AA∗ = PQP
∣∣
M
). Puesto que

(
P −Q

)
∈ L2, Q⊥P = (P −Q)P ∈ L2 y

P⊥Q = (Q− P )Q ∈ L2 (por la Proposición 2.48), y por lo tanto
∣∣Q⊥P

∣∣2 ∈ L1 y
∣∣P⊥Q

∣∣2 ∈ L1.
Entonces podemos aplicar (34) para obtener

dimker(A)− dimker(A∗) = tr
(
PQ⊥P

)
− tr

(
QP⊥Q

)
= tr

(
Q⊥PQ⊥)− tr

(
QP⊥Q

)
= tr

(
Q⊥(P −Q)Q⊥)+ tr

(
Q(P −Q)Q

)
.

Ya que dimker(A)− dimker(A∗) = dim(N ∩M⊥)− dim(M ∩N⊥), (32) se sigue de la fórmula
anterior.

■

7.4. Proyecciones con diagonal en Lim1
({

0, 1
})

.

En esta sección caracterizaremos proyecciones en B(H) cuyas diagonales relativas a una base
ortonormal dada pertenecen a Lim1

({
0, 1
})

.
Sea

{
ei
}
i≥1

una base ortonormal de un espacio de Hilbert H. Sea A la subálgebra de von-

Neumann abeliana maximal de todos los operadores que son diagonalizables por
(
en
)
n≥1

, y sea

E : B(H) → A la esperanza condicional que preserva la traza.

Proposición 7.15. Para cada proyección P ∈ B(H), las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

i) La diagonal de P relativa a la base (en) pertenece a Lim1
({

0, 1
})

.

ii) E(P )− E(P )2 ∈ L1.

iii) P ∈ A+ L2.

La prueba de la Proposición 7.15 requiere de la siguiente fórmula:

Lema 7.16. Para cada proyección P ∈ B(H) tenemos

(35) tr
((

P − E(P )
)2)

= tr
(
E(P )− E(P )2

)
.

Demostración: Tenemos E(P )en = dnen, donde dn =
〈
Pen, en

〉
. Puesto que dnen es la

proyección de Pen sobre el espacio de dimensión 1, Cen, tenemos que∥∥Pen − dnen
∥∥2 = ∥∥Pen

∥∥2 − ∥∥dnen∥∥2 = 〈Pen, en
〉
− d2n = dn − d2n.
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Por lo tanto,

tr
(
P − E(P )

)2
=

∞∑
n=1

∥∥Pen − dnen
∥∥2 = ∞∑

n=1

dn − d2n,

y el lado derecho es la traza de E(P )− E(P )2.
■

Demostración: (de la Proposición 7.15). Sea d =
(
dn
)
n≥1

la diagonal de P relativa a
(
en
)
,

dn =
〈
Pen, en

〉
, n ≥ 1. Entonces

tr
(
E(P )− E(P )2

)
=

∞∑
n=1

dn − d2n =
∞∑
n=1

dn(1− dn),

por lo tanto las equivalencias de i) y ii) se siguen de la Proposición 7.7.
iii) ⇒ ii) Supongamos primero que la proyección P puede descomponerse en una suma

P = A+T donde A ∈ A y T ∈ L2. Entonces P −E(P ) = T −E(T ), y T −E(T ) ∈ L2. Por (35)
obtenemos que

tr
(
E(P )− E(P )2

)
= tr

(
(P − E(P ))2

)
= tr

(
(T − E(T ))2

)
< ∞.

ii) ⇒ iii) Supongamos que tr
(
E(P ) − E(P )2

)
< ∞, y consideremos el operador T = P −

E(P ). Por (35) tenemos que

tr
(
T 2
)
= tr

(
E(P )− E(P )2

)
< ∞,

de donde T ∈ L2. Por lo tanto, P = E(P ) + T ∈ A +L2.
■

7.5. Diagonales de operadores en N(X).

Estamos ahora en condiciones de probar nuestro resultado principal. Sea X =
{
λ1, . . . , λN

}
el conjunto de vértices de un poĺıgono convexo P ⊆ C, y sea N(X) el conjunto de operadores
normales A, que actúan sobre un espacio de Hilbert H separable y tienen espectro X con
multiplicidad infinita, es decir, σ(A) = σe(A) = X.

Fijada una base ortonormal
{
en
}
n≥1

de H, hay dos condiciones necesarias que una sucesión

d =
(
dn
)
n≥1

∈ ℓ∞ debe satisfacer para ser la diagonal de un operador A ∈ N(X), donde

dn =
〈
Aen, en

〉
, n ≥ 1, a saber:

i) dn ∈ P, para cada n ≥ 1.

ii) d tiene una X-descomposición d = λ1E1 + . . . + λNEN en la cual
∞∑
n=1

Ek(n) = ∞, para

cada 1 ≤ k ≤ N .

En efecto, las proyecciones Pk que derivan de la representación espectral de A

A = λ1P1 + . . .+ λNPN ,

tienen diagonales Ek(n) =
〈
Pken, en

〉
que dan lugar a una X-descomposición con la propiedad

ii). Los requisitos i), ii) en una sucesión no garantizan que sea la diagonal de un operador en
N(X). Ahora identificaremos una obstrucción que surge cuando d ∈ Lim1(X).

85



Teorema 7.17. Sea X =
{
λ1, . . . , λN

}
el conjunto de vértices de un poĺıgono convexo P ∈ C y

sea d =
(
dn
)
n≥1

una sucesión de números complejos que satisfacen dn ∈ P, n ≥ 1, junto con la
condición de sumabilidad

(36)

∞∑
n=1

∣∣f(dn)∣∣ < ∞,

donde f(z) = (z − λ1)(z − λ2) . . . (z − λN ). Entonces d ∈ Lim1(X), y si d es la diagonal de un
operador en N(X), entonces s(d) = 0.

Demostración: Por la Proposición 7.7, la condición de sumabilidad (36) caracteriza sucesiones
en Lim1(X).

Fijemos una base ortonormal
{
en
}
n≥1

para un espacio de HilbertH, y supongamos que existe

un operador A ∈ N(X) tal que dn =
〈
Aen, en

〉
, n ≥ 1. Para mostrar que s(d) = 0, tenemos que

hallar una sucesión
(
bn
)
n≥1

que toma valores en X, satisfaciendo

∞∑
n=1

∣∣dn − bn
∣∣ < ∞, y tenemos

que hallar enteros υ1, . . . , υN que satisfagan υ1 + . . .+ υN = 0, y

∞∑
n=1

dn − bn = υ1λ1 + . . .+ υNλN .

Para ello, consideramos el subálgebra abeliana maximal A de todos los operadores que son
diagonalizables para la base

{
en
}
n≥1

. Sea E : B(H) → A la esperanza condicional que preserva

traza y sea D = E(A) ∈ A el operador

D =
∞∑
n=1

dnen ⊗ en =
∞∑
n=1

〈
Aen, en

〉
en ⊗ en.

Tenemos que encontrar un operador B ∈ A ∩ N(X) tal que D−B ∈ L1, y enteros υ1, . . . , υN
que sumen cero tales que

(37) tr
(
D −B

)
= υ1λ1 + . . .+ υNλN .

Estos últimos son obtenidos como sigue: sea

A = λ1P1 + . . .+ λNPN

la representación espectral de A, con
{
Pi : 1 ≤ i ≤ N

}
un conjunto de proyecciones de rango

infinito, mutuamente ortogonales, que suman 1. Entonces tenemos

D = E(A) = λ1E(P1) + . . .+ λNE(PN ),

de modo que E(P1), . . . , E(PN ) definen una X-descomposición de D. El Teorema 7.11 implica
que entonces vemos el operador E(Pk) como sucesión en ℓ∞, y tenemos E(Pk) ∈ Lim1

({
0, 1
})

para cada 1 ≤ k ≤ N .
Afirmamos que existen n proyecciones Q1, . . . , QN en A, mutuamente ortogonales, que tienen

suma 1 y que satisfacen

(38) E(Pk)−Qk ∈ L1, 1 ≤ k ≤ N

En efecto, puesto que E(Pk) ∈ Lim1
({

0, 1
})

podemos hallar proyecciones Q0
1, . . . , Q

0
N ∈ A tales

que
E(Pk)−Q0

k ∈ L1, 1 ≤ k ≤ N.
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Considerando a cada Q0
k como una sucesión en ℓ∞ que toma valores en {0, 1}, la suma

Q0
1 + . . . + Q0

N es una sucesión tomando valores en
{
0, 1, 2, . . . , N

}
. Consideramos el conjunto

S =
{
n ∈ N :

N∑
k=1

Q0
k(n) = 1

}
⊆ N. Puesto que P1 + . . . + PN = 1, tenemos que E(P1) + . . . +

E(PN ) = 1, y de aqúı

1−
N∑
k=1

Q0
k =

( N∑
k=1

E(Pk)

)
−

N∑
k=1

Q0
k =

N∑
k=1

(
E(Pk)−Q0

k

)
∈ L1.

Entonces

tr

∣∣∣∣1− N∑
k=1

Q0
k

∣∣∣∣ = ∞∑
n=1

∣∣∣∣1− N∑
k=1

Q0
k(n)

∣∣∣∣ =∑
n∈S

∣∣∣∣1− N∑
k=1

Q0
k(n)

∣∣∣∣+∑
n/∈S

∣∣∣∣1− N∑
k=1

Q0
k(n)

∣∣∣∣ < ∞

y como si n ∈ S,
N∑
k=1

Q0
k(n) = 1 se sigue que

∑
n/∈S

∣∣∣∣1− N∑
k=1

Q0
k(n)

∣∣∣∣ < ∞. Esto último implica que

N−S es un conjunto finito. Definimos QS =
∑

i∈S ei⊗ei ∈ A y notemos que Q0
1 ·QS , . . . , Q

0
N ·QS

son proyecciones ortogonales de traza infinita con suma QS . Por lo tanto, si se modifican los
Q0

1, . . . , Q
0
N por:

Q1 = Q0
1 ·QS + (1−QS), Q2 = Q0

2 ·QS , . . . QN = Q0
N ·QS

obtenemos una nueva sucesión de proyecciones Q1, . . . , QN ∈ A las cuales son mutuamente
ortogonales, que suman 1 y satisfacen (38).

Notemos también que puesto que tr
(
Pk

)
= rank Pk = ∞ para cada k, (38) implica que

también tr
(
Qk

)
= rank(Qk) = ∞. Se sigue que el operador B = λ1Q1 + . . .+ λNQN pertenece

a A, satisface σ(B) = σe(B) = X, y por construcción

(39) D −B = E(A)−B ∈ L1.

Nos queda mostrar que tr
(
D −B

)
satisface (37) para enteros υk como fueron descritos ah́ı. En

efecto, puesto que D −B =
N∑
k=1

λk

(
E(Pk)−Qk

)
y E(Pk)−Qk ∈ L1, tenemos

tr
(
D −B

)
=

N∑
k=1

λktr
(
E(Pk)−Qk

)
,

aśı que es suficiente probar que

(40) tr
(
E(Pk)−Qk

)
∈ Z, 1 ≤ k ≤ N,

y que la suma de los N enteros de (40) es cero.
Para probar (40) recordamos el Teorema 7.12. Notemos primero que Pk − E(Pk) ∈ L2. En

efecto, ya que Qk es una proyección
(
Qk −E(Pk)

2
)
=
(
(Qk)

2 −E(Pk)
2
)
=
(
Qk −E(Pk)

)(
Qk +

E(Pk)
)
, y como E(Pk)−Qk ∈ L1, tenemos que

(
Qk − E(Pk)

2
)
∈ L1, y

E(Pk)− E(Pk)
2 =

(
E(Pk)−Qk

)
+
(
Qk − E(Pk)

2
)
∈ L1.

Por lo tanto, tr
(
E(Pk)− E(Pk)

2
)
< ∞. Y aśı, por (35)

tr
(
(Pk − E(Pk))

2
)
= tr

(
E(P )− E(P )2

)
< ∞.
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(Usamos que tr
(
A
)
= tr

(
E(A)

)
). Puesto que E(Pk)−Qk ∈ L1 ⊆ L2, obtenemos

Pk −Qk =
(
Pk − E(Pk)

)
+ E(Pk)−Qk ∈ L2, 1 ≤ k ≤ N.

Por el Teorema 7.12 concluimos que QkPkQk +Q⊥
k PkQ

⊥
k −Qk ∈ L1, y además,

υk = tr
(
QkPkQk +Q⊥

k PkQ
⊥
k −Qk

)
∈ Z.

Como E(L1) ⊆ L1 ∩A, y

E(QkPkQk +Q⊥
k PkQ

⊥
k −Qk) = QkE(Pk)Qk +Q⊥

k E(Pk)Q
⊥
k −Qk = E(Pk)−Qk,

hallamos que E(Pk)−Qk ∈ L1 y

tr
(
E(Pk)−Qk

)
= tr

(
QkPkQk +Q⊥

k PkQ
⊥
k −Qk

)
= υk ∈ Z.

Ya que
N∑
k=1

(
E(Pk)−Qk

)
= E(1)− 1 = 0, tenemos υ1 + . . .+ υN = 0.

■

7.6. Conclusión, observaciones y un ejemplo.

Señalamos que el Teorema 7.17 se especializa en la afirmación ⇒ del Teorema 7.2 ii) para
el caso X =

{
0, 1
}
. En efecto, un simple cálculo muestra que para los dos puntos del conjunto

X =
{
0, 1
}
tenemos K{0,1} = Z, de modo que Γ{0,1} = C/Z = Π × R. Ahora la hipótesis del

Teorema 7.2 ii) es que a+ b < ∞, donde a y b son definidos por

a =
∑
dn≤ 1

2

dn y b =
∑
dn>

1
2

1− dn.

Sea
(
xn
)
la sucesión

xn =

{
0 cuando dn ≤ 1/2,
1 cuando dn > 1/2.

Entonces

a+ b es finito ⇔
∞∑
n=1

∣∣dn − xn
∣∣ < ∞ ⇔ d ∈ Lim1

({
0, 1
})

.

Además, a− b =

∞∑
n=1

dn − xn, de modo que

a− b ∈ Z ⇔ s{0,1}(d) = 0.

Para el conjunto más general X, la rećıproca del Teorema 7.17 dice que:
Sea X el conjunto de vértices de un poĺıgono convexo y sea d una sucesión en Lim1(X) tal

que sX(d) = 0. Entonces existe un operador N ∈ N(X) y una base ortonormal
{
en
}
n≥1

para H

tal que dn =
〈
Nen, en

〉
, n ≥ 1.

Primero veremos que la rećıproca es verdadera cuando X consiste de solo 2 puntos:
Supongamos que X =

{
λ1, λ2

}
con λ1 ̸= λ2. Podemos hallar una biyección af́ın φ :

[
λ1, λ2

]
∈

C →
[
0, 1
]
, φ(z) =

1

λ2 − λ1
z − λ1

λ2 − λ1
(lleva λ1 a 0 y λ2 a 1) que manda sucesiones en Lim1(X)

a sucesiones en Lim1
({

0, 1
})

. Entonces notemos que la función T 7→ 1

λ2 − λ1
T − λ1

λ2 − λ1
1 lleva
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N(X) a N
({

0, 1
})

, y nos encontramos en el caso de la implicación ⇐ del Teorema 7.2 ii), de
donde existe un operador N ∈ N(X) y una base ortonormal

{
en
}
n≥1

para H tal que dn =〈
Nen, en

〉
, n ≥ 1.

Por otro lado, la siguiente proposición muestra que esta rećıproca del Teorema 7.17 falla
para un conjunto de 3 puntos.

Proposición 7.18. Sea X =
{
0, 1, i

}
con i =

√
−1, y consideremos la sucesión

d =

(
1

2
,
i

2
,
1 + i

2
, 0, 1, i, 0, 1, i, . . .

)
∈ ℓ∞.

Entonces d pertenece a Lim1(X) y la suma renormalizada sX(d) = 0. Pero no existe un operador
normal N ∈ N(X) cuya diagonal relativa a una base ortonormal sea d.

Antes de la demostración, recordamos que una matriz doble estocástica, A =
(
aij
)
∈ Mn se

dice que es ortoestocástica si existe una matriz unitaria
(
uij
)
∈ Mn tal que aij =

∣∣uij∣∣2, 1 ≤
i, j ≤ n. Se hace uso del siguiente ejemplo conocido de matriz doble estocástica que no es
ortoestocástica.

Lema 7.19. La matriz A ∈ M3,

A =

 1/2 0 1/2
0 1/2 1/2

1/2 1/2 0


no es ortoestocástica.

Demostración: En efecto, si existiese una matriz unitaria en M3, U = (uij) tal que |uij |2 = aij
para todo i, j, entonces U debe tener la forma

U =
1√
2

 a 0 b
0 c d
e f 0


con entradas complejas que satisfacen

∣∣a∣∣ = ∣∣b∣∣ = ∣∣c∣∣ = ∣∣d∣∣ = ∣∣e∣∣ = ∣∣f ∣∣ = 1. Pero las filas de tal
matriz no pueden ser entonces mutuamente ortogonales.

■
Demostración: (de la Proposición 7.18) Por cálculo sencillo se ve que el conjunto X ={

0, 1, i
}
, el grupo KX y el grupo de obstrucción ΓX son dados por KX = Z + Zi, ΓX =

C/KX
∼= R/Z⊕ R/Z = T2.

Sea x la sucesión x =
(
0, 0, 0, 0, 1, i, 0, 1, i, . . .

)
. Obviamente, xn ∈ X para cada n ≥ 1, y

dn = xn excepto para n = 1, 2, 3 y

∞∑
n=1

1

2
+

i

2
+

1 + i

2
= 1 + i ∈ Z+ iZ = KX .

Por lo tanto, d ∈ Lim1(X) y sX(d) = 0.
Cada operador N ∈ N(X) tiene la forma N = P + iQ, donde P,Q son proyecciones de rango

infinito, mutuamente ortogonales, tales que 1− (P +Q) tienen rango infinito. Supongamos que
existe un tal operador N cuya matriz relativa a alguna base ortonormal

{
en
}
n≥1

tiene diagonal

d =
(
dn
)
n≥1

, y lleguemos a una contradicción. Sea p, q ∈ ℓ∞ la parte real e imaginaria de la
sucesión d

p =

(
1

2
, 0,

1

2
, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, . . .

)
y q =

(
0,

1

2
,
1

2
, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, . . .

)
.
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Puesto que d es la diagonal de P + iQ, podemos equiparar parte real e imaginaria para obtener
pn =

〈
Pen, en

〉
y qn =

〈
Qen, en

〉
, n ≥ 1.

Ahora, para n ≥ 4, pn y qn son ambos valores
{
0, 1
}
. Puesto que P y Q son proyecciones,

se sigue que
Pen = pnen y Qen = en, n ≥ 4,

y en particular, P y Q ambos dejan el espacio lineal cerrado generado
[
e4, e5, . . .

]
invariante.

Por lo tanto, deja su complemento ortogonal
[
e1, e2, e3

]
invariante.

Sean P0, Q0 las restricciones de P,Q, respectivamente, a H0 =
[
e1, e2, e3

]
. P0 y Q0 son

proyecciones mutuamente ortogonales y la diagonal de sus matrices relativas a la base ortonormal{
e1, e2, e3

}
y son

(
1

2
, 0,

1

2

)
y

(
0,

1

2
,
1

2

)
, respectivamente.

Cada una de las dos diagonales suman 1, por lo tanto, P0 y Q0 son de dimensión 1.
Además, R0 = 1H0 − (P0 + Q0) es una proyección de dimensión 1 en B(H0) cuya diagonal

relativa a la bases
{
e1, e2, e3

}
es

(
1

2
,
1

2
, 0

)
.

Por lo tanto, la matriz perteneciente a M3 cuyas filas son las diagonales de las tres proyec-
ciones P0, Q0, R0 tiene la forma

A =

 1/2 0 1/2
0 1/2 1/2

1/2 1/2 0


Ahora podemos elegir vectores unitarios f1, f2, f3 de manera que P0 =

[
f1
]
, Q0 =

[
f2
]
y

R0 =
[
f3
]
. Tenemos entonces que f1, f2, f3 son una segunda base ortonormal de H0,

A =


∣∣〈e1, f1〉∣∣2 ∣∣〈e2, f1〉∣∣2 ∣∣〈e3, f1〉∣∣2∣∣〈e1, f2〉∣∣2 ∣∣〈e2, f2〉∣∣2 ∣∣〈e3, f2〉∣∣2∣∣〈e1, f3〉∣∣2 ∣∣〈e2, f3〉∣∣2 ∣∣〈e3, f3〉∣∣2

 =
(∣∣uij∣∣2),

donde (uij) es una matriz unitaria en M3. Esto contradice el Lema 7.19.
■

La Proposición 7.18 muestra que la condición necesaria sX(d) = 0 no es suficiente para que
una sucesión d ∈ Lim1(X) sea diagonal de un operador en N(X) cuando X contiene más de 2
puntos.
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