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1. Introduccion

La motivacién principal de este trabajo es estudiar las extenciones del Teorema de Schur-
Horn (de andlisis matricial) a espacios de Hilbert H separables de dimensién infinita. En su
version matricial, este teorema describe condiciones necesarias y suficientes que deben cumplir
p, A € R", para que exista una matriz autoadjunta de dimension n que tiene a p como su diagonal
principal y a A por sus autovalores.

Ahora, sea (3 la base canénica de C" y sea Ejg la funcién que asigna a un operador, que
tiene por matriz de representacion en la base 8 a A, el operador, que tiene por representacion
en la misma base a una matriz diagonal, con la misma diagonal principal que A. Entonces por
el Teorema de Schur-Horn podemos describir para A € B(C"), con A = A*

Bs({Uav - U euEm)}),

donde U(C™) es el grupo de operadores unitarios de C". Es decir, podemos describir todas las
diagonales que puede tener el operador autoadjunto A en sus diferentes representaciones matri-
ciales. Mas aun, la descripcion de este conjunto depende de una cantidad finita de desigualdades.

El propésito de generalizar el Teorema de Schur-Horn a espacios de Hilbert separables de
dimensién infinita, es poder caracterizar para un operador A € B(H), con A = A*

(1) EB({U*AU Ue u(%)}),

donde Ejg se define de manera andloga al caso finito dimensional, con respecto a una base
ortonormal § del espacio de Hilbert (separable y complejo) H y U(H) es el grupo de operadores
unitarios de K.

En el afio 1999, Neumann, consigue caracterizar para A € B(H), con A = A*

2) B({U"AU : U € U(30)}),

donde la clausura es en norma de operadores y FF = Eg. Es decir, estudia el conjunto de
diagonales aproximadas de las distintas representaciones matriciales de un operador autoadjunto.
Tal descripcién puede considerarse como una generalizacién de las desigualdades del Teorema
de Schur-Horn. Sin embargo, en general (1) no es cerrado, por lo que lo obtenido por Neumann
no alcanza para la caracterizaciéon buscada.

En 2006, Arveson y Kadison mejoran este resultado para los operadores A de tipo traza,
obteniendo una descripcién de

(3) E({U*AU U e u(&c)}”‘”l)
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donde HAH1 = tr‘A‘. Es decir, logran estudiar las diagonales de los operadores £!-aproximada-
mente unitariamente equivalentes a A. Notemos que para los operadores de tipo traza,

B({U7AU U € uEo " ) ¢ B({vAv - U e uen}).

De esta forma este resultado mejora el obtenido por Neumann, para este tipo de operadores.

En el afio 2002, Kadison publica un trabajo en el que describe una condicién (obstruccién)
que debe cumplir una sucesién para ser la diagonal principal de un proyector ortogonal. Méas
atin, este trabajo caracteriza para P € B(%), con P = P? = P*,

(4) E({U*PU Ue U(J{)}).

A partir de la caracterizacién obtenida por Kadison puede verse que el conjunto (1) no es cerrado,
incluso para proyectores.

En 2007, Arveson encuentra un contexto general en donde vale una generalizacién de la
obstruccion de Kadison. Mas concretamente, muestra una condicién necesaria para que una
sucesion de nimeros complejos pueda ser la diagonal principal de un operador normal que tiene
espectro X con multiplicidad uniformemente infinita.

Por todo lo dicho antes, para el desarrollo de nuestro trabajo decidimos estudiar los articulos
de: Neumann [10]; Antezana, Massey, Ruiz y Stojanoff [1]; Arveson y Kadison [4]; Kadison [7],[8]
y Arveson [3].

A continuacion, describimos el contenido del trabajo por secciones. En la seccion 2, damos
los preliminares necesarios para el desarrollo y entendimiento del trabajo. Los mismos fueron
divididos en una subseccién dedicada a mayorizacion, en la cual se define este concepto por
medio de las siguientes desigualdades: para x,y € R™ ordenados de manera decreciente, x < y
si para todo 1 < k < n,

k k n n
(5) DIEED D D DL DI
=1 i=1 =1 =1

se presenta y se demuestra el Teorema de Schur-Horn cldsico y ademds se exhiben una serie
de equivalencias de este teorema; una segunda subseccion dedicada a propiedades y definiciones
conocidas del Andlisis funcional; una tercer subseccién en donde se desarrollan propiedades
de operadores compactos; y por ultimo, una subseccién en donde se demuestra el teorema de
Weyl-von Neumann, resultado que sera usado en la seccién 4.

En la seccién 3, donde desarrollamos el trabajo [10], obtenemos una versién del Teorema de
Schur-Horn para operadores diagonales en el algebra B(H) (Teorema 3.37). Para llegar a este
resultado, empezamos estudiando algunas propiedades de sucesiones en los diferentes espacios
P con 1 < p < oo. Para ello definimos los funcionales Lj, de la siguiente manera: para a € /g’
yvkeN, L (a) = sup Z a; donde €, es el conjunto de todos los subconjuntos de N de orden

EeCy icE
k. Estos funcionales nés permiten sustituir las desigualdades de la mayorizacién, obteniendo
relaciones entre los elementos que pertenecen a la cdpsula convexa de las permutaciones de un
elemento dado y este mismo.

El trabajo de Neumann se desarrolla en términos de sucesiones, pero luego se reformula en
términos de operadores diagonales (Teorema 3.37), con lo que logramos caracterizar (2). Para el
caso de operadores no diagonalizables, hemos seguido la linea propuesta en el articulo [1], y que
desarrollamos en la Seccién 4. En la misma, mediante una extensién natural de los funcionales
Lj, a operadores, llevamos el caso no diagonalizable al caso diagonalizable via el Teorema de
Weyl-von Neumann, de donde deducimos que si S es autoadjunto, existe D diagonal, que es



aproximadamente unitariamente equivalente a S. Con este resultado, obtenemos el caso general
del Teorema de Schur-Horn en B(H) (Teorema 4.10).

Luego, en la seccién 5 desarrollamos parte del trabajo [4]. En la misma estudiamos la érbita
unitaria de los operadores de tipo traza y una nocién de L£!-equivalencias unitarias. A través
de este estudio, obtenemos una versién del Teorema de Schur-Horn para el caso de operadores
de tipo traza que actian sobre H, es decir, en £!(H). En particular el Teorema de Schur-Horn
caracteriza E(1)), donde ) es el conjunto de operadores de tipo traza que tienen a A como su
lista de autovalores (Teorema 5.3).

En la seccién 6 presentamos dos teoremas de los articulos [7] y [8]. El resultado principal de
esta seccidén nos proporciona una caracterizacién, con condiciones necesarias y suficientes, para
que una sucesién a = (ak) es>1 & [O, 1] sea la diagonal principal de alguna proyeccion ortogonal
F (Teorema 6.2) y damos un ejemplo que una sucesién que no puede ser diagonal principal de
ningiin proyector.

Este teorema es analizado luego en la seccién 7, donde desarrollamos el trabajo [3]. En la
misma, estudiamos una obstruccién para que ciertas sucesiones puedan ser la diagonal princi-
pal de algin operador normal A, actuando sobre H (espacio de Hilbert separable), con espec-
tro X = {1:1, . ,:L'n} C C con multiplicidad uniformemente infinita. Es decir, caracterizamos
las diagonales principlales de los operadores en N(X), donde N(X) = {A € B(H)/A*A =
AA* 0(A) = 0c(A) = X}. Més atin, para el caso en que X sea el conjunto de vértices de un
poligono convexo con solo dos elementos, las condiciones encontradas son necesarias y suficientes.
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2. Preliminares

2.1. Mayorizacion

En esta seccién exponemos las nociones basicas para el entendimiento del Teorema de Schur-
Horn. Ademsds, una vez obtenido éste, veremos algunas equivalencias que nos seran ttiles para
el desarrollo del trabajo.

Parte de las definiciones y resultados aqui desarrollados fueron estudiados en la materia
Anélisis Matricial. Usamos como bibliografia los textos [2] y [5]. Hemos incluido ademés resul-
tados de los articulos [4] y [7].

n

Notaciones: Dado z = (:cl, e ,mn) € R™, escribiremos tr (m) = Z z;. Dado = € R" denotamos
i=1

por ¥ € R™ al vector obtenido de z reordenando las coordenadas de z en forma decreciente.

Definicion 2.1. Sean z,y € R™. Se dice que = estd mayorizado por y, y se nota x = y si se
verifica que:

1- ZmﬁSZy}, 1<k<n.

=1 j=1

2- tr(:v) = tr(y).

Si solo se cumple la condicién 1-, decimos que z estd submayorizado por y y lo denotamos por
T <.

k k
Observacion 2.2. Sean x,y € R”, tales que Z:cj < Zyi para 1 < k < n. Entonces z < y

i=1 i=1
k k k k
pues como Y < Z yii, tenemos que Z xf < Z yii para todo 1 < k < n. Es decir, a efectos
i=1 i=1 i=1 i=1
de probar la mayorizacién, no hace falta que el vector que mayoriza esté ordenado en forma
decreciente, sino que basta que cumpla las desigualdades anteriores, para 1 < k < n.

Notacién: Denotaremos por M, = M,(C) al conjunto de todas las matrices cuadradas de
dimensién n sobre C" y M3% = M3*(C) las que ademés sean autoadjuntas. Mas adelante, si las
matrices son de dimensién infinita, las notaremos My = My(C).

Sea A € My, llamaremos F;(A) a la i-ésima fila de A y C;(A) a la columna j-ésima.

Introducimos las matrices doble estocasticas, las cuales nos daran una descripcién alternativa
de la mayorizacién.

Definicién 2.3. Una matriz A = (aij) € M, se llama doble estocastica si a;; > 0 para todo 1 <
i,j<n,y

tr(E(A)) = Zaij =1, para todo i;
j=1

tr(Cj(4)) = Zaij =1, para todo j.
i=1



Ejemplo 2.4. Si z € R"”, cumple que x; >0y Z x; = 1, entonces

i=1
1 1
— e, =) 22,y zn) 2X(L,0,...,0).
(o) S anom) 2 ( )
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que (:cl, . ,xn) estd ordenado de manera de-

creciente. Para la probar la primera mayorizacién supongamos que estd no pasa, es decir que

1 1 1 1
<—, ceey —) ﬁ (xl, .. ,mn) . Como tr(—, RN —) =1= tr(:cl, . ,xn), entonces tenemos que su-
n n n n

1
poner que para algin k en {1, 2,... ,n}, Z - > Zxk Entonces
o

k
1
= - > > (minm)zkx
Zn Z: — "\i<i<k " ko

1 1
de donde — > x; y entonces, — > x; para todo k < i < n. Con todo esto, llegamos a que
n n

k 1
tr(ml,...,xn):x1+~-+xk+azk+1+---+xn<E+(n—k)ﬁzl,

n
lo cual es absurdo, pues tr (acl, . ,a:n) = 1. La segunda mayorizacién es trivial, pues E ;=1
i=1

conloquemlSlyZ:ﬂiglparalgkzgn—l.

i=1
|

Definiciéon 2.5. Una funcién lineal A : C* — C™ se dice que preserva traza si tr (Ax) =tr (x)
para todo z € C".

Observacion 2.6. A = (aij) € M, es doble estocastica siy solosia;; > 0 paratodo1 <1i,j < n,
Ae = ey Ale = e donde e = (1,...,1) € R™. En efecto, notemos que (Ae)l. = tr(Fi(A)) y
(Ate). = tr(Ci(A)).

Definimos S,, como el grupo de permutaciones de {1, e ,n} con la composicién. Considera-
mos S,, actuando sobre R™ permutando las entradas, es decir: siT € S,, y a = (al, .. ,an) € R"
entonces (T . a)i =a,) para 1 <i<mn.

Definicion 2.7. Una matriz A = (aij) € M, es una matriz de permutacién si existe o € S,, tal
que ajj = d4(;)j, donde §;; es el Delta de Kronecker. En este caso notamos A = F,. Es sencillo
ver que si x € R™ entonces P, (xl, e ,mn) = (aca(l), . ,xa(n)) = (a . :):)

Observacién 2.8. Las matrices de permutacién, son doble estocésticas.
Observacion 2.9. Sean A, B € M,, doble estocésticas, entonces:
i) AB es doble estocastica.

ii) A+ (1 — )\)B con 0 < X <1 es doble estocéastica.



Demostracién: Sean A, B € M, y AB = ((AB)ij) e M,.
i) Por ser A, B doble estocésticas, tenemos por la Observacién 2.6,

ABe = Ae = e, (AB)te = B'Ale = Ble = ¢, y (AB)U >0

para 1 < 4,5 < n (por ser suma y producto de componentes positivas). Por lo tanto, por la
misma Observacion, AB es doble estocastica.
i1) De manera similar,

M+ (1—=X)B)e=Xe+ (1 -X)Be=Xe+ (1 - ANe=e,

A+ (1-N)B)e=(AA'+ (1 -N)BYe=A+ (1-A\)Ble=Xe+ (1-Ne=e¢
y ()\A+ (1 — /\)B)ij > 0, (por ser combinacién convexa de componentes positivas). Por lo tanto,

AA + (1 — )\)B con 0 < X\ <1 es doble estocastica.
[ |

Teorema 2.10. Una matriz A € M, es doble estocdstica si y solo si Ax < x para todo x € R™.

Demostracién: <) Sea {el, e en} la base canodnica de C". Entonces como Ae; < e; para
1 <4 < n, deducimos que, para todo 1 <4,5 <n,0<a;; <1y

1= tr(ei) = tr(Aei) = tr(CZ-(A)).

Por otra parte, tomemos e = (1, ey 1). Por la Observacion 2.4, como Ae < e y todas las
coordenadas de e son 1, deducimos que

e = Ae = (tr(Fl(A)), e ,tr(Fn(A))>.

de donde A es doble estocéstica.

=) Supongamos ahora que A es doble estocastica y llamemos y = Azx. Queremos probar que
y = x. Podemos suponer que las coordenadas de x y de y estan ordenadas en forma decreciente,
puesto que si P, () son matrices de permutacion, entonces QAP es doble estocastica, por la
Observacion 2.9. Ademés, como y = Az para 1 < k < n, tenemos que

k k n n k
RS HWIEED 9 PR
Jj=1 j=11i=1 i=1 \j=1
para todo 1 < k < n.
k n
Fijamos k € {1, . ,n}. Si para cada ¢ llamamos t; = Zaﬁ, entonces 0 <t; <1y Zti =k.
j=1 i=1



Luego,

k k n k
IR DS W sz 2t =D
j=1 j=1 j=11i=1 i=1 =1

n

:Ztixi —in—i- <k—Zti)mk

=1

:thz-l- Z tir; — Z%‘i‘k‘mk—zta%_ Z tizy

i=k+1 i=k+1

k
:Z 332 Zxk—ztﬁ?k-l- Z tl

=1 i=k+1

k
=> (ti—1) xz—}—z (1—ti)ar + Z

i=1 i=k+1

k n
:Z(ti_l)(%’_wk)"‘ Z ti(zi — xp) <0,

=1 i=k+1

pues los dos términos de la ultima igualdad son sumas de términos no positivos. Por lo tanto,
k k

Z y; < Z zj para 1 < k < n y ademas, cuando k = n, obtenemos la igualdad por el hecho de
j=1 j=1
que A es doble estocastica. Asi obtenemos, Ax =y < .

|

Definicion 2.11. Sea V un espacio vectorial real y sea X C V un subconjunto. Denotamos
por conv(X) a la cdpsula convexa de X en V, es decir, el conjunto formado por todas las
combinaciones convexas de elementos de X.

Definicion 2.12. Sea a = (al, e ,an) un punto de R™. Definimos

K, = CODV{(T . a) = (aT(l), ce ,aT(n)), TE Sn}.
Llamaremos K, al politopo generado por las permutaciones de a.
Teorema 2.13. Sean x,y € R"™. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
i)y 3 x.
i) y € Kx.
i11) Eziste A € M, doble estocdstica tal que y = Ax.
iv) Existen puntos Xi,...,%X, € Kx tales que X1 =X, X, =y ¥
Xp41 = texp + (1 —tr) (75 - x5)
donde 1, es alguna transposicion en Sy, y ty € [0, 1], para cada k en {1, B 1}.
n
Demostracién: ii) = iii) Como y € Ky, tenemos que y = Z)‘i (ai . X), donde o; € Sy, ¥

i=1
por la Definicién 2.7 (ai . x) = P, x, con P,, € M,, matriz de permutacién. Luego,

y = iAiPaiX = (i)\inZ)X = Ax.
=1 i=1



Asi, recordando que las matrices de permutacién son doble estocésticas, y por la Observacion
2.9 las combinaciones convexas de ellas también lo son, A es doble estocastica. Es decir, existe
A € M, doble estocéstica tal que y = Ax.

i4i) = i) Sale por el Teorema 2.10.

i) = ii) y iv). La haremos por induccién sobre la dimensiéon de n. Para n = 1 es trivial.

Para n = 2, supongamos que y = (yl, yg) < (a:l,xg) =X, cony; > Yz y r1 > 2. Entonces

To<y2 <Y1 <1y Y1ty =21+ 22
Sea t > 0 tal que y1 = tx1 + (1 - t)xg. Entonces,
Y2e=y1t+y2—y1=a1+ T —y1 =31 + 32 — (toy + (1 —t)a2) = (1 — t) a1 + tas.
y por lo tanto,

= (yl,yg) = t(a:l,:cg) + (1 — t) (xg,ml) =i{x+ (1 — t)T(x),

donde 7 € Sy. Entonces y € Kx (por lo que vale ii)) y ademds, y = x2 (por lo que vale iv)).

Sea n > 2. Supongamos que la hipdtesis vale para n— 1. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que los vectores estan ordenados en forma decreciente. Luego, z, < y, < y1 < x1. Sea
k>1talque zp <yp <xp_1y0<t<1tal que yg =tz + (1 — t)a;k. Sea 7( la permutacién
(1, k:) Definamos z = tx + (1 — t) (7’0 . X), entonces z1 = ;.

Seany’ = (y2,...,yn) vy 2' = (22,...,2,) € R"7L.

Vamos a probar que y’ =< z': Como 21 = y; y tr(z) = tr(x) = tr(y), tenemos que tr(z’) =
tr(z) -y tr(y’) = tr(y) —11, entonces tr(y’) = tr(z’). Sim < k—1, entonces, como y1 < Tp_1,

m
ZZZ Zmz_ —1ack 1> —1 1>z:yZ
i=2

Por otro lado, si m > k,

m m
Z’Zl_le 1—t:c1+txk+ ZxZ—Zazi—tﬂvl—(l—t)xk
=2 =1

i=k+1
m
zzxi—yl ZZyi—m:Zy@--
=1 =1 =2

Luego, y’ < z. Entonces, por hipétesis inductiva, para 1 < i < n — 1, existen pu; € [(), 1] con
n—1 n—1
Z“i =1yo; €S, tales que y = Zﬂi(gi . z').
i=1 =1

Ahora, para cada o;, definimos J; por :

6,(j) = 1 sij=1
W=V o) +1 sij>2
(es decir, d; permuta las coordenadas {2, ces ,n}) Si llamamos también &; a la extension de la
permutacion g; a S, dejando d;(1) = 1 (es decir, es la misma permutacién, solo que ahora vista
n—1

en Sn) y como z1 = Y1, tenemos que y = Z Wi (7'51. . z). Pero entonces,
i=1

n—1 n—1

y = Z,uz To, (tx+(1—t 70 - X) Zt,uz Ts; - X +Z(1—t),ul( (7‘0 x))

i=1 i=1



que es una combinacién convexa de permutaciones de x, es decir, y € Kx (por lo que vale i7)).

Para iv), por hipdtesis inductiva, existen xi,...,%X,—1 de dimensién n — 1 tales que x; =
X, Xp—1 =YV Xgt+1 = tpXg+ (1 - tk) (Tk -xk) para cada k en {1, B 2}, alguna transposicién
T €S,_1 yalgln t; € [0, 1]. Como y’, z’ tienen ambos dimensién n — 1, tomamos z’ = x5, y' =
X,,. Luego con la misma extensién 7, € S, (es decir, la que deja la primer coordenada fija), y
tomando x; = x, tendremos los x1, ..., X, de dimensién n (todos con la primer coordenada y)
tales que x; =X, Xp, =y V Xpt1 = teXg + (1 —tk) (%k-xk) para cada k en {1, B 1}, alguna
transposicién 7 € S,, y algin ¢ € [0, 1] y asi iv) vale.

) = i) Como (7 -d) € S,(x) cuando d € S,(x), entonces (7 -c) € Kx cuando ¢ € Kx.
Por lo tanto,

X1 =X € K, ngtx1+(1—t)(7-xl) e Ky, ...,
y =%, =t'Xp_1+ (1 —t/) (T/-Xn_l) € K.
|

Definicién 2.14. Dada A = (aij) e M3* )\(A) denota la n—upla de autovalores de A contando
multiplicidad y ordenados de forma decreciente. Tal sucesion se llama lista de autovalores.

Definicién 2.15. Llamaremos p : M;* — R" a la proyeccién que da la diagonal principal de A:
p(A) = (a117 as, ... 7ann) c Rn

Teorema 2.16 (Teorema de Schur). Si existe una matriz A € M2 que tiene por autovalores a
A= ()\1, e /\n) y por diagonal principal a p = (pl, .. ,pn), ambos escritos en orden decreciente,
entonces p X A.

Se demuestra usando que A = U*diag(A\)U donde U € U(n), diag(\) es la matriz diagonal
que tiene como diagonal principal a A.

[ U1l .. Unp1 Al . 0 U1l e Uln
A= .
| Uin .. Upp 0 ... A\ Upl .. Unpn
. ) " ;
Z)\i‘uil‘ Z)\z‘uilum
i=1 i=1
= i : - . : .
Z)\iumuz‘l ZM‘Um!z
| i=1 i=1 i
n
Z)\' ui1|?
i=1 l‘ 11‘ ‘U11|2 ‘unl‘Q )\1
Entonces p(A4) = : = : : : = DX con D doble
- 2 T S 7 A
> Ailuin]
i=1

estocéstica (por ser U unitaria) y por el Teorema 2.13, p < A (ya que p = p(A)).

La reciproca fue probada por Alfred Horn en el trabajo publicado en 1954. De esta forma,
obtenemos el siguiente resultado, que es el principal de esta subseccion.

Teorema 2.17 (Teorema de Schur-Horn). Sean A\ = ()\1,...,)\n), p = (pl,...,pn) € R”,
Entonces p < X si y solo si existe A € M7 con autovalores \ cuya diagonal principal es p.

10



Demostracién: Sean p = (pl, . ,pn), A= ()\1, e ,)\n) € R" ordenados de manera decre-
ciente tales p < A. Por el Teorema 2.13 (donde p = y, A\ = x), existen z1,...,z, € R" tales que
1 =X zp,=pyparacadal <k <n-—1, xry1 puede ser expresado en términos de zy de la
siguiente manera:

(6) Tpp1 = tpwp + (1 —ty) (70 - 2p)

donde t; es un numero en el intervalo unitario, 75 es una transposicion en S,, y (Tk . x) denota
(:er(l)’ e ’xﬂe(n)) € R™

Ahora presentaremos una sucesion de matrices autoadjuntas Aq,..., A, tales que Ay tiene
autovalores \ y xp como diagonal principal. Las definimos de la siguiente manera: dada una
matriz A = (a;;) € Mi* con p(A) = z, y dados un nimero ¢ € [0,1] y una transposicién
T = (j, k) en S, existe una matriz unitaria U tal que la diagonal de UAU* es tx + (1 — t) (7‘ . x)
En efecto, sea U € M, la matriz

o -
z cos(0) sen(f) j
U = ‘. . s
—zsen(0) cos(0) k
L 1 -
donde z es un complejo tal que ‘2‘2 =1y Zag; = —za;i, y 0 satisface que sen?(f) =t (entonces

cos(0)? =1 —t). Como

(UAU™) .. = ‘z‘Qajj cos?(0) + Zay,; sen(0) cos(6) + za;x cos(9) sen(6) + agy sen?(6)

Jj
= a;j cos?(#) + ayy sen(6) = (1 — t)ajj + tapk,

(UAU*)kk = ‘Z‘Qajj sen®(6) — Zay; cos(0) sen(0) — za,j sen(6) cos(0) + apr cos?(6)
= CL]] Sen2(0) —+ ALk COS2(0) = a]]t —+ akk(]- — t)7
tenemos que
(1 — t)ajj +tagr si h =7,
(UAU"),, = taj;+ (1 —t)ags sih=k,
Ghh si h #j,k.
de donde

p(UAU*) = (au,...,(l —t)ajj + tagg, - - - ta; + (1—t)akk,...,a,m) =tx + (1 —t)(r-a;).

Ahora construimos las matrices Ay, ..., A, por induccién: Sea A; la matriz diagonal que tiene a
A= ()\1, ey )\n) como diagonal principal (tomaremos x1 = ). Supongamos que Ay, ..., Ax ya
han sido definidas y satisfacen las condiciones, entonces el resultado anterior implica que existe
una matriz unitaria Uy tal que

p(UkAkU;:) =trxy + (1 — tk) (Tk . l‘k)

Tomamos Ayy1 = U AU}, y continuamos inductivamente, obteniendo una sucesién de ma-
trices Ay, ..., Ay cuyo ultimo término A,, = U,,—1 ... U1 A1Uy ... U}_, es una matriz autoadjunta
que tiene lista de autovalores X\ y diagonal p.

|

11



Observacion 2.18. El teorema anterior admite las siguientes reformulaciones:

1. Sea un espacio de Hilbert H de dimensién n. Si A es un operador autoadjunto con lista
de autovalores A = (/\1, ey )\n) y sea p = (pl, . ,pn) tal que p = A, entonces existe una
base ortonormal {61, cee en} de H tal que

(Aex,er) =pp, 1<k<n.

2. Dada una sucesién \ = ()\1, el An) de ntimeros reales, sea
Uy = {A eEM*: N= )\(A)}.

Sea K = conv{ (T-)\) eER”: 7€ Sn}, o sea, el politopo generado por las permutaciones de
A. Entonces el conjunto de todas las diagonales principales de las matrices en 1) coincide
con K.

En efecto, por el Teorema 2.17 p € R™ es la diagonal principal de alguna matriz A € )
si y solo si p < A. Por otro lado, la equivalencia de los items i) y ii) del Teorema 2.13
muestra que p =X A siy solo si p € K.

Notaciones: Llamaremos P,, = P,,(n) a las proyecciones ortogonales de rango m en M, y
P = P(n) al conjunto de todas las proyecciones ortogonales en M,,. Llamaremos X, al rango de
p restringido al conjunto P,,, donde m € {0,...,n} y X el rango de p restringido al conjunto P.

Corolario 2.19. Sea a = (al, .. ,an) € R™. Entonces

a€ XKy siysolosiogajglpamcadajyZaj:m,

j=1
Y
n
aEiKsiysolosiOﬁajglpamcadajyZaje{(),...,n}.
j=1
Demostracién: =) K, C {beR": b € 0,1] Zb = }
<) Seaa:(1,...,1,0,...,0).81():(bl,...,bn) es tal que para cada 1 < j < n tenemos
H,_/H,_/
n—m
que b; E O 1 Zb = m, (podemos considerar que by > by > -+ > b,) entonces tenemos que
by <1, bi+0by <141, ..., b+ +byp<m,
b+ +bpp1 <m+0, ..., by+--+by1<m,

y por lo tanto, b < a.
Entonces, por el Teorema 2.13 existe A € M3 tal que \(A) = < 1,...,1,0,... ,0) yp(A) =b.
—— ——

m n—m

L 0 ] U, por lo que A = A? = A*, es decir, A € P,,, con lo cual

Por lo tanto, A = U [ 0 Opn—m

be X,

En particular, K, es convexo. Como K = U Km, K es como queriamos.

m=0
Resumimos los resultados anteriores en el siguiente:

12



Teorema 2.20. Sean \ = (/\1, .. .,)\n),p = (pl, e ,pn) € R™. Entonces las siquientes condi-
citones son equivalentes:

i) p =<
ZZ) p € K.
i11) Existe A € M, doble estocdstica tal que p = AN.

iv) Existen puntos x1,...,x, € Ky tales que t1 =\, , =D y

Th41 = tpTp + (1 — tk) (Tk . :Uk)
para cada k en {1, ce,n = 1}, alguna transposicion T, € S, y algun ty € [O, 1].

v) Eziste A € M3® con autovalores X y cuya diagonal principal es p.

2.2. Propiedades y definiciones elementales

Los mayoria de los contenidos de esta subseccién y de la siguiente fueron desarrollados en las
materias Andlisis Funcional y Complementos de Anélisis Funcional. Como bibliografia usamos
[6] ¥ [9]. El resto de los contenidos son del articulo [1]. De aqui en adelante, los espacios de
Hilbert y las algebras consideradas serdn sobre el cuerpo de los ntimeros complejos.

Definiciones 2.21.

= Un algebra de Banach es un &algebra normada compleja A que resulta completa como
espacio métrico con la métrica usual y satisface HabH < Ha” Hb” para todo a,b € A.

= Sea A un algebra de Banach unital y a € A. Decimos que a es invertible en A si existe
be Atal que ab=0ba=1€ A.

» Definimos el espectro de a relativo a A como o4(a) = {)\ €C: M —a)¢ InV(A)} CC.

= Una involucién en una C-dlgebra A es una operacién ( . )* : A — A tal que para todo
a,b € A, para todo a € C:

i) (a+ ab)* =a* + ab*
ii) (ab)" = b*a*
iii) (a*)" =a* =a.

= Una *-dlgebra de Banach es un algebra de Banach con una involucién ( . )* y tal que
|a*|| = ||a|| para toda a € A. Si ademds 1 € Ay ||1]| =1, entonces A es una #-dlgebra de
Banach con unidad.

= Una C*-dlgebra A es una x-algebra de Banach tal que Ha*aH = HaH2 para toda a € A.
Observacién 2.22. Una *-subdlgebra cerrada de una C*-algebra de A es una C*-dlgebra.

Ejemplo 2.23. Si H es Hilbert, entonces B(H) con la conjugacién por involucién es una C*-
algebra. Ademds, toda x-subdlgebra cerrada de B(H) es una C*-dlgebra. En efecto,

latall = sup  [(a*az,y)|= sup |{az,ay)| = [a]*.
llzll=llyll=1 |lzll=]ly||=1

13



Proposicion 2.24. Si A es una C*-dlgebra y 1 € A, entonces Hl“ = 1. Si p es proyector
ortogonal, es decir si p = p?> = p* entonces HpH = 1. Siu € A es unitario, es decir si uu* =
u*u = 1,4, entonces HuH =1yo(u) CT (Siu*u=14 decimos que u es isometria. Siuu* =14,
decimos que u es co-isometria).

Observacién 2.25. En el presente trabajo, cuando hablamos de proyecciones, siempre nos
referimos a proyecciones ortogonales.

Definicién 2.26. C*(T) es la C*-subdlgebra unital de B(H) generada por un operador T' €
B(H), la cual es la clausura en norma de todos los polinomios en las variables T, T* y I.

Observacion 2.27. Si T es normal, entonces C*(T) es abeliana.

Definiciones 2.28. Sea A una C*-algebra. Entonces:

Si§ C A, entonces S* = {s* 1S € 5’}. Decimos que S es autoadjunto si S* = S.

Si B C A subédlgebra de A que es autoadjunta, entonces decimos que B es una C*-
subdlgebra. Mdas adin, B resulta una C*-algebra con las operaciones de A restringidas a
B.

Si a,b e A, decimos que a y b son unitariamente equivalentes si existe u € A unitario tal
que u*au = b. Si a y b son unitariamente equivalentes, entonces o(a) = o(b).

Definicién 2.29. Una subdlgebra abeliana de B(JH) es llamada maximal si esta no estd conte-
nida en ninguna subdlgebra mayor.

Definicion 2.30. Sea () un espacio topolégico compacto Hausdorff. Una medida espectral re-
lativa a (Q, TH) para un espacio de Hilbert H es una funcién E : %(Q) — TB(‘J{) (donde ‘B(Q)
es la o-dlgebra de todos los conjuntos Borel) tal que:

i) E@)=0 EQ)=1
ii) E(S) = E(S)* = E(S)2 para todo subconjunto S.
i) E(SNS") =E(S).E(S).
iv) Para todos z,y € H, la funcién E, , : %(Q) — C, tal que E%y(S) = <E(S)x,y> es una
medida compleja y regular.
Teorema 2.31. Sea H un espacio de Hilbert y sea A € B(H) un operador normal. Entonces

existe una unica medida espectral E4 relativa a (J(A),f]‘() tal que A = [z dEy, donde z :
o0(A) = C es la funcion inclusion (z(A) = A).

Observacion 2.32 (Calculo funcional boreleano de operadores normales). Sea H un espacio de
Hilbert y sea A € B(H) un operador normal. Entonces el teorema anterior garantiza la existencia
de una medida espectral E, relativa a (o(A), H) tal que A = [z dE4, donde z : 0(A) = Cesla
funcién inclusién. Sea f € B(o(A)), donde B(o(A)) denota el dlgebra de las funciones complejas
uniformemente acotadas y medibles con respecto a la sigma &algebra de conjuntos boreleanos.
Entonces podemos integrar f con respecto a la medida espectral

F(A) = /(A) f dE4 € B(H).

El operador f(A) estd determinado de forma tinica como el representante de la forma sesquilineal
acotada <ac, y>f<A) = fU(A) [ dE, . Mas atn, la funcién ¢4 : B(c(A)) — B(H) determinada por
oA(f) = f(A) es un *-morfismo entre el algebra de las funciones complejas uniformemente
acotadas y medibles y el dlgebra B(H), que satisface Hf(A)H < HfHOO
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Definicion 2.33. Sea A una C*-dlgebra. Una aproximacion de la identidad para A es una red
€ A tal que:

(ur) en
i) uy € AT, es decir, uy € Ay uy > 0.
ii) HUAH <1.

ili) Si A > p entonces uy > uy,.

)

iv hmauA = hmuAa = a para todo a € A, es decir hm HauA — aH =0.

Teorema 2.34. Cada C*-dlgebra A admite una aproximacion de la identidad. Mds concreta-
mente, si A es el conjunto dirigido de los a € AT, <1 yuy=A, para toda A € A, entonces
(U)\))\GA es aprorimacion de la identidad.

Observaciéon 2.35. En general se deben considerar aproximaciones de la identidad por redes.
Sin embargo, podemos construir aproximaciones de la identidad indicadas por N en el caso en
que A sea separable.

Definicion 2.36. La topologia fuerte de operadores, que llamaremos SOT, estd determinada
por la siguiente familia de abiertos bésicos de un u € B(H):

W(u,xl,...,xn,e) = {v € B(H): H(u—v)xJH <e 1<5< n}
C B(H), la red converge SOT a u € B(H) si y solo si para

Entonces, dada una red (’U)\)

todo x € H, Huw — v,\xH — 0.
La convergencia en la SOT estd determinada por la familia de seminormas p,(u) = HuazHg{
de forma débil.

AEA

Definiciéon 2.37. Si H es un espacio de Hilbert y (UA)AeA C B(H) decimos que uy — u €
B(H) WOT si para todo z,y € H, <u)\1:,y> — <um,y> (donde WOT es la topologia débil de
operadores).

Definiciones 2.38. Sea H un espacio de Hilbert separable, B(JH) el dlgebra de los operadores
lineales acotados en H, B(H)** los que ademds son autoadjuntos, K(H) el ideal de los operadores
compactos en H y K(H)T los compactos positivos. Sea el cociente A(H) = B(H)/K(H), el cual
es una C*-dlgebra conocida como el dlgebra de Calkin. Dado T' € B(H), el espectro esencial de
T, denotado por o.(T'), que resulta el espectro de la clase T+ K(H) en el algebra A(H). La
norma esencial de 1" es

17l = fnf{HT LK|: K e Jc(ﬂf)}

es la norma (cociente) de T 4 K(H), también en A(XH).

5= /[a+(s>,||5”] (t—o*(®))aEl) v 5 = /[ ] (t— 0 (9))dE(1).

Notemos que S_ <0 < ST,

Definicion 2.39. Sea M =No M = {1, . ,m} = I,,, para algiin m € N. Sea K un espacio de
Hilbert con dim X = ‘I\\/JI‘ y sea 3 = {en}n oy una base ortonormal de XK.

i) Para cualquier a = (a,) € (X(M), denotamos por diagg(a) € B(X) al operador

neM
diagonal dado por diagg (a) en = Gnén, n € M.
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ii) Para a € C", denotamos por diag(a) € M, la matriz diagonal (con respecto a la base
canonica de C™) que tiene las entradas de a en la diagonal.

iii) La esperanza condicional Eg : B(K) — B(X) asociado a la base 3, estd definida por

Es(T) = diagg(a) donde a = ((Ten, en>)n€M.

Una herramienta muy 1til en el estudio de la teoria de operadores en un espacio de Hilbert
complejo H es la llamada descomposicién polar de un operador 7' € B(H) que describimos a
continuacién.

Teorema 2.40 (Descomposicién polar). Sea H un espacio de Hilbert complejo y sea T € B(H).
Entonces existe un unico operador U € B(H) que satisface T = U }T|, vu* =P, UU = Q,
donde P € B(H) denota la proyeccion sobre R(T), @ denota la proyeccion sobre ker(T') y
7| = (1)

2.3. Propiedades de operadores compactos

Teorema 2.41. Sean H un espacio de Hilbert, K un operador compacto y o(K) su espectro.
Entonces:

i) SiAN#0y\eo(K) ,entonces A es un autovalor de K.
it) Si X € o(K) yX#0, entonces dim (ker(A — K)) < oc.
i11) o(K) es a lo sumo numerable y tiene a lo sumo un punto limite, el 0.

Observacion 2.42. Si tenemos una sucesién A = ()\j)j>1 € car y Aj = 0 para todo j > 1,
entonces podemos ordenarla de forma decreciente, es decir, podemos hallar una permutacion
T € Sy tal que (7' : /\) = (/\T(Z-))i>1 cumpla que A > Ar;41) para todo ¢ > 1. En efecto,
puesto que A € c¢g, para cada € > 0 existe un ng € N tal que A\, < € para n > ng. Tomando
por ejemplo €; = 1 sabemos que hay finitos (que serdn n;) \; tales que \; > €, con lo cual

1
podemos ordenarlos de forma decreciente. Sea ahora €5 = ok entonces hay na A; con 3 <\ <1,

y nuevamente se los pueden ordenar de forma decreciente, quedando estos A; a continuacién de

los n1 anteriores. Podemos continuar con este proceso, es decir, para € = T hay nj, A; con
1 1 . . .
T <A< — y podemos ordenarlos de manera decreciente, quedando a continuacién de los
anteriores ya ordenados. De esta manera, conseguimos construir por partes 7 € Sy.

Observacion 2.43.

i) Si K es un operador compacto positivo y A(K) = ()‘i)i>1 son sus autovalores, entonces
podemos ordenarlos en forma decreciente. En efecto, por ser el operador positivo \; > 0

para todo i > 1y por el Teorema 2.41 iii) sabemos que A(K) € cj .

ii) Si A € ¢, la sucesién no tiene por que poder reordenarse en forma decreciente. Por ejem-
plo, A = (0, 1,0,1,0,1,... ) Si intentamos ordenarla de manera decreciente tendriamos
(1, 1,1,.. ) y no aparecerian los 0, pues tenemos infinitos 1.

Definicién 2.44. Sea H un espacio de Hilbert y sea u € B(H). Definimos la norma Hilbert-

Schmidt de u como )
2
Jully = (X ot

A€A

donde FE = (ac )\) es una base ortonormal de H.

AEA
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(S el =t (Slltol) = e (S huton?)

AEA \ FeF(A) \ \eg

Observacion 2.45. La norma de Hilbert-Schmidt no depende de la base ortonormal E. En

efecto, si B/ = (y/\))\eA es otra base ortonormal y si F' C A es finito,

> @) =323 [uea) w) =30 3 [enw @) < 3 [lu )|

AEF AEF ueA HEANEF HEA

Como F C A es arbitrario, Z Hu(a:,\)H2 < Z | (ya)
AEA AeA
Siz) = y», para todo A € A, entonces Z Hu(a:,\)H2 = Z Hu*(acu)H2 (por simetria).
AEA peA
Si (y,\))\eA es arbitraria, entonces tenemos que Z Hu(mA)HQ < Z Hu(y,\)H2 y por simetria

9 ) AEA AEA
S ute)||” = [Juwa)]

AEA AEA

I

Definicién 2.46. Los operadores Hilbert-Schmidt son aquellos u € B(H) tales que Hu”2 < 00,
es decir

L2(H) = {u € B(H) : ||ul, < oo} C B(H).

Lo notaremos como £? en vez de £2(3().

Definicién 2.47. Si u € B(H), entonces definimos la norma de tipo traza de u como

ol =l

StueB(H)y Hqu < 00 entonces u es de tipo traza y LY(H) = {u € B(H): Hqu < oo}.

Lo notaremos como £! en vez de £L1(H).

Proposicién 2.48. L2 es un ideal bildtero y autoadjunto de B(H) y un dlgebra normada con
tnvolucion isométrica dada por el adjunto usual.

Definicién 2.49. Sea u € L! y sea E = (acA) una base ortornormal de . Definimos

AEA

tr(u) = Z <um,\,x)\>.

AEA
Notar que Hqu = tr(‘u‘) donde ‘u‘ denota la raiz cuadrada positiva de u*u.

Observacién 2.50. La identidad de polarizacién aplicada a u = ujus (con ug, us € £2) muestra
que tr (u) no depende la base ortonormal FE.

Teorema 2.51. Sea v € B(H). Las siguientes condiciones son equivalentes:
i) v es tipo traza.

it) |v| es tipo traza.
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1
i11) ‘v‘ 2 es Hilbert-Schmidt.
iv) Existen uy,us € L2 tal que v = uius.

Proposicién 2.52. Siv € L' yu € B(K) entonces vu € L' y uv € L. Es decir, L es ideal
bildtero en B(H). Ademds, L' C L£2.

Teorema 2.53. Sean u,v € B(H) tales que vale alguna de las siguientes condiciones:
i) u,v € L2
i) v e Ll

Entonces, tr(uv) = tr(vu).

(o]
Definicion 2.54. Sea a = (an) 1 € E(C definimos tr Z Q.-

n=1

Observacién 2.55. i) Si A € £?, entonces E(A) € (2. En efecto,

Z ol <303 faf? = A2 < o

i=1 j=1

ii) Si A € L', entonces F(A) € E%:. En efecto, si A € £, puesto que !A‘ = Z)\i(‘ADfi ® fis

), podemos escribir la descomposicién

donde { f,} es un sistema ortonormal de rango(
polar

A:U\A|:U<Z)\i(\A\)fi®fi) ZA (JANU(fi® fi) =D _N(|A)US @ f;
i=1 i=1
(Uf; es sistema ortonormal, pues U es isometria parcial en el rango(‘A})). Entonces

(si (A))Z.21 = ()\i (‘A‘))i21 S Z(lc. Si {ei}izl es una base ortonormal de H que se obtiene de

extender el sistema ortonormal { f’i}z‘>1’ entonces existe ¢ : N — N inyectiva tal que f =

epk) = €. Por lo tanto E(A) = Z (Aei,ei)e; @ e;, por lo que |E(A)| = Z [(4ei, ei)-
Pero - 7
B 0o | 00 | o 0 para i ¢ Imgp
= gsj (A Ufj®f] ];Sj 627 fJ>Ufz = { Ssafl(i)(A)Ufw’l(i) para i € Imyp
Entonces ¢
o0 para i ¢ Imgp
<A€zyez> = { Sv—l(i)(A)<Uf<p_l(i)’ei> para ¢ € Imyp

Por lo tanto, Z ‘<Ae,~,ei>‘ < Z 8p-1(i)(A) < 00, es decir, tr(‘E(A)‘) < 00.

=1 i€Ilm(ep)
En particular, HE(A)H1 < HAH1

Proposicion 2.56. La esperanza condicional recién definida cumple las siguientes propiedades:
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i) E(E(A)) = E(A).
i) ] < |4l
iii) B(A) >0 si A> 0.
w) tr(E(A)) = tr(A).
Demostracién: i) Trivial.
i) )| = mix|(deve)| < s [(Ar)| = 4],

z,y €3 ||lzl|=yl|=1
ii1) Si A > 0 entonces <Ae¢, ei> = a;; > 0 para todo 7 > 1, de donde

<E(A).’L‘,l‘> = Zaii‘xif > 0.
i=1

iv) Para A consideramos la base {ei}i>1, entonces

tI‘(E(A)) = Z <E(A)€l, 6i> = Z Zajj<Ejei, 6i> = Zaii = Z <A6i, €i> = tI‘(A).
=1 =1 j=1 =1 =1

2.4. Teorema de Weyl-von Neumann.

Los resultados de esta subseccién son desarrollados por Davidson en [6]. Estos resultados
seran usados en la Seccién 4.

Definicién 2.57. Llamamos algebra de von-Neumann a una C*-dlgebra de B(H), la cual con-
tiene al operador identidad y es cerrada en la topologia débil de operadores (WOT). Si 8 es
cualquier subconjunto de B(H), definimos el conmutante de 8 por

8 = {T € B(H): ST =TS para todo S € s}.
El doble conmutante de 8 es
8" = (8') = {T € B(H): TS = ST, para todo S € 5’}.

Observacion 2.58. Si 8 es autoadjunto, entonces 8 es un dlgebra autoadjunta unital. Mas atn,

es WOT-cerrada. En efecto, si T, € 8’ y T, wor T, entonces para cada S € 8,

ST =WOT — lim ST, = WOT —1lim 7,5 =T'S.
[0} (67

En particular el conmutante de una C*-dlgebra es también un dlgebra de von-Neumann.

Definicién 2.59. Dado un operador 7' definimos W*(T') como el algebra de von-Neumann
generada por T'. Es decir, W*(T) = C*(T)WOT.

Observacion 2.60. Si T € B(H) es normal, entonces C*(T") es un &lgebra abeliana, y entonces
———WOoT ., .

Cc*(T) también es abeliana.

Lema 2.61. Sea M un dlgebra abeliana de von-Neumann en un espacio de Hilbert separable.
Entonces eziste un operador autoadjunto A tal que M = W*(A). Mds ain, si U es una C*-
subdlgebra separable de M, se puede disponer de forma que U C C*(A).
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Demostracién: La bola unitaria de B(H) en la topologia débil de operadores es metrizable
y compacta. Entonces existe una familia numerable de operadores autoadjuntos, los cuales son
WOT-densos en la bola unitaria de M*®. Incluimos en esta familia un subconjunto denso nume-
rable de U*®. Cada operador autoadjunto estd en la clausura en norma del espacio generado por
las proyecciones espectrales correspondientes a intervalos diadicos. En consecuencia, existe una
coleccién numerable {En} de proyecciones en M que generan una C*-algebra F, la cual contiene
Uy es WOT-densa en M.

o0
1
Sea A = Z B—nEn Afirmamos que C*(A) = E. En efecto, puesto que A pertenece a F, es
n=1
suficiente con mostrar que cada E,, pertenece a C*(A). Con este fin, notemos que

1
7E1La

[o¢]
1
ogEfA:EfZ?TnEng 5
n=2

(la primer desigualdad vale porque A > 0 y conmuta con ElL, de donde
BfA= (BH)'?A(E)? = cAc >0

y la segunda desigualdad es porque E{E, = (Ef )2E = E{E,F{ < E{IE{ = Ei para cada

1
n > 2, entonces —EfE
3n

n <o El para n > 2 y sacando factor comin Ei- sale la desigualdad)

y de manera similar
1 1
- FI<EAL-FE
gt s Bids g
d —FE\E, >0, EJLA=E _ BN
D L s RO
argumento que antes FLE, < E; para toda n > 1). Por lo tanto se sigue que el espectro o(A)

1 11 11
estd contenido en [O, 6} U [3 } Asi C*(A) contiene la proyeccién EA<{3, 2]) = F; (pues

E
1En > ?1 y por el mismo

1
EA<[3, %]) = X[1/3,1/2)(A) es continua en el espectro). Después, restando §E1 de A, podemos

de la misma manera mostrar que Es pertenece a C*(A), y recursivamente podemos establecer

que E, € C*(A), para todon > 1, y C*(A) = E. Por lo tanto, W*(A) = VT =

Definicion 2.62. Decimos que dos operadores A y B son aproximadamente unitariamente
equivalentes y lo notaremos A ~ B si existe una sucesion de operadores unitarios U, tales que

B = lim U, AU;;. Es evidente que dos operadores son aproximadamente unitariamente equiva-
n—oo

lentes si y solo si tienen la misma clausura de la 6rbita unitaria

U= {UAU* : Ues unitario}.

El siguiente Teorema muestra que los operadores normales pueden ser escrito como ope-
radores diagonales més operadores compactos. Esto nos permitira deducir que cada operador
normal es aproximadamente unitariamente equivalente por un operador diagonal, lo cual facili-
tard nuestra clasificacién. Recordemos que si N es un operador normal, entonces C*(N) es una

C*-subdlgebra abeliana de B(H).

Teorema 2.63. Supongamos que U es una C*-subdlgebra abeliana separable de B(H). Entonces
existe una base ortonormal {ek k> 1} de H de modo que U esta contenida en D + XK, donde
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D es el dlgebra de operadores diagonales con respecto a esta base. Ademds, dada una coleccion
finitas P de proyecciones en U, podemos elegir la base de forma que esa coleccidn esté contenida

en D.

Demostracion: Por el Lema 2.61, U esta contenida en una C*-algebra F, generada por una
familia numerable de proyecciones que conmutan & = {En, n > 1}, es decir, E = span(€) . Si
tenemos tal coleccién finita P de proyecciones, podemos suponer que ellas son las primeras N
en la lista.

Construimos una aproximacion de la identidad Fj, de proyecciones para X, la cual cumple que
h’lgn HFkEn — EanH = 0 para toda FE,, € F como sigue: Fijamos una base ortonormal x1, x2, ...

de H. Para cada proyecciéon F;, denotemos Ei(_l) =I-FEy El-(l) = FE;, entonces para k > N,
sea
k
L) = spcm{ HEZ-(Q)J:]- 1< <k, = il}.
i=1
Entonces £} es una sucesién creciente de subespacios de dimensién finita en H. Notemos
ademas que,

k
r=1..0=E"+e. (Y +ET) = Y J[EY
(€1,..,e5)€{—1,1}F i=1
k
entonces xj; = Iz; = Z H EZ-(ei)xj que pertenece a L, para 1 < j < k, pues
(€1,-.s6)E{—1,1}Fk =1
k
HEi(ei)xj € L. Por lo tanto, {xj }]21 - U L, vy entonces x = FCNl,l’%lﬁnitoZ <:L’,mj>xj donde
i=1 E>1 jEF
Z <a:,:cj>xj € U Ly, es decir, la union de los £ es densa.
JEF k>1

Asi, las proyecciones ortogonales Fj sobre Lj crecen fuertemente a I, de donde es una
aproximacion de la identidad para K.
Notemos también que £ es invariante para E, cuando n < k. En efecto, basta probar que
k

E,x € L} para todos los generadores (como espacio lineal) de H. Sea z = HEi(E")xj, para

i=1
1 < j < k. Entonces, como los FE,, conmutan, tenemos

k

{ rel, sieg=1
i=1 i=1,i#n

0e Ly sie =—1

es decir, E,x € L. Por lo tanto Fj conmuta con estas proyecciones. En consecuencia,
lim FpE, — E,F, =0 para todo n > 1.
k—o0

Esta conclusién se extiende para la clausura del espacio lineal.
Sean

i) D, = E,, paral<n < N.

ii) D, = E,(I — F,), para cada n > N.
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Entonces, la proyeccién D,, conmuta con cada Fj, para k > N y con todos los otros D,,.

Sea D la C*-4lgebra generada por {Dn tn o> 1}. Es inmediato que es una C*-dlgebra
abeliana, tal que W C EC D + XK.

Nos resta mostrar que D es diagonalizable. Como D conmuta con cada Fy para k > N, los
subespacios de dimensién finita Hy = Ly v Hy = L, © Li_1 para k > N son todos invariantes
para D. La restriccién de D a H;. es una familia de matrices normales que conmutan, la cual es
simultaneamente diagonalizable. Elegimos una base para cada Hj. La base para H la obtenemos
combinando estas bases para cada k que diagonalizan D.

|

El siguiente Corolario asegura que cada operador normal es una pequena perturbacién com-

pacta de un operador diagonalizable.

Corolario 2.64. En un espacio de Hilbert separable, cada operador normal N puede ser expresa-
do como N = D+ K, donde D es un operador normal diagonal y K un operador compacto. Mds
atin, para cada € > 0 y cada conjunto de n operadores autoadjuntos A1, ..., A,, que conmutan
dos a dos, existen simultdneamente operadores diagonales autoadjuntos D1, ..., D, y operadores
compactos K1, ..., K, tales que A; = D; + K; y HKlH <eparal <i<n.

Demostracién: Necesitamos una manera eficaz de construir cada uno de los A; por proyec-
ciones. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 0 < A; < I (si no fuera asi, lo trasladar

Ai + |Ai||]
haciendo M)
2HAz||
Para cada k > 1 definimos los conjuntos
270 901 2 1 2 3 4 ok—1 ok
Ci=U (T ) = (o) U GGeo e U U (G )
i=1
"1 1

Ademsds, definimos para cadan > 1, f, = Z —Xc,- Observamos que sup ‘x — fn(a:)‘ < o

k=1 2k ) xE[O,l]
Para cada A;, consideremos las proyecciones espectrales E,?) = Dy, (Ck) para k > 1. Por las
n

L
propiedades del calculo funcional f,,(A;) = Z E,g) con lo cual

2k
k=1
n
1 (i) 1
HAZ_Z%E’; on
k=1
Entonces
L1l &1
’ 3 1
A= i D e B = 0 e

1
Elegimos N suficientemente grande tal que oN < €. Entonces aplicamos el resultado anterior

para la familia & = {E,Ef) k>1, 1 <1< n} (que es la C*-subdlgebra U generada por €.

Como {Ai}?zl es una familia abeliana, entonces U es abeliana y separable por construccién).
Obtenemos un algebra diagonal D, la cual ademaés satisface:

. Dl(;):E](j),paralgk‘SNylgign.

. D](:) = E,(:) — Ry, parak > N y 1 <14 <n, donde R;; es una proyeccién de rango finito
(por inspeccién de la prueba de 2.63 ii) ).
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Entonces sea

1
Ki=Ai—Bi= ) o Bk

k=N+1

1
Se sigue que los K; son compactos y HKZH < oN < €. Para obtener el resultado para un

operador normal NN, aplicamos este resultado a las partes reales e imaginarias, pues si N es
normal, podemos escribir N = A +iB, con A y B autoadjuntos que conmutan pues

NN*=N*N = (A+iB)(A—iB) = (A—iB)(A+iB)
= A’ —iAB+iBA+ B?>=A>+iAB —iBA+ B> = 2iBA = 2iAB
= BA = AB.

Lema 2.65. Supongamos que X es un espacio métrico compacto. Sean {Ck k> 1} Y {{k :
k> 1} dos subconjuntos densos numerables de X tales que cada punto aislado de X se repite el
mismo numero de veces en cada sucesion. Entonces dado € > 0, existe una permutacion T € Sy
de manera que dist({k,fT(k)) < €, para todo k > 1, y nh_)Ilolo dist({k,&(k)) =0.

Demostracién: Sea X, el conjunto de los puntos no aislados de X, junto con todos los puntos
aislados que sean repetidos infinitas veces en las sucesiones. Primero emparejamos los términos

.y . . . € .
de cada sucesion que estan a una distancia de al menos 5 de X, (los cuales son puntos aislados y

hay finitos por ser X compacto). Estos pares se encuentran a una distancia cero los unos de los
otros (en las dos sucesiones estds repetidos la misma cantidad finita de veces), y asi no afectan el
resultado final. Entonces restringimos nuestra atencién a los restantes puntos y podemos suponer

€
que cada punto en X estd a distancia menor que 3 de X..

Construimos 7 recursivamente. En la k-ésima etapa, nos encargaremos de que 7(j) y 77 1(5)
sean definidos para 1 < j < k de manera que, si 7(i) estd definido,

|G = &rgi)| < mix {diSt (G Xe) + ; dist{(Ereon Xe) ﬁ}

En efecto, si 7(k) estd atin indefinido, elegimos [ fuera del rango de la funcién definida parcial-
mente 7 de manera que

|G — & < dist (¢, Xe) + 2%

Esto es posible, ya que {ﬁl} es denso en X, y los puntos aislados de X, estan repetidos infinitas
veces. Entonces sea 7(k) = [.

De manera similar, si & no estd en el rango de la funcién parcialmente definida 7, elegimos
un entero [, el cual no estd en el dominio de 7, de modo que
¢ — &| < dist (&, X.) + Qik
Entonces establecemos 7(1) = k.

Procediendo de esta manera, la funcién 7 esta eventualmente definida para todo N, de manera
que es una biyeccién que satisface la estimacion deseada.

|
En lo que sigue, dado M € B(H), null(M) denota dim ker(M).
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Lema 2.66. Sea H un espacio de Hilbert separable y sean M y N operadores diagonales con
respecto a dos bases ortonormales. Entonces M ~ N si y solo si:

i) 0e(M) =0(N).
i1) null(M — X\I) = null(N — XI) para todo \ € C — o.(M).

Demostracién: =) Supongamos que M ~ N. Si U, son operadores unitarios tales que
N = nh_)n(r)lo U, MU, entonces X = o(N) = o(M). En efecto, si A € p(N) entonces (Al — N)
es invertible y el conjunto de los invertibles es abierto en B(H). Luego Uj(N — M)U,, =
M — UXMU, — (M — N), por lo que existe ng € N tal que para todo n > ng, U} (A — M)Uy,
es invertible. Es decir, A € p(M), de donde p(N) C p(M) y por lo tanto o(M) C o(N). Por
simetria, o(N) = o(M). Ademés

f(N) = lim Unf(M)U para feC(X).
En particular, si f = xy;) es la funcién caracteristica para un punto aislado de X, entonces
Ex({z}) = x(nn (V) = Mm Uy x oy (M)U; = lim. UnEn ({2})U;.

Entonces se sigue que estas dos proyecciones tienen el mismo rango. Esto establece ii), y muestra
que M y N tienen los mismos puntos aislados en sus espectros esenciales. Puesto que cada punto
no aislado de (M) = o(N) esté en el espectro esencial, i) se sigue.
<) Como M y N son ambos diagonalizables podemos escribir M = diag (,uk) con respecto a
la base {ek} y N = diag(uk) con respecto a la base {fk} donde {,uk} y {I/k} son subconjuntos
densos de X = o(M) = o(N). Més atn, cualquier punto aislado de X debe estar repetido de
acuerdo a la multiplicidad del autovalor, la cual es la misma para M y N por las hipdtesis. Sea
Xe = 0(M).
Dado cualquier ¢ > 0, el Lema 2.65 produce una permutacion 7 € Sy de modo tal que
|Mk — Z/T(k)‘ < € para todo k y
lim |Hk — I/T(k)’ = 0.
k—o0

Por lo tanto, el operador unitario dado por Ueg = f; (1) satisface
M —U*NU = diag(pur — Vrx))

el cual es compacto y tiene norma HM— U*NUH < €. Como € es arbitrario, se sigue que M ~ N.
|

Teorema 2.67 (Teorema de Weyl-von Neumann). Sea H un espacio de Hilbert separable y sea
M € B(H) normal. Entonces existe D diagonal tal que M ~ D.

Demostracién: Sea F); el conjunto de todos los autovalores aislados de multiplicidad finita
de M. Notemos que si A € Fjy entonces Epr(A) # 0. Ademés, si A\, u € Fjy con A # u, entonces
En(N)Epy () = 0, con lo que tenemos Py = Z En (M) proyector y Hy = PyH subespacio

ANEFy

A

reductor para M. Para cada A € F)y, sea {ef, e em} la base ortonormal del rango de Ejs ().

Entonces sea = U {ei‘ ce e;\u} la base ortogonal de autovectores de M del rango de Fp.
AEF)

Entonces, si separamos H = PyJH —}—POLU-( M puede ser descompuesto como M = My@® M’. Por lo

dicho antes, M) es diagonalizable en 3y M’ es normal, donde o (M) esta contenido (posiblemente

propiamente) en X, = g.(M) (pues los autovalores aislados de multiplicidad finita se relacionan

con My). Por el Corolario 2.64, para cada entero positivo k, existe un operador diagonalizable
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1
D, tal que M’ — Dy, es compacto y HM’ — DkH < 2% En particular, los autovalores de Dy, estan
1
a una distancia de a lo sumo % de X. y se acercan asintOticamente a X.. Asi, existe una

1
perturbacién diagonal compacta D) de Dy, de modo que o(Dy},) C X¢ y HM’ — D;H < T

Sea E, = My @ D;C. Cada Ej es diagonalizable con los mismos autovalores y con la misma
multiplicidad que M y espectro esencial X.. Asi, por el Lema 2.66, £} ~ E; para todo k > 1.
Pero M — E}, es compacto y ka |M — Eg|| = 0. Entonces se sigue que M ~ Ej.

—00

Lo mismo vale para N, y por lo tanto M ~ N.
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3. Diagonales aproximadas de operadores acotados. Caso dia-
gonalizable

En la presente seccién estudiaremos parte del trabajo de Neumann [10]. El resultado més
importante, es una versién del Teorema de Schur-Horn para operadores diagonales en el algebra
B(H) (Teorema 3.37).

Para llegar a este resultado, empezamos estudiando propiedades de sucesiones en los dife-
rentes espacios £, con 1 < p < oo. Por medio de la definicién de funcionales Lj logramos
sustituir las desigualdades de la mayorizacion, obteniendo relaciones entre los elementos que
pertenecen a la cdpsula convexa de las permutaciones de un elemento dado y este mismo. Con
todo esto, llegamos a un teorema «del estilo» Schur-Horn, sélo que formulado para sucesiones.
Luego reformulamos este resultado en términos de operadores diagonales.

Para esta seccién consideramos solo sucesiones de valores reales. Notaremos (3° = (g°(N),
g = G(N) y b = G(N).
Definimos Sy como el grupo de biyecciones de N con la composicién. Consideramos Sy

actuando sobre /g’ permutando las entradas, es decir: si 7 € Sy y a = (ai)i>1 € (g’ entonces
(7-a)i = ay;) parad > 1. -

Definicién 3.1. Para a € {3, Sya = {(T . a) T E SN} es la orbita de a bajo la accién de Sy.

En esta seccion estudiaremos los conjuntos conV(SNa) , donde A” es la clausura de A C Eﬁ%
en la topologia Kﬁ, con 1 < p < oo. Si omitimos el p, es la topologia usual de /3.

Definicion 3.2. Para a € R" definimos S,,a = {(T . a) L TE Sn}.
Si E es un subconjunto de N con k elementos, entonces Sy(FE) son las permutaciones de esos
k elementos.

Notemos que con esta notacion, para a € R", conv (Sna) = K,.
En el caso de dimensién finita, el Teorema 2.17 dice que dados z = (:nl, e ,:cn), y =
(yl, e ,yn) en R™, entonces y esta en conv(Sn:r) si y solo si

i) tr(z) = tr(y).
k k
ii) sup { Zya(i)} < sup { ZxT(i) IT € Sn}, para 1 < k <n, para toda o € S,,.
i=1 i=1

Ahora nuestro objetivo es extender este resultado a dimensién infinita.

oo
Definimos € como el conjunto de subconjuntos de N de orden k. Entonces € := U Cp es el

k=1
conjunto de subconjuntos finitos de N. Para E € C definimos el funcional lineal continuo Lg

en (g’ por:
D . — . o0
Lg(a) = Zaj, a= (aj)j21 elx.
JjEE
Para k € N, definimos
Lk(a) = sup LE(a).
EcCy
Como a € fx° no siempre puede ser reordenado de manera decreciente, no podemos afirmar
que Ly (a) es la suma de las mayores k entradas de a (aunque en esencia, esa es la idea), en
cambio si a € ¢, entonces las entradas positivas de a pueden ser ordenadas (por la Observacién
2.42). Si ay,...,a; > 0 son las mayores k entradas de a, entonces Ly (a) =1+ ...+ a.
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Observacién 3.3. Notemos que Ly (a) es subaditivo. En efecto,

Li(a+b) = sup Lg(a+b) < sup Lg(a) + sup Lg(b) = Li(a) + Li(b).
EcCy EeCy, EecCy,

Recordemos que (ver Definicién 2.7) a cada permutacién o € Sy, le asociamos una matriz de
permutacién P, € B(C") tal que (O‘ . x) = P,x. Entonces consideramos las expresiones lineales

de la forma » APy, € B(C").
i=1
Veremos ahora dos propiedades que cumple b € conv (SNa) sia €y

Lema 3.4. Seaa cly ybc conv(SNa). Entonces para cada k € N:
i) Li(b) < Li(a).
it) Lp(—b) < Lp(—a).

Mads ain, el conjunto de todos los elementos b que cumplen 1) y ii) es cerrado en la topologia
producto. Si a € Eﬁ% con 1 < p < oo entonces es cerrado en la topologia de Kﬁ.

Demostracién: El conjunto que satisface i) y i) es cerrado en la topologia producto pues
para todo A € RT tenemos

{b: sup L (b) gA} = (N {o:Ls() <4}

EeCy Ec€,

y para cada E € Cj el conjunto {b : Lp(b) < A} es cerrado en la topologia producto.

i) Sea E € Cj y tomamos b € conv(SNa) entonces existen para 1 < i < n, \; € [O, 1] con
n

n
Z Ai =1y o; €Sy tales que b = Z Ai Py, (a). Entonces
i=1 =1

L) = L6 30 0) = X302 0), = S0 (1 0,

JEE =1 =1 Jj€
=Y A (D o) = DA (Lowiy (a)) < i Lo,y (@) < Li(a),
=1 jerE =1 -

Ahora tomando supremo tenemos L, (b) = sup Lg (b) < Ly (a).
EeCy

Para ii) es andlogo, usando —b.

Ahora, para probar que si a € éﬁ con 1 < p < oo entonces el conjunto de todos los elementos
ZP
que cumplen i) y i7) es cerrado en la topologia de Eﬁ, tomemos (an)n>1 - Eﬁ tales que a, —>

a € (5. Veamos que a, — a *-débil, es decir, si b € (5, veamos que @, (b)) — @q(b) donde

wa(b) = Zaibi (pues (& C 0y (Eﬂogj)* = 0}).
i=1

i (an)lbz — i aibi
i=1

o0

> ((an), —ai)b

=1

< lan = all, [lell, = 0

=1

(por la desigualdad de Holder y Han - aHp —0).
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Notemos que si a Ly, (a) lo pensamos como “sumar las k mayores entradas de a” las des-
igualdades Ly (b) < Ly (a) y Lk( — b) < Lk( — a) para cada k € N juegan el papel que jugaban
las sumas parciales en la definicién de la mayorizacién (Definicién 2.1 7)).

Sea a € R, sean a™ = méx {a, 0} ya = méx{ —a, O}. Para una sucesion b = (bl)

_ (pt - — (p—
bt = (b; )1'21 y b~ = (b; )z‘Zl'

Observacién 3.5. Con las notaciones anteriores entonces tenemos que b = b —b~. Por ejemplo,
si b= (1,2,0,-1,3,-2,...), entonces b* = (1,2,0,0,3,0,...) y b~ = (0,0,0,1,0,2,...) de
donde vemos que b = bT — b~

>1 Sean

Empezaremos ahora a analizar propiedades cuando a € cp.

Lema 3.6. Sea a = (ai)i>1 € co. Entonces para cada k € N tenemos:
i) Li(a) = Li(a™).
i) L(—a) = Li(a™).
En particular, Ly, (a) Y Lk( — a) son ambos no negativos.
Demostracién: Como a € ¢, se pueden encontrar las mayores k entradas a7 con 1 <m <k

im

(si hubiese menos de k entradas positivas, las ultimas seran ceros). Entonces

Para mostrar la otra desigualdad, vemos por casos:

= Si a tiene al menos k entradas positivas, sean a;, = az, e, Q4

entonces Li(a) = a;, + -+ + a;, = aZ —i—-~+a27: = Ly(a™) .

_ 7t
» = a; las k mayores,

n
= Si {ail, e ,ain} son todas las entradas positivas, con n < k, entonces Ly, (a+) = Z a;; =
7j=1
n
Z al-t. Como a € ¢p, podemos para cada € > 0 hallar nimeros a;, ., ...,aq;, tales que
Jj=1
k
Z a;; > —e. Entonces,
Jj=n+1
n k n
Lk(a) = sup LE(a) > Zaij + Z aj; > Za;’; —€= Lk(aJr) — €,
BeCy j=1 j=n+1 j=1

y la desigualdad que queriamos sale.

i7) Se deduce de aplicar i) a —a.
[

n m
Lema 3.7. Sean A,..., A, Aj,..., A, € [0,1] con Z)\i = Z)\; = 1. Sean Ey y Es subcon-
i=1 j=1

juntos de N y o1,...,0, € SN(E4),0%,...,00, € SN(E2). Entonces existen pi,...,us € [0, 1]

S
tales que Zukzl Yil,...,0s € {1,...,n}, J1y---yJs € {1,...,m} (donde s = nm) tales que
k=1

n s m S
Z NP, = Z 1P, Yy Z A}P(,;_ = Z pFor -
i=1 k=1 j=1 k=1
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Demostracién: Definimos p;; = )\i.)\;-. Entonces

n m n m m
5= 23w =) =1
i=1 j=1 i=1 j=1 =1
y asi tenemos
n n m n m n m
IENED SRV 0 3 I 9 SIBUE) 9) yys
=1 =1 J=1 =1 j=1 =1 j=1
Anélogamente
m m n m n m n
> NPy = > NP, <Z )\i) => >3 NiAiPyr = SO P
7j=1 7j=1 =1 7j=11i=1 7j=11i=1
y cambiamos el conjunto de indices de las p;; de {1, .. ,n} X {1, .. ,m} a {1, .. .,3} tenemos
lo deseado.

_
Proposicién 3.8. Sea a = (az) € El Entonces b = (bi)z‘>1 S com;(SNa) sty solo si:

Z) iai = ibz
i=1 i=1

i) L (b) < Li(a) para todo k € N.
i11) Lk( — b) < Lk( - a) para todo k € N.

n
Demostracién: =) Sea b € conv(SNa), es decir, para 1 < ¢ < n existen \; con Z Ai=1ly
i=1

n
o; € Sy tales que b= Z Ni Py, (a). Entonces
i=1

o0

30RO RTACHES 9 BTIIES DED SIS D HIES 32
Jj= i= Jj= i= Jj= Jj=

7=1 J j=11i=1

de donde sale 7).
_—
El Lema 3.4 muestra que ii) y ¢ii) valen si b € conv(Sya) .

<) Supongamos que i), i) y i) valen para b.

Laidea es truncar a y by aplicar el Teorema 2.20 a sus entradas positivas y negativas en forma
separada. Primero tendremos que verificar que las sucesiones truncadas siguen satisfaciendo la
condicién 7). Notemos que las sucesiones a™ y bt pueden ya no cumplirla.

Sean af > a%‘ > ... las entradas positivas de a y o < oy < ... las negativas. De
manera similar, sean Bfr > B;r > ...y By <By <... las entradas positivas y negativas de b
respectivamente. Continuamos cualquiera de estas sucesiones con 0 si a o b tienen solo finitas
entradas positivas o negativas.

Ahora, sea € > 0 dado. Entonces existen enteros r, s y ntimeros positivos B*, B~ tales que

o0 [e.o]
Bt=) pi<e y -B =) 5
i=r+1 i=s+1
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Ademsds, existen enteros p y ¢ tales que

0 0o
Za >B+>Zoz y Za;<—B*§Zai—‘
i=p+1 i=q i=q+1
Entonces podemos hallar al‘f * (0 Q } y ay [a(;, 0) tales que
(8) (Q;—a;’*)+a;+l+...:B+7 (a;_aq_*)+a;+1+"':—B__

Sea m = méx {p, r} y N = max {q, s}. Definimos las sucesiones

N + o+ - - -
a—<a1,...,ap1,ozp*,0,...,0,oz1,...,ozq1,aq*,0,...,0,0,...>,
m—p n—q
_(a+ +
=5,...,8,0,...,0,58,,...,8,,0,...,0,0,... ).
H/—/ SN——
m—r n—s
m+n

(de donde Z a; = Z a;, = Z a; + 04+* + Z a; +oay ). Entonces, permutando a y b de for-

_—
ma conveniente, lo cual no viola la condicién de que b € conv(SNa) , tenemos Ha —a H1 =
Hb_b/H1 =BT+ B~ < 2e
También tenemos que

0=> ai=> bi=) af+3 a; =3 8-> 6
i=1 i=1 =1 i=1 =1 i=1
p—1 00 q—1 0o r )
=> af +> af +) oy +> oy - > B - Z/ﬁ Zﬁ_ DN
=1 i=p =1 i=q =1

r4+1 i=s+1
m+n :n—‘rn o
_Za +BY+ > aj-B - Zb’ BY— Y t+B"
i=m+1 i=m+1
m—+n m—+n
:(Zag_zbg)+< Y bg).
=1 =1 i=m+1 i=m+1

(para la cuarta igualdad usamos que

m-+n

p—1 q—1
Dol ) af =) di-oyt—ap
=1 =1 i=1
Z zm m+n 00 00
St S dt <B+_za;> ; (_B_Za;)
i=1 i=q

i=m+1 i=p
m T m+n S
por (8), también que Zb; = Zﬁf y Z b, = Z*Bé— y las definiciones de BT, B™). Por lo
i=1 i=1 i=m+1 i=1
tanto, existe § > 0 tal que
m m m+n m+n
S WD S 3l
i=1 i=1 i=m+1 i=m+1
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Ahora, podemos encontrar un ¢ > 0 menor que el valor absoluto de cualquier entrada no
nula de @’ o &/. Como las entradas de a’ son las mayores y menores entradas de a, podemos

m+k n+k
usar el Teorema 2.20 para hallar nimeros u;, ,u;- € [0, 1} que satisfacen Z My = Z M;' =1y
j=1 j=1

7j € Sk, T; € Spyk tales que

m+k

+ + _ (5t -
Z,ujPTj<a1,...,ap_1,ap ,O,...,O) = (Bl oo B ,c,...,c,O,...,O)
j=1 ,

SN—— SN——
m—p+k k m—r
n+k
/ — — — — —
ZujPT/(% ,...,aq_l,aq*,O,...,0> = (51 yeeos By ,—c,...,—c,O,...,0>
i1 J SN—— ———— ——
J= n—q+k k n—s

(pues

p—1 m m r
Za?—i—a;“*:Za;:5+2b;:ck+2@+,
i=1 =1 i=1 =1

q—1 m+n m+n s

_ —x r_ I -
E a +a, = E a; = —0+ g bi——ck—{—g B,
i=1 i=m-+1 i=m-+1 =1

ye< Bt e< ‘B; ‘, por lo que los vectores de la derecha estédn bien ordenados).
Por el Lema 3.7 obtenemos para 1 < i < s (donde s = (m + k)(n + k)), Ai, \; € [0,1] con

S S
Z/\i:Z)\gzlyai,ageSs tales que

i=1 i=1
S
- + — T
Z)\ipgi<a1,...,ap_1,ap 0,005,000, 0,0 ,(),...,0,0,...>
—1 SN—— S——
= m—p+k n—q+k
_ (5t - — —
=\B-...8 ,¢...,¢0,...,0,8,,...,8,,—¢,...,—¢,0,...,0,0,... |,
—— —— —_———— ——
k m—r k n—s
S
! + + +* - - —*
Z;)\ZP02<041, so1,0,7,0,000,0,00, . o g,0,7,0,...,0,0,.
1= m—p+k n—q+k
_ 45+ - — -
—(Bl,...,ﬁT,—c,...,—c,O,...,O,ﬂl,...,BS,c,...,c,O,...,O,O,...).
—_————— —— —— ——
k m—r k n—s

1< 1<
Asi, tenemos que (2 z; APy, + 5 2; )\;P02> a’ =b'. Notemos que
1= 1=

S S
% (Z AiPo, + ) A§P02> <1,
i=1 i=1
o
donde HH es la norma de operadores. En efecto, si a € E]k es tal que H(az) H1 = Z ‘ai‘ <ly
i=1
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iy A, 0i, 0} como antes, entonces

- (Z AEy 43 )\;PU;) (a)
=1 =1

1 7=1 =1 =1 j
siZ(ZMPaz \+ZX\P )
j=1 \i=1
1 S
“a 2t Z\Paz Nit3 ZXZIP
138 1S 1 1
§2;)\i+2;)\§:2+2:1
Ahora,
R R et
i=1 i=1 :

H (Z/\PUWZ/\/ ) d —a)

< 2€ + 2e < 4e.
1

_1
Por lo tanto, b € conv(SNa) .

Podemos describir conv (SNa) para 1 < p < oo de una manera similar.

e s .. s \P .
Proposicion 3.9. Sea a una sucesion en Eﬂ%. Entonces b € conv(SNa) con 1l <p<oosiy solo
st para todo k € N:

i) Lk(b) < Lk(a).
i) Lp(—b) < Lg(—a).
En particular, Hle < Ha”l.

Demostracién: =) El Lema 3.4 dice que para cada b € conv(Sya), tenemos 7) y ii).
<) Sea b que satisface i) y 7). Con la ayuda del Lema 3.6 observamos que

8], = Zlb | —Zb++2b lim Ly (b%) + lim L (b7)
< i o)+ iy ) = Lo+ o = el =

Por lo tanto, b € %{-
Sea € > 0. Supongamos que podemos hallar V' que satisface i) y ii) y tal que Hb — b’Hp <€y

oo
1
Z b;- = Z a;. Entonces V' € conv (SNa) - conv(SNa)p (por la Proposicién 3.8) y entonces
j i=1

dist (b, conv(SNa)p> <e
para cada ¢ > 0, con lo cual b € conv(SNa) .
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o0

oo o
Para construir & definimos § = Z (ai — bi) = Z a; — Z b;. Entonces ¢ estd bien definido
i=1 i=1 i=1
y es finito puesto que b € E%R. Sid=0,entonces b/ =bybe conv(SNa)p.
Podemos suponer que d > 0, en caso contrario aplicamos la prueba a —a y —b.
Ahora, por hipétesis, sabemos que Lk( — b) < Lk( - a) para todo k > 1 y por el Lema 3.6
Lk.(—b) = Ly (b‘), Lk(—a) =Ly (a_) por lo que Ly (b‘) < L; (a‘) para todo k£ > 1 y entonces
(o, ¢] o

tomando limite cuando k — oo tenemos Z b, < Z a; . Por lo tanto,
i=1 i=1

[e.e] oo o0 o0 o0 oo o0 oo
0= ai—=> bi=Y af =Y b= a; +> by <> af > 0],
=1 =1 =1 =1 =1 =1 =1 =1

oo oo
y entonces Z bl +0 < Z a; .
i=1 i=1

Sean a3 > ag > ... las entradas positivas de a y f1 > B2 > ... las de b. Entonces, existe

N € N tal que para todo n > N
n n
)
Z/Bi +t35< Z ¥
=1 =1
y Bni1 < By (como b € £, B; — 0, por lo que existe el N tal que Syi1 < By). Observemos

que para cada A € R
A A n—oo
<o) =% (0,0,...)
n

n
——

n

en la norma de E% para 1 < p < oco. Podemos hallar k£ € N con

gz
ok R
| ——

k

<
p

DO ™

)
Ampliando k, lo cual no viola la condicién anterior, tenemos que o < Bn — Bn+1.- Podemos
hallar i1, ...,ix € N tal que b;; < 8y para j = 1,...,k. Definimos

b 0 ) . .
blz(bil)i, donde b,L-lz Z+% i€ {it,... ik}
b; caso contrario
Las f1,..., BN son las N mayores entradas de b', pues esas entradas no fueron cambiadas y
1)
Br+1 + = < Bn (es decir, para todo n > N, 8, < fn). Sea E € €, | > N, entonces

2k —
1 + 0 d
Lp(d') < Lg(b )+kzﬁ <SPt Bty <ot ta
y asi b! sigue cumpliendo la condicién 7). Y también sigue valiendo la condicién i7), pues (bl) <

I 0 €
b~. M4s atn, ; (a; —b}) = 2V o — 1;1H < 3

oo
0
Podemos aplicar el mismo procedimiento a b' obteniendo b* con Z (ai — b?) =1 y con
i=1

€
Hbl — b2H < T Este b? atin satisface las condiciones i) y ii). Continuando de esta manera ob-

oo

4]

., n . - . . oy o O

tenemos una sucesion (b )n21 que satisface las condiciones i) y i), con E (al bz) on
i=1
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€

lo== =07, < 55

Esta sucesién es de Cauchy, y entonces converge a algtin ¥'. Como las con-
[e.e]

diciones i) y i) definen un conjunto cerrado, b’ satisface las mismas y Z (ai - b;) = 0. Por lo

i=1

_—
tanto, tenemos b’ € conv (SNa) . Ademis, definiendo b° = b tenemos

o0 - . [e.e] €
lo =l S;Hb Ral® <2

y asi tenemos b’ como queriamos.

Corolario 3.10. Para a € % tenemos conv(SNa) - E]k Y conv(SNa)p = conv(SNa)q para
1 <p,q<oo.

Demostraciéon: Cada b € COHV(SNCL) cumple que Ly (b) < Ly (a) < Z ‘ak‘ < 00, por lo que

k=1
> e <oy be b
k=1
be conv(SNa)p siy solo si L (b) < Ly (a) y Lk( — b) < Lk( — a) siysolosibe conv(SNa)q.

|

. . . ——— <P —

Obtenemos a continuacion una caracterizacién de conv(SNa) cuando a € Eﬁ y de conv (SNa)
cuando a € ¢g.

Proposicion 3.11.

A) Seaa e tf ybe . Entoncesb e conv(SNa)p st y solo si para todo k € N tenemos:

i) Li(b) < Lg(a).
i) Li(—b) < Lg(— a).

B) Sea a € cy ybely. Entonces b e conv(SNa) si y solo si para todo k € N tenemos:

i) Li(b) < Li(a).
it) Lp(—b) < Lp(—a).
Demostracién: Para cada b € conv (SNa)p se verifica i) y i) por el Lema 3.4.

Reciprocamente, supongamos que b satisface i) y 7). Notar que a, b € ¢y en ambos casos. Sean
> By > ... las entradas positivas de by 8] < 85 < ... las negativas y sean af > a3 > ...

ya] <a; <...lasdea. Sea e > 0. En el caso A), existen r y s tales que
© N Up s N p
(;( i )p) Sia (;(az )p) §§a
00 p OO p
_B\P < = —a- )P < =
(Zemr) =5 v (Xeer) s

€ €
En el caso B) podemos elegir r, s tales que oz;r, B;r < 3 parai >ryao; ,3; > —3 parai > s.

+a*en0parai2ry6i_,a;

Definimos unas nuevas sucesiones b’ y o’ fijando las entradas 3", a;

en 0 para i > s.
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Entonces Hb—b’“p <,
y i1) puesto que las mayores y menores entradas de a y b no fueron eliminadas. Por la Proposicién

Zn: A Pyd —V

=1

‘a—a’ H < €. Tenemos que b/, @’ € £}, y que satisface las condiciones 1)
p

< €.
p

n
3.9 tenemos, para 1 <i < n, \; € [O, 1] con Z)\i =1,y 0; € Sy con
i=1

n
Notemos ademds que la norma Eﬁ de operadores de g AiP5, es menor o igual que 1, es decir,
i=1

o 1/p
siaé€ Eﬁ% es tal que H (a) Hp = <Z(ai)p> <1,y A, 0; como antes, entonces

)

i=1
n oo p 1/p p l/p
Sar)| = (S (IXam@]) ) < (S Xor]eaa))
i=1 P j=1 N =1 J j=1 i=1
n 00 P 1/p n
_ )\Z( ‘(Pgl(a))j’) <Y A=1
i=1 j=1 i=1
Entonces
S AiPra—b|| <Y NP (a—d)|| +||D NPrd V| +|[p =b|| <3e
i=1 P i=1 P i=1 P P

lo cual prueba la Proposicion.
|

Observacion 3.12. El Lema 3.6 implica que si b € conv(SNa)7 entonces para cada b que
verifica b < b y ¥/~ < b, donde la relacién de orden es componente a componente, tenemos

que b’ € conv(Sya).
Observacién 3.13. Si a € ¢, entonces conv (SNa) € co. En efecto, si a € ¢y entonces para cada
e > 0 existe ng € N tal que, para todo n > ng se tiene ‘an’ < €.

Sea o : N — N una biyeccién. Sea el mismo ¢ > 0 y sea m = max {ail(j) cjedl,... ,no}}

(el méximo se alcanza pues el conjunto es finito). Entonces, si ¢ > m -+ 1, tenemos que o (i) > ng.
Por lo tanto }ag(i)| < € para toda ¢ > m + 1, de donde o(a) € ¢y para toda o € Sy, es decir,

Sna € co. Ademds, como (co, ||.||s) es Banach, conv(SNa)”‘H(><> C ¢p (cp es cerrado en |||« dentro
de £3°).

Observacion 3.14.

i) Por la descripcién de la Proposicién 3.11 se sigue en particular que si a € ¢y, conv (SNa)
es cerrada incluso en la topolégia débil-* de /g como dual de %. En efecto, si tomamos

an € conv(SNa) tal que a, — x *-débil, entonces veamos que x € conv (SNa). Sea F' € C,

como a, — x *-débil, para todo b € €}, @a, (b) — @a(b) (donde ¢4 (b) = Z a;b;).
i=1

Entonces ¢g,, <Z ei> = Z (an)i < L; (an) < L; (a), y ademas

i€F i€F
Pan <Z€i> - %(Z%) = Zl’z = LF(w),
i€F i€F i€l

de donde Lp (m) < L (a) para todo F' € Cj. Por lo tanto, Ly (:z:) = sup Lp (m) < L (a).
FeCy,
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Ademsis

—Qa,, <Ze¢> = — Z (an)i < —Flélgk A (an)i = sup Z (—an)i = Lk(—an) < Lk(—a),

ieF FeCricp

Z —x; = LF( — a:), de donde
iEF

y por otro lado —¢g,, <Z ei> — — Pz < Z €;

Lk(—aj) :;élgkLF(—:p) < Lk(—a).

m
|
~
Il

Por lo tanto, por la Proposicién 3.11, x € conV(SNa).

ii) Para a € Kﬁ’{ (respectivamente si a € ¢p tomamos p = co) tenemos

conv (SNa)p = conv (SNooa)p

donde Sy, = US" y recordemos que S, actia sobre las sucesiones permutando las pri-
n
meras n entradas.
Ahora estudiaremos los casos donde la sucesion no pertenezcan a cg.

Definiciéon 3.15. Se define F,, = {(ai)i>1 S [O, l]N

F=JFn

neN

: na; es entero para todo z} y

]N. En efecto, para cada € > 0 existe n € N

Notemos que F es un subconjunto denso de [0, 1

1 .

tal que € > — y para cada a; € [O, 1] existe b = — € F,, con m; € N, 0 < m; < n tal que
n n

]N

{ai — bi‘ < €. Por lo tanto, para cada a € [0, 1| existe un b € F, tal que Ha — bH < e

Lema 3.16. Sea a = (1, 0,1,0,1,0,.. ) Entonces

— N
conv(SNa) = [O, 1] .
., — N .. . .,
Demostracion: Que conV(SNa) C [0, 1] es trivial. Vamos a probar la otra inclusién. Para
esto, es suficiente probar que F C conv(SNa). Incluso es suficiente considerar unicamente las
sucesiones con entradas que no sean 0 6 1 infinitas veces, ya que éstas forman un subconjunto
denso de &F. Sea f € JF, una de tales sucesiones. Después de permutar, podemos escribir a f

como
1
f:E ALy ooy Gy MLy ooy Ty e ooy Moy ooy Ty TV« ooy 1T, @
—_——

n n n

S
con a;, my € {0,...,n} paral <i < syl <t<k. Entonces Zai =pn+qdonde 0 <p<sy
i=1
0 < ¢ < n son enteros. Permutamos a = (1, 0,1,0,.. ) a las sucesiones

oV = (1,...,1,0,...,0,1,...,1,0,...,0,...,1,...,1,0,...,0,1,...,1,0,...,0,...>
—— N N — N — e N N — N —

p+l s—p—I mi n—mi mg n—my, mi n—msi
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con | € {O, 1}. Esto podemos hacerlo pues al menos uno de los m; es distinto de n o de 0,
entonces tenemos infinitos lugares para poner 1 y 0.
Asi, la sucesién

o == 49,0 4 2,0
n n
= <1,...,1,q,O,...,O,l,...,1,0,...,0,...,1,...,1,0,...,0,1,...,1,0,...,0,...)
e N N N N’ N N N N —
P s—p—1 mi n—msi mp n—mig m1 n—msi
esta en conv(SNa).
Consideramos ahora la permutacién o : R® — R" tal que (:):1, . ,xn) — (xn,xl, . ,mn_l).
Entonces
= 1 m m
(Pa+)t<1,...,1,0, ) (Z )( ,...,1,0,...,0>:<t,...,t).
—— W—/ — n —— —— n n
me n—ms¢ =0 me n—ms¢
w
Entonces, por el Lema 3.7, para 1 < i < w = n*, existen \; € [0, 1] con Z Ai=1ly (U+)Z. € Sy
i=1
tales que
w
9) ZAZ(Pﬁ)i(l, ,1,0,...,0,...,1,...,1,0,...,0,1,...,1,0,...,0, )
=1 mi n—mi mi n—mri mi n—msi
[ my my mg My mi
- n?"?/rl/? 7n’ ')n7n7"'7n7
m
Por el Teorema 2.20, para 1 <17 < m, existen u; € [0, 1] con Z'“i =1y og; € S; tales que
i=1
“ a a
(10) Z,uini<1,---,1,q,O,---,0>—(1,---,8),
— N Tl N— n n
= p s—p—1
puesp+g 1pn—i—q Za
n ('

.
Por el Lema 3.7 para 1 < j < r = n.w existen \; € [0, 1] con Z)\j =1y enteros i; y k;

j=1
tales que para la siguiente matriz diagonal de bloques se tiene
P%- 0 0
iA 0 (Po)y, 0 ]| ;
j a =
0 0 (PU+) K

(para el primer bloque se usa (10) y para los deméds bloques se usa (9) y por lo tanto f €
conv(SNa’ ) - conV(SNa).
|

Corolario 3.17. Sea a = (az) [0 1} tal que limsup a; = 1 y liminf a; = 0. Entonces
com)(SNa) = [O, 1]N
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Demostracion: conv(SNa) C [O, 1]N es trivial. Veamos la otra inclusiéon. Para esto, supon-
gamos que a € F. Entonces a tiene infinitas entradas 0 y 1. Dado un N > 0 arbitrario, existe

n > N con a € F,,. Entonces podemos permutar ¢ a:

ma mo
a = (1,,0,...,0,1,,0,...,0,...)
n S n Se——
mi1—1 mo—1
para 0 < m; < n enteros. Sean mj.. .., ms todos los numeradores posibles. Denotemos por (1, k)

la permutacién que cambia la primera por la k-ésima entrada y definimos (1, 1) =id. Observemos

que
m
1 11
(1,i)<m,0,...,0> - ( )
—~m n \Wl—/ n n

S T
Por el Lema 3.7, para 1 <i<r = Hmi existen \; € [O, 1] con Z)‘i =1lyo;; €ESyJj=

i=1 i=1
1,...,s tales que
g m; 1 1
ZAZ-P%<J,0,...,0> = ( >
; TN — n n
=1 mj—1
para todo 1 < j < s. Entonces
1 0 0 0 i
0 P, 0 O
r 04,1
' 1 1 1 1
Z)\] 0 0 1 0 a/:<177"'77177 BRI )
7j=1 0 O 0 PO'Z"Q @W—TL/ @_V_J
. . mi m2

N -
y entonces por el Lema 3.16, [—, 1} € conv(SNa). De modo que tenemos
n
—%
[0, I]N = U [N’ 1} - conv(SNa).
NeN

Ahora, si a es arbitrario, entonces un argumento de aproximacién prueba el Corolario: Dado
un b € [0, l]N y sea € > 0, existe un f € J con infinitas entradas 0 y 1, tal que Ha — fH < €. Las
n

consideraciones anteriores producen para 1 <i <n, \; € [O, 1] con Z Ai =1,y 0; € Sy tales

i=1
n
que Z NPy, f — bH < €. Entonces
i=1
n n n
> NiPsa— bH <D APy (a—f) H H D NP f - bH < 2¢
i=1 i=1 i=1
n
pues Z)‘ZP‘” <1 (en efecto, si a = (ai)i>1 € [0, 1]N es tal que HCLH = sup ‘ai‘ < 1, entonces
- €N

i=1

i Ni Py, (a)

i=1

‘ = sup
JEN

i >\z Pgi (CL)
=1

A < supZAﬂPai(a)‘j = Z)\iilelg‘Pgi(a)’j < Z)\i =1
i=1

i JeN i=1
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por lo que <1).
i=1
[ |
Definicion 3.18. Sea a = (ai)i>1 € £, definimos AT = limsupa; y A~ = liminfa;, a; =
méx {a;, A} — AT ya; =min{a;, A"} — A~ yseaa= (a;) y a = (q).
Observacién 3.19. Notemos que @, a € cg. En efecto, como AT = limsupa; y A~ = liminf a;,

lim @; = lim (méx {a;, AT} — A") = lim (méx {a; — AT,0}) =0,
1—00

—00 1—00

il_l')rgogi = zliglo (ml’n {ai,A_} — A_) = zllglo (min{ai — A_,O}) =0.

Ademads, conv (SNE) C ¢p y conv (SNQ) C ¢.

Observacion 3.20. Sea a = (ai)
de [A_, A*]. En efecto:

~1 € {R, entonces podemos escribir a a = a + d + @, con

= Sia; > AT, entonces @; = a; — A", con lo que a; =0+ AT +a;.

= Sig; € [A*, Aﬂ, entonces a; = 0 + a; + 0.

» Sia; < A7, entonces a; = a; — A~ entonces a; =a; + A~ + 0.
Observacién 3.21. Si a € ¢y, entonces Ly, (g) =0y Lk( — 6) =0.

Teorema 3.22. Sea a = (ai) € (. Entonces

i>1

conv(SNa) = conv(SNg) + [A_,A+]N + cam)(SNE).

Demostracién: C) Podemos escribir a a = a+d + @, con d € [A‘,Aﬂ por la Observacion
3.20.

n
Sea b € conV(SNa), entonces para 1 < ¢ < n, existen \; € [O, 1] con Z)‘i =1,y 0; € Sy
i=1
tales que

n

b= zn: APy, (a) = En: NPy (atd+a) = > Ni(Po,(a) + Po,(d) + Py, (a))

i=1 i=1

= Z i Py, (Q) + Z Ni Py, (d) + Z Ai Py, (6) € conv(SNg) + [A*, Aﬂ + Conv(SNE).
i=1 i=1 i=1

Nos resta ver que conv (SNQ) + [A_, A+] N1 conv (SNE) es cerrado. La parte de que [A_, Aﬂ
es cerrada es clara, y por la Observacién 3.19 conv(SNg) y conV(SNd) € ¢y, y entonces por la

Observacion 3.14 i), tenemos que es *-débil cerrado. Ademéds, conv (SNE) esté acotada por HEHOO

y COHV(SNQ) estd acotada por H QHOO. Entonces, por el Teorema de Banach-Alaoglu es *-débil
compacta. Y la suma de ambos también es x-débil compacta. En particular, la suma es cerrada
en norma.

D) Supongamos primero que AT = A~. Notemos que dados a,b € ¢§° tenemos que

be conv(SNa) siysolosi paratodou €R, b+ ue € conv(SN(a + ,ue))
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donde e = (1,1,...). En efecto, si o € Sy, entonces o(a + pe) = o(a) + pe, luego sean para

n n
1<i<n,0;,ESyy N\ € [0,1] con Z)‘i =1 tales que b = Z)V;Pgi(a),
i=1 i=1

b+ pe = Z NPy, (a) + Z e = Z Ni(Ps, (@) + pe) = Z NPy, (a+ pe).
=1 =1

i=1 =1

La otra inclusion es andloga, usando (b + ue) — pe. En particular, si AT = A~ = A, podemos
trasladar a a a — Ae y por lo tanto a — Ae € ¢, es decir A = 0.
Sean by € conv (SNQ), by € conv (SNE) y sea b = by + by, tenemos que

Li(b) = Li (b1 + b2) < Li(b1) + Li(b2) = Li(b2) < Li(a) = Li(a),

Li(=b) = Lg(— b1 —bg) < Lp(—b1) + Lg( —b2) = Lg(—b1) < Li(—a) = Li( —a)

(como b; € COHV(SNQ) € ¢p tenemos que 0 < Lg (bl) < Ly (g) =0y como by € conV(SNE) € o,
0 < Lk( — bg) < Lk( — a) = 0 por la Observacién 3.21). Entonces por la Proposicién 3.11,
be conv(SNa).

Sean b; € conv (SNQ) y by € conv (SNE), entonces b = by + by € conv (SNa). En efecto, existen

b, € conv(Sna) tales que b}, LIk by y by, € conv(Sya) tales que b, Ll by. Sean b, = b, +b!, para

todo n > 1 tenemos que Lj (bn) < Ly (a), Lk( — bn) < Lk( — a) y entonces, por la Proposicién
3.11, b, € conv(SNa). Ademass,

= bl = oy b — (b, + )] < 11—t + oo — 2] —> 0,

lo que concluye que b € conv (SNa).

En el caso que AT # A~, podemos asumir que AT =1y A~ = 0.

Supongamos que tanto la entrada 1 como la entrada 0 estd infinitas veces en a y que hay
solo finitas entradas fuera de [0, 1]. Sean af +1>--->af +1 las entradas mayores que 1 y
a; <--- <« las menores que 0.

Por definiciéon tenemos que a —a — @ € [0, 1}N. Elegimos b € conv (SNE), b € conv (SNQ> y
de [O, 1]N, y sea b = b+ d + b. Es suficiente con que veamos estos b para los cuales b y b tienen

solo finitas entradas no nulas y d tiene por lo menos una entrada racional en (07 1) infinitas veces.

Los elementos con estas propiedades estan densamente en conv(SNg) + [A_, A+]N + conv (SNE).
Sean
F=mix{Lb)— 1 B-min{b0} v ¥ = (), 8 ()

(] K3
Entonces 0 < &/ < by por la Observacién 3.12 tenemos que b/ € conV(SNﬁ).

Andlogamente, b’ € conv (SNQ) y obviamente ' =b—V — b € [O, 1]N.

Si b; = 0, entonces IZ = 0 (ya que méx{l,bi} = méx{l,g+ di} = 1). Asi, V/ tiene solo
finitas entradas no nulas (pues b ya tenia solo finitas entradas no nulas. Solo nos aseguramos
que las que ya eran 0 no cambien).

Lo mismo vale para b’ (b = 0 implica que ¥’ = min{b;, 0} = min {b; +d;,0} = 0).

La sucesién d’ difiere de d solo donde b o b son no nulas. Como hay solo finitas de estas
entradas, d’ tendrd las mismas infinitas entradas racionales.

Entonces tendriamos que ver solo los casos donde:

1) d tenga por lo menos una entrada racional fuera de {0, 1} infinitas veces.

2) by b tengan solo finitas entradas no nulas.
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3) Para cada ¢, a lo sumo b; o b; puede ser no nula.
4) Si b; # 0 entonces d; = 0, y si b; # 0 entonces d; = 1 (puesb?zbj—l—ﬁz()).

Seab=0b+d+b. ~
Sean Bf > > B; las entradas no nulas de by gy < --- < ;" las no nulas de b (que son
negativas). Entonces sabemos que

(51",...,3;,0,...) Econv(SN(af,...,aﬁ,O,...)).

Por la Proposiciéon 3.11 (puesto que b € ¢y lo que implica que para todo k > 1, Lk (b) < L; (E))
q

deducimos que 0 < ¢ = Z Q; Z B+ Anélogamente tenemos que 0 > §' = Z a; — Z B; -

=1 =1
Sea dg € (0, 1) una entrada racional de d que aparece infinitas veces. Fijamos ¢ > 0. Entonces

existe n € N con ndg € N, ndy > r — p, égeyégl—do (dedondedquégl). Ahora
n n n

miremos las sucesiones

a; = <a1++1,...,a:+1,1,...,1,0,...,0>,
N e
p—r+ndo n(l—do)

) )
— <5f+1,...,ﬁ;+1,d0+,...,d0+)
n n

n

y

b = <,3f——‘y—l,...,ﬁg—kl,do,...,d(]).
———

n
Tenemos que

p+n r

Z(al)i:Z(a;r+1)+(p_r+nd0) :iaf+p+ndo

1=1 i=1 1=1

p p p+n
—ZB?+5+p+ndo—Z(6?+1)+n<i+do) = (¥h), -

=1 =1 =1

T p
(en la tercer igualdad usamos que Z af - Z ﬁj =
i=1
Puesto que b € conV(SNﬁ) tenemos que Lj (b’l) < Ly (al) para cada k > 1. Por el Teo-

rema 2.20 puesto que E € Conv(SNal) para cada 1 < ¢ < p + n existen )\:r € [0, 1] con
ptn p+n

Z M =1, of €Sp4y tales que b = Z )\jPU;Lal y entonces
i=1 i=1

ptn

bi—Y AP
i=1

ptn

by — b} Y AP
i=1

)
—<e
n
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!/ !
De la misma manera, podemos hallar n’ € Nconn'dy € N, |—| <, || < doyn/(1—do) >
n
s — q. Sean
az = <a1_,...,as, 0,...,0 ,1,...,1),
—— ——
n/(1—do)+(g—s)  n'/do
_ _ o’ o’
b/2: </81 7"‘7/8(1 ,d[)"‘Tl//,...,d()"—,n/)
n/
y
by = <[31_,...,Bq_,d0,...,d0>.
nl
Tenemos que
q+n’ s q q 5 q+n/
3% o) = Yo ot = 3o vt = S0 (5 ) = S5 ),
=1 =1 i=1 i=1 i=1
ybe COHV(SNQ). Entonces por el Teorema 2.20 y puesto que % € conv(SNag) para cada
q+n’
1 < i < g+ n' podemos hallar \; € [O, 1] con Z A, =1y o, € Sy que satisfacen que
i=1
q+n’
by = Z A;Pg; az y por lo tanto
i=1

q+n' qt+n'
— - / § : -
‘ bg — E >\7, Poi— as|| = ‘ b2 — >\7, P‘Ti_ a9
=1 =1

Segun nuestras consideraciones previas sabemos que después de una permutacion podemos
escribir

!
bg—bIQ = <e.

n/

a= (al,ag,ag), b= (bl,bg,bg) con asg, bs € [0, 1}N, limsupaz =1y liminfaz = 0.
m
Por el Corolario 3.17, para 1 < i < m, existen A, € [0,1] con Z)\; =1y o, € Sy tales que
. i=1
b3 - Z /\;-ngag
i=1

< e. Ahora, usando el Lema 3.7, para 1 < i < s (con s = n.n'.m), existen

S
Ai € [0, 1] con Z A\; = 1 y simultdneamente cambiando los {ndices de o, o; y o/ tenemos

i=1
bQ — Z /\i 0 Pa_— 0 as <e.
b3 i=1 0 0 P, as

Esto prueba la afirmacion.
Si a no tiene infinitas entradas 0 y 1, y tiene solo finitas entradas fuera de [0, 1}, entonces
para € > 0 definimos a’ por

1 siaie[l—e,l—l-e],
aj=4 0 sia€|—ee,
a; caso contrario.
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Entonces Ha - a’H < e. En particular concluimos que HQ — CLIH <ey HE — EH <e
Elegimos

b=b+d+b en COHV(SNQ) + [0, 1]N + conV(SNd).

n

n
Esto es, tenemos b = Z)\iPUiQ, (con \; € [0, 1], Z/\ =1y o; € Sn), Z 6 (con
i=1 i=1 j=1

n/

€ [0, 1], Z'“’j =1lyrjeSy)yde [0, 1]N. Como mostramos antes,
j=1

nl

n
d+ Z \iPya + Z ,ujPTj? € conv(SNa’).
i1 j=1

m
Asf, podemos hallar X; € [0,1] con Z X\, =1y ol € Sy tales que
i=1

n n’ m
(S SRS SN e
i=1 j=1 =1
Entonces tenemos
m n n’ i
Hb —> APy :H <d +) APra+ ) MjPrja> =) _XiPya
i=1 =1 Jj=1 =1
n n’ n n —
S (COMURES W) U I W)
P — i=1 Jj=1
m
H(d{w o +wa%a> > np
i=1

7j=1

/ 2 : /
lPal/_a — )\Z-Paga
=1

P.(E—a +e+ a—a < 4e.

1mm—wW+

v el Teorema sale por la densidad de conv(SNa).

Observacién 3.23. Como vimos en la prueba del Teorema 3.22, la descomposicion
b=b+d+bec conv(SNg) + [A_, A+]N + conV(SNa)

no es tnica. Sin embargo, podemos elegir b y b tales que d; = 0 si bi #0yd; =1s5i b; # 0. La
Observacién 3.12 nos dice atin més, b € conv (SNE) y b € conv (SNQ). Estos b y b son especiales

por ser minimales, esto es, son sucesiones con el menor valor absoluto para cada entrada que
aun dan una descomposicién vélida para b.

Lema 3.24. Sea a € I3’ arbitrario. Usamos la notacion de la Definicion 3.18. Entonces tenemos
que para cada k € N:
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i) Li(a) = Li(a) + kAT,
i) Lip(—a) = Ly( —a) —kA™.

Ademds tememos que

1 1
lim —(a) = limsupa lim ——Lg( — a) = liminf a.

Demostracién: La prueba de i) y ii) es casi la misma que la del Lema 3.6. Para i) distingui-
remos 2 casos. Si @ tiene al menos k entradas no nulas, la afirmacién se sigue inmediatamente,
pues las entradas en donde @ es no nula, son las mayores entradas de a, y a cada una le restamos
AT,

Ahora, si @ tiene solo [ < k entradas no nulas, entonces Ly, (E) = I (d). Sean estas las primera
[ entradas. Entonces a1, ..., a; son las mayores [ entradas de a y cualquier otra entrada de a es
menor o igual a AT. Asi, para cada E € Cs tenemos

l l
a) > ai+ (k—DAT =D @+ kA" = Li(a) + kAT = Ly,(a) + kAT,

de donde Li(a) < Li(a) + kAT,
Pero, por otro lado, para cada ¢ > 0 podemos tomar entradas «j,...,a;_; de a que estan

en [A+ % 6_ l,Aﬂ. Entonces

l k—I l
22%4—20@2; +1AT + (k l)<A+_k6—l)

_Za,+kA+—e—Lk( ) + kAT — ¢,
=1

de donde sale 7).
i) sale de aplicar i) a —a.
1
Ahora probaremos que lim —Lj (a) = limsupa.
k—oo k

>) Para cada € > 0, k € N tenemos que Ly, (a) > klimsupa — €.
<) Notemos que para cualquier ¢ > 0 existen solo finitas m entradas de a mayores que
limsup a + €. Asi, para k > m tenemos

%Lk(a) < %[(al + -+ am) + (imsupa +€)(k — m)]

1 m
= %(al +-Fam) + (1 - E) (imsupa + €) hooe limsupa + e,
lo cual prueba nuestra afirmacién.
Usando lim inf ¢ = — lim sup ( — a), obtenemos la otra afirmacion.

Corolario 3.25. Sea a,b € I3°. Entonces b € com)(SNa) sty solo st para todo k € N
i) Li(b) < Li(a).
it) Li(—b) < Lp(— a).
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Demostracién: =) Es el Lema 3.4.

<) Supongamos que b satisface 7) y ii). Por el Lema 3.24 tenemos que limsup b < limsupa
(dividiendo por k y pasando al limite) y liminfb > lim inf a.

Usaremos la notacién del Teorema 3.22. Entonces podemos escribir

b=b+b+b  donded €[4, AT]" b<0y b>0.
Recordando la Observacién 3.12, podemos elegir la descomposicién tal que
b #0 solosi b, = A" y b #0 solosi b= AT.

El Lema 3.24 dice que Ly (a) =Ly (6) + kAT. Si b tiene al menos k entradas no nulas tenemos
que Ly (b) = Lj(b) + AT y por tanto

Li(b) = Li(b) — kAT < Li(a) — kAT = Ly (a).
Si b tiene solo m entradas no nulas y m < k entonces
Li(b) = Ly, (b) < Lin(a) < Ly (a).
De esta manera, vemos que para cada k, Ly (b) < Li(a).
Puesto que b y @ ambos son positivos, concluimos que Li( —b) = 0 = Ly( — @). Por la

Proposicién 3.11 tenemos que b € conv (SNE).

De la misma manera podemos probar que b € CODV(SNQ). Aplicando el Teorema 3.22 se
termina la prueba.
|

Observacién 3.26. Miremos el problema inverso, esto es, trataremos de determinar cuales
sucesiones dan la misma conv (SNa).

El Teorema 3.22, el Lema 3.24 y el Corolario 3.25 dicen que: conV(SNal) = conv(SNag) siy
solo si

i) liminf a; = lim inf as.
i) limsup a; = limsup as.
iii) Ly(a1) = Lx(@2) y Lk(a;) = Li(ay), k € N.

La tercera condicién solo afecta las entradas que no estdn en [A*,AJF]. Cada una de estas
entrada solo aparecen finitas veces en a; 0 ae. Entonces esta condicién dice que tales entradas
deben aparecer igualmente en a; y ao. Es también interesante que notemos que las entradas que
estan en [A_, A+] no afectan la forma de conv (SNa).

Los siguiente ejemplos ilustran lo dicho:

Ejemplo 3.27. Sea (al,ag,ag, . ) € ¢g arbitrario. Si (al,ag,ag,...) tiene entradas que sean
0, se pueden omitir. Entonces las sucesiones:

((I]_,CLQ,CLg,...),
(O,...,O,al,ag,ag,...),
(07a1707a2707a3707"’)7

y cada permutacién de una de estas sucesiones generan el mismo conjunto conv (SNa).
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Ejemplo 3.28. Sea (al,ag,ag, . ) € [0, 1]N arbitrario. Entonces la sucesiones:

(3,2,2,-1,-2,-2,1,0,1,0,1,...),
(37 27 2, _17 _27 _27 1> a1>07a27 1,&3,0, Qy, 17 s )7
(3,2,2,-1,-2,-2,3/4,1/4,7/8,1/8,15/16,1/16,....),

y cada permutacién de alguna de estas sucesiones generan el mismo conjunto conv (SNa).
|

3.1. El Teorema de Schur-Horn en B(H). Caso diagonalizable.

En la subseccion anterior logramos obtener desigualdades con los funcionales Li que ca-
racterizan a conV(SNa). Usaremos ahora esto, para obtener las posibles diagonales principales
aproximadas de los operadores diagonalizables.

Consideremos el espacio de Hilbert ¢4 = ¢%(N) (el cual es unitariamente isomorfo a cada
espacio de Hilbert separable). Entonces cada operador A € B(&%) se puede identificar con su
matriz en My (Recordemos que denotamos My = My(C) para las matrices de dimensién infinita)
en la base canénica de E(QC

ailr a2 a3
Ao 321 aze a3 ... ’
31 Q32 azz ...

donde a;; = (<Aei, e; >)i,j>1. Sea D el espacio de todas las matrices diagonales acotadas. Entonces
D es isomorfo a ¢3°, donde D estd dotado con la norma de operadores. Sea p la proyeccién de
la diagonal: p(A) = (an, a2, . . ) Consideramos p como una funcién lineal continua para los
operadores lineales acotados de (5°. Para a = (al,ag, .. ) € (¥ sea diag(a) € My la matriz
diagonal que esta dada por (diag(a))iyj = §;ja; para todo i,j > 1. Notemos que diag(a) induce
un operador lineal acotado en B((Z) dado por diagg(a)e, = ane, para toda n > 1, donde
8= (en)n>1 es la base canédnica de Z?C.

Sea U(n) el grupo de isomorfismos unitarios de C* y U el grupo de isomorfismos unitarios
de ¢ (cuando H no sea (2, lo llamaremos U(H)). Convenimos denotar U.a = U*diag(a)U para
el producto de las matrices infinitas, es decir, vemos U como la matriz que representa a un
isomorfismo unitario en la base canodnica de E?C y U.a = {U .a:U e U}.

Con estas notaciones, podemos reescribir el Teorema de Schur-Horn de la siguiente manera
(ver item 1 de la Observacién 2.18): Sea a = (ax,...,a,) € R™. Entonces

p{U*diag(a)U U e U(n)} = conv(Spa).

Buscamos un resultado similar para el caso de dimension infinita.

Observacién 3.29. Sea d € (5. Entonces para U = (u”) € My unitaria (que representa

4,521
un isomorfismo unitario) tenemos que p(U *diag(d)U ) = Od donde O es una matriz doble

estocéstica (O;; = ‘uji}Q para toda i,7 > 1). La prueba es andloga a la del Teorema de Schur-
Horn que dimos en Preliminares.

Proposicién 3.30. Sea a € (3 una sucesion arbitraria y D una matriz doble estocdstica.
Entonces D.a € com)(SNa).
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Demostracién: Por lo visto anteriormente podemos partiraaena =a+c+a dondeay —a
son sucesiones positivas que convergen a 0 y

liminfa = liminfc < ¢; <limsupc = limsupa  para todo j.

Sea D = (dij)z'j>1‘ Elegimos un k£ > 0. Podemos asumir que a; > --- > aj son las mayores

k entradas de @ (pues @ € ¢p). Entonces para E € Cy,

Lg (Dﬁ) = Z (Da)z = Z idijaj < ZZdijaj + Z i d;jay,

i€E i€E j=1 icE j=1 i€E j=k+1
k ) k
= Z Z dija; + ( Z Z dijay, — Z Z dij(lj)
ek j=1 ek j=1 ieE j=1
k k k
= Z Z dija; + kay, — Z Z dijay, = Z (Z dija; + (1 — Z dij)ak>
j=1icE j=1icE j=1 NieE icE

k
< Zaj = Lk(a).
j=1

oo [e.e]
(notemos que ay, es fijo, que Z Z dija; = Zﬁj < Z dij> = de = kay y que
i€E j=1 icE j=1 i€k

Z dija; + (1 — Z dij>ak < @; por ser combinacién convexa). Por lo tanto, Da € conv (SNE),
i€E icE
ya que a tiene las entradas no negativas.

Andlogo para a.

Por otro lado, claramente Dc € [h’m inf ¢, lim sup C]N. Asi, por el Teorema 3.22 queda termi-

nada la prueba.
|

Teorema 3.31. Sea a € (5°. Entonces p(U.a) C conv(Sya)

Demostracion: Para cada U € U, existe D € My doble estocastica tal que p(U*diag(a)U ) =
Da, por la Observacion 3.29, y Da C Conv(SNa) por la Proposicion 3.30.

|
Lema 3.32. Sea a € ¢y(N). Entonces p(u.a) es denso en W.
Demostracién: Sale directamente del hecho de que para a € ¢y tenemos que
conv(SNa) = ConV(SNooa),
por la Observacién 3.14 ii) y el Teorema de Schur-Horn.
|

Observacion 3.33. Antes de considerar otros casos, notemos el siguiente hecho: Sea A un
subconjunto arbitrario de /g y supongamos que sabemos que para cada a € A que p(u.a) es

denso en conv (SNa). Entonces lo mismo vale para a € A.
En efecto, si fijamos un a € A, b € conv(SNa) y € > 0, entonces para 1 < j < n existen

n n
Aj € [0,1] con Z)\j =1l,0;€Snyyl = Z)\jPU].a con Hb—b’” < €. Podemos hallar un o’ € A
j=1 j=1
con Ha — a'H < e.
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n
Puesto que @’ € A, existe un U € U tal que p(U*diag(a')U) — Z)\ngja' < €. Ahora
j=1
tenemos
p(U*diag(a)U) - bH §Hp<U*diag(a)U> - p<U*diag(a’)U) H
n
+ Hp(U*diag(a')U) — Z AjPya
j=1
n n n
D NP =D NiPoal[+ || D> AjPoja— b”
j=1 j=1 j=1
n
SHP(U*diag(a - CL/)U) H +e+ Z APy (a —a)|| + € < 4e.
j=1
|
Lema 3.34. Sea a € (g°(N) tal que
A” =liminfa <a; < AT =limsupa para todo j > 1.
Entonces p(U.a) = [A*,AﬂN.
Demostracién: Si A~ = AT entonces a es constante y entonces p(u.a) =a.
Supongamos que A~ = 0y AT = 1. Por la Observacién 3.33, podemos asumir que a € F

y que tiene infinitas entradas 0 y 1 (por la densidad). Después de una permutacién, podemos
escribir
a=(1,0,01,1,0,00,1,0,03,...)
donde «; € [O, 1].
Ahora elegimos b € F que no tenga ninguna entrada 0 y tenga al menos una entrada diferente

de 1 que se repita infinitas veces. Estas sucesiones forman un subconjunto denso de [0, 1}N, de

modo que si podemos probar que cada una de ellas esta en p(Ua) ya esta.
Sea entonces
b= (ﬁl,...,ﬂp,nl,...,nq,nl,...,nq...).
Sea € > 0. Como al menos una entrada que es diferente de 0 y 1 aparece infinitas veces

en b, podemos asumir que n; € (O, 1). Existe un £ € N tal que 31 + --- + 8, < ke. Sea
(51 + ot Bp)

0= < e. Puesto que b € F podemos asumir (ampliando k si es necesario) que
kny es un entero y que § < ni. Ahora permutamos a y b para obtener
a = <1,...,1,0,...,0,1,0,041,1,0,042,...),
SN—— ——
knq k+p—kni
/
b= <ﬁ1,...,6p,n1,...,nl,nl,...,nq,m,...,nq,...>.
—_———
k
p+k pt+k

(Notemos que Za'l =kni =B+ +08p+k(ni—9) :Zb; yque 81 <1, B1+B2<2,...)
i=1 i=1
Podemos entonces aplicar el Teorema de Schur-Horn y obtenemos que existe U’ € U(k+p) tal

que

p(U'*diag(l,...,l,O,...,O)U'> = (51,...,ﬁp,n1—6,...,77,1—5).

——— N——
knq k+p—kni k
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Consideramos ahora las sucesiones

a”:(l,O,al,l,O,OQ,...) y b":(nl,...,nq,nl,...,nq,...).

1
Sabemos que b € JF) para algun [. Podemos suponer que 7 < e. Entonces existen enteros 0 <

e
m; <1 tales que n; = — (por pertenecer a 7). Permutamos a” y b” para obtener

l
"
a :<1,...,1,a1,0,...,0,...,1,...,1,aq,0,...,0,1...,l,aq+1,0,...,0,...>,
N—— SN—— SN—— SN—— ——~ SN——
mi—1 l—my mg—1 l—myq mi—1 l—mq
"
b" = <n1,...,n1,n2,...,n2,...,nq,...,nq,nl,...,nl,...>.

l l l

(Notemos que a” mayoriza por bloques a b”, en el sentido que el primer bloque de [ elementos
de a” mayoriza el primer bloque de [ elementos de b”, esto se repite en los siguientes bloques
de tamano [). Podemos entonces aplicar el Teorema 2.20 y el Teorema de Schur-Horn de para

hallar Uy ; € U(m) para cada s,t € N tales que

1-— 1—
D U;tdlag 1,...,1,Oés+tq707,,,’0 USt = ns—ﬂ’._.’né}_ﬂ
’ —— —— ’ l l

ms— [—ms
1 Mg 1 ,
Puesto que b € F, tenemos que ng > 7 (ns = 7 y ms es natural, por lo que ng > =) y asi,
J
ninguna entrada es negativa. Formamos
- o -
Ui
U=
Uga
Uiz

obtenemos:
m Sil<i<k+p,

‘p(U*diag(ai)U) — b = ‘nl —(n1 — 6)‘ =)<e

= Sii>k+p,

’p(U*diag(ai)U) — b

p(U*diag(a)U) — bH <e

Por lo tanto, ‘

Teorema 3.35. Sea a € (°(N). Entonces p(U.a) es denso en conv(Sya).
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Demostracién: Si a converge, estamos en el caso del Lema 3.32.

Asi, podemos suponer que limsupa; = 1 y liminf a; = 0. Usaremos la Observacién 3.33 y
nos restringimos al caso es que a tiene solo finitas entradas a; con a; > 1 0 a; < 0, pero infinitas
entradas 1 y 0.

Ahora elegimos un b arbitrario, b € conv (SNa) y un € > 0. El Teorema 3.22 nos dice que

b=b+d+b con be conv(SNg), be conv(SNE) y d€ [O, I]N.

En particular, tenemos limsupb < 1 y liminfb > 0.
Elegimos b y b minimales en el sentido de la Observacion 3.23. Ademas, b tiene al menos una
subsucesion (bik)k>1 que converge a algtin B’ € [O, 1]. Entonces existe un racional B € (0, 1)

con ‘B — B" < % Se define b’ por

sib; € [1,1—1—6],
sib; € [—6,0],

1
b = 0
i B sib e [B/—
b;

€ €

o B/ + 7] )

2 2

caso contrario.

Por la Proposicién 3.11 y la Proposicién 3.8, b’ € conv (SNa), b’ tiene solo finitas entradas fuera
de [O, 1], una entrada racional B infinitas veces y Hb’ — bH <e.

Solo nos queda mostrar que b € p(Ua) para cada b con solo finitas entradas fuera de [0, 1]
y solo una entrada racional en (0, 1) infinitas veces. Esto terminard la prueba, puesto que las

sucesiones con estas propiedades estan densamente en conv (SNa).
Sean af > > osz las entradas no nulas de @ y oy < --- < a las de a. Denotemos por

r P
ﬁfr > > B;{ y B; <+ < B, las entradas no nulas de b y b. Definimos § = Za;” — Zﬂj’
i=1 i=1
Por la Proposicién 3.11 y el Teorema 3.22 tenemos que § > 0. Sabemos que existe un ¢ € N tal
que

) 1)
cB esentero, -<¢ -<1-B y cB>r—p.
c c
Ahora veamos que
a+:<a1++1,...,aj+1,1,...,1,0,...,0>,
S—— ——

cB—r+p ¢(1-B)

B) B)
bt — <5l++1,...,5;+1,3+C,...,B+c>.

(&
Por el Teorema 2.20 y el Teorema de Schur-Horn, que podemos aplicarlos pues

ptc

T
Z(cﬁ)i :Za;r—l—r—i—cB—r—&—p
i=1 i=1
ptc

p p
=0+ Br+p+eB=) B +p+c(B+6) =) (b*),

=1 =1 =1

existe Uy € U(c+p) tal que
p(Uidiag(a®)Uy) = b7,

50



De la misma manera podemos hallar ¢ € N tal que ¢B es un entero y para

s q

o’ o

P Zai— — Zﬁ; < 0 tenemos que |c’| <, |c" < By d(1—-B)>s—q. Entonces para
i=1 i=1

a_:<a1_,...,as_, 0,...,0 ,1,...,1),
—_—— N —
' (1-B)—s+q ¢B

_ _ _ 5/ 5/
b = (51,...,ﬂq,B+c,,...,B+d>

/

C/

existe U_ € U(c’+q) con p(U*diag(a™)U-) = b~ pues
qtc’ s q q 5 qtc
(@)=Y ai +dB=56+Y B +IB=) B +¢ <B+ ) => (b )i
i=1 i=1 i=1 i=1 € i=1

Por nuestra eleccién de a™,a™,b" y b~ podemos permutar a y b a

a=(a*,a”,d) y b= (b",b7,b),

donde o/, € [0, 1]N y limsupa’ = 1, liminfa’ = 0. Por el Lema 3.34 podemos hallar U’ € U
tal que Hp(U’diag(a’)U’*) - b’H <e.

Ahora,
Uy, 0 0
U= 0 U_- 0
o o U

satisface Hp(U*diag(a)U) - bH <e.

Teorema 3.36. Sea a € (5. Entonces p(u.a) = conU(SNa).

Demostracién: Por el Teorema 3.31 tenemos que p(u.a) C conv (SNa), y por el Teorema 3.35
p(u.a) es denso en conv (SNa).

|

Queremos reformular ahora este resultado para operadores. Sea H un espacio Hilbert sepa-

rable. Sea g = (en)n>1 una base ortonormal de J{. Recordemos que definimos Eg : B(H) —

B(H) la funcién que asigna a un operador A € B(H) el operador Z(Aen, en) en @ en € B(H).
n>1
Recordemos ademas que dada a € £>° entonces diagg(a) es un operador en B(J). En este caso

Eg(diagg(a)) = diagg(a).

Teorema 3.37 (Teorema de Schur-Horn en B(J(). Caso diagonalizable). Sean a,c € €. Sea
H un espacio de Hilbert separable con base ortonormal 8 y sea Eg la esperanza condicional en
la base B. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

i) diags(c) € Eg({U*diagg(a)U : U € UW(H)}).

i) Lk(c) < Lk(a) Yy Lk( - c) < Lk(a) para cada k € N.
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4. Diagonales aproximadas de operadores acotados. Caso gene-
ral.

En esta seccién, desarrollaremos parte del trabajo de Antezana, Massey, Ruiz y Stojanoff
[1]. En el mismo, se usa el Teorema 3.37 para conseguir la versién del Teorema de Schur-Horn
en B(H) para el caso de un operador autoadjunto general. Las principales herramientas utiliza-
das son el Teorema de Weyl-von Neumann y las propiedades de operadores aproximadamente
unitariamente equivalentes (desarrolladas en la subseccién 2.4).

En la seccién 3 definimos para una sucesiéon a € /3°, Ly, (a) = sup Z a;.
\FI=k jep
Primero extenderemos la definicién a operadores autoadjuntos arbitrarios en un espacio de
Hilbert H. Nuevamente, denotamos por P al conjunto de proyecciones ortogonales en subes-
pacios de dimension k de H. Recordemos que durante todo el trabajo, cuando hablamos de
proyecciones, nos referimos a proyecciones ortogonales.

Observacién 4.1. A partir de ahora, notaremos ¢! = ({.(N) y £ = (Z(N).

Definicién 4.2. Dado S € B(H)**, definimos para cualquier k € N

Lk(S) = Ps)lelg tr(SP).
k

Observacién 4.3. Lj es unitariamente invariante para k € N, es decir, L (S) = Ly (U*SU)
para todo U € W(K) y S € B(H)™.

El siguiente resultado afirma que la Definicion 4.2 extiende naturalmente la definicién de
Neumann para operadores diagonales.

Proposicién 4.4. Sea § = {en}n>1 una base ortonormal de un espacio de Hilbert H. Sia € (7,
entonces para cada k € N, B

Ly (diagﬁ (a)) =L (a) .
Para probar esta proposicién, antes necesitaremos el siguiente resultado técnico:

Lema 4.5. Sea S € K(H)" y denotemos por X\ la lista de autovalores positivos de S, contados
con multiplicidad (si dim R(S) < oo, donde R(S) es el rango de S, completamos la sucesion con
ceros.) Entonces para cada n € N,

Ademds, si P € Py, es la proyeccion sobre el subespacio generado por un conjunto ortonormal
de autovectores de A1, ..., \,, entonces Ly, (S) = tr(SP).

Demostracién: Sea S € K(H)". Por un lado, es inmediato que si P € P, es la proyeccién
sobre el subespacio generado por un conjunto ortonormal de autovectores de Ay, ..., A,, entonces
n

Ln(S) =tr(SP) =Y _ A

n n
Para verificar que Ly, (S) = Z)‘i basta probar que si Q € P, entonces tr(SQ) < Z)‘i'
i=1 i=1
Fijamos n € N y tomamos Q = Q% = Q* con tr(Q) =n. Sea {ej }j>1 la base ortonormal de
tal que Se; = \je; donde A es la lista de autovalores de S. Entonces
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x(5Q) - iwcgej,e» :i<@ej,5ej> =i<er,Ajej>
_ (ZA eraej ) Z)\aj’

e‘? 6 .
donde o = <Q J j> para j € N
n o
1
Primero veamos que para todo j € N, 0 <a; < —y E aj = 1. Notemos que <er,ej> =
n
j=1

Qej, ;)

<er,QeJ> HQe]H de donde 0 < <Qe],ej> < 1y entonces 0 < < < l . Ademas, como

n

() es una proyeccion tal que tr(Q) = n, entonces existe una base ortonormal { fz} de H tal que

Qfi=fiparal <i<ny Qf; =0 para todo ¢ > n+ 1. Tenemos ademds que para cada j € N,
(o9}

ej = Z <ej, f1>f2 Entonces,

=1

oo o0 1 oo oo o0
ZOZJ':Z (Qej,e) = nz<Q<Z<€j,fi>fi,z<ej,fi>fi>
Jj=1 Jj= 1 j=1 i=1 i=1
1
;ZZ\ ej fi)[ Qi fi) = ~ 221 ej, f)"(fis £i)
7j=11i=1 j 1i=1

1 n 0o
S D UCHIEE WED
7j=1

=1

Ahora queremos ver que

o0 n
tr(5Q) = nzaﬁ\j < Z)\ja
j=1 =1

1 n o
1 igual — Aj— i > 0.
ooqueemgua,quenz j Za]]_

j=1 j=1
n 1 (o9}
ZEA Z%A _Z< a]>AJ Z ajh; > Z(n—a]>/\ D o)
j=1 = j=n+1 Jj=n+1
=\ —<Z%A + Z aj >2An—zajxn:0
j=n+1 Jj=1

(la primera desigualdad vale pues A, < A; para toda 1 < j < n, para la segunda igualdad usa-
n n n n
1 A 1L .
mos que E 1 <n — aj>)\n = ;n z; 1-— E 1 Qjrg = Ay — Z; aj A, y para la dltima desigualdad
j= Jj= j= j=

n oo n
utilizamos que como \; < A, para todo n < j, y entonces Z aj Ay + Z ajNj < Z ajAn)
j=1 j=n+1 j=1

Por lo tanto, tr(SQ) <tr SP Z Aj para todo @ € Py,
J=1
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|
En las seccion anterior habfamos probado el siguiente resultado (Lema 3.24): Si a € /5% y
A'T =limsupa y A~ = liminf a,
(11) ai = méx{ai,A+} — ATy a; = min{ai,A_} — A~ para i €N,
entonces para cada k € N,

(12) Li(a) = Li(a™) + kAT y  Li(—a)=Lg(—a") —kA".

El siguiente resultado extiende (12) para operadores autoadjuntos. Este hecho es necesario
para probar la Proposicion 4.4, pero también es una herramienta bésica para tratar con la
funcién Ly.

Recordemos que dado S € B(H)™, a(S) = méxoc(S) = ||S]|, y a~ = mino.(S5).

Proposicién 4.6. Sea S € B(H)**. Entonces para cada k € N,
Z) Lk(S) = Lk(S+) + k‘oﬂ'(S).
it) Lp(—S) = Lp(— S5-) — ka_(5).

En particular,

 Li(S) - Li(=9)
(13) klggoT =at(9) = HSH@ Y klgrc}o 2 = —a_(9).
Demostracién: Denotemos por a™ = a™(S) y
(14) Py =Py(S) = E[|S]..[ISI] = E[a", [IS]],

donde F es la medida espectral de S. Recordemos que
St = / (t — o) dE(t) = (S — a*)Py.
ot 1]

Entonces S — St = S(I — P,) + at P, < atI. Por lo tanto, para todo k € Ny Q € Py,
(15) tr(SQ) =tr(STQ) + tr((S — SNHQ) < Ly (SH) + ka™,

lo cual muestra que Lj(S) < Li(S1) + ka™ para todo k € N.

Para ver la desigualdad inversa, supongamos primero que tr (Pg) = 00. Denotemos por A la
lista de autovalores de ST, elegidos como en el Lema 4.5.

Sea Qr € P la proyeccién sobre el subespacio generado por un conjunto ortonormal de
autovectores de A1,..., Ar. Entonces Qi < P5. Por el Lema 4.5,

k
tr(SQr) = tr(STQx) +tr((S — SNQk) = D> _ X+ kat = Li(ST) + ka™.
i=1

Por lo tanto, Ly(S) = L (S1) + ka™.

Ahora, supongamos que tr (Pg) =7r < oo. Si k < r, el mismo argumento que antes muestra
que Ly(S) = L(ST) + ka™t. Asi, sea k > r y tomamos € > 0. Puesto que P. = E[a™ — ¢,a™)
tiene rango infinito (de otra manera ||S||, < a® — ¢€), podemos tomar @ < P, una proyeccién
de rango k —r. Si Qr = Q + P>, entonces

Li(9) = tr(SQk) = tr(SP2) + tr(SQ)
=tr(SY) +ra’ +tr(SP.Q) > tr(ST) +rat 4+ (k—r)(aT —¢)
=Li(ST) + ka™ —e(k — 7).
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Puesto que € es arbitrario, Ly, (S) =L (S*) + kat.
La féormula para Lk( — S) se sigue de aplicar el item i) a —S.
Finalmente, como ST € 3((9{)+, estos autovalores convergen a cero. De aqui, por el Lema

4.5, tenemos que
Li(S*
1t 24 ) _ 0,
k—oo k

y de manera similar para Lj( — S-). Por lo tanto, (13) vale.
|
Demostracién: (de la Proposicién 4.4 ). El resultado se sigue de usar el Lema 4.5, la Propo-
sicién 4.6, (12) y las siguientes identidades: Si S = diagg (a) entonces

i) at(S)=ATya_(5)=A".
ii) St = diagg(a™) y S— = diagg(a~), donde a™ y a~ son definidos como en (11).
|

Definicién 4.7. Sea H un espacio de Hilbert, S € B(H), y 5 una base ortonormal de K.
Entonces

D) Usc(S) = {U*SU: Ue u(:H)}.

i) E[Us(9)] = {c € (> : diagg(c) € E@(Uj{(S))}.

Observacion 4.8. Dado S € B(H), la definicién de E[Ug¢(S)] no depende de la base ortonormal
B. En efecto, si 8’ es otra base ortonormal de H, U € U(H) la funcién que manda 8 en 3’y
¢ € 1> satisface diagg(c) = Eg(T) para algin T € Usc(S), entonces

diagﬁl (C) = Udiagﬁ (C) U =UEg(T)U* = Eg(UTU™) € Eg (Ux(S)).
Por lo tanto, {c € (> : diagg(c) € Eg (U%(S))} = E[Us(9)].

Dado un operador diagonal diag(a) € B(H)**, en la seccién anterior mostramos (Corolario
3.25 y Teorema 3.35) que si ¢ € £°°, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) ¢ € B|Usc(diag(a)) |

ii) Lk(c) SLk(a) y Lk(—c) SLk(—a), k e N.

Ahora, nuestro objetivo es generalizar estas equivalencias para todo operador S € B(H)*

(via una reduccién al caso diagonalizable). Necesitamos primero el siguiente resultado sobre
operadores aproximadamente unitariamente equivalentes.

Lema 4.9. Sean S,T € B(H)**. Entonces S € (U}((T))H'” si y solo si

Ug-((S)IHI _ Ug{(T)M|.
En este caso Lk(S) = Lk(T) Y Lk( — S) = Lk( — T) para cada k € N.
Demostracién: Si {Vn}n>1 es una sucesién en U(H) tal que HVnTV; — SH E>OOO, entonces

[VaSVE = 1| = |ViE(S = Vi TV = |[VaT Vi — S| 2570
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De aqui, Us(.S) Ugc(T")" . Por la Observacion 4.3,

Li,(VaTV) = Li(T) y Li(=V,TVy) = Lp(—T)
para n, k € N. Fijando k£ € N tomamos P € P;. Entonces
tr(SP) = lim tr(V, TV P) < lim Ly (VaTV;7) = Ly (T).

De aqui, L; (S) < Ly (T) De manera similar, Lk( — S) < Lk( — T). Las desigualdades inversas
se siguen del hecho que V. SV,, = T cuando n — oo.
|
Ahora si, obtenemos el resultado principal de esta seccién:

Teorema 4.10 (Teorema de Schur-Horn en B(XK)). Sea S € B(H)* y ¢ € €3°. Entonces las
stguientes condiciones son equivalentes:

Z) (RS E[U}((S)]
i1) Lk(c) < Lk(S) Y Lk( — c) < Lk( — S) para cada k € N,
Si una de estas condiciones es vdlida, entonces max o.(S) > limsup ¢ y mino.(5) < liminfc.

Demostracién: El caso diagonalizable fue probado antes en el Teorema 3.37. Notar que,
para deducir esta formulaciéon necesitamos la Proposicion 4.4. Si S no es diagonalizable, por el

Teorema 2.67, existe un operador diagonalizable D € U;C(S)H'”. Por el Lema 4.9, L;, (D) =Ly (S)

y Li(— D) = Li( — S) para todo k € N y Us(D)" = Uy ($)"

. Esto implica que

Elsc(D)]"'™ = Ellsc(S)]''~,

pues la funcién T +— Eg(T') es continua para toda base ortonormal . Por esto, el caso general
se reduce al caso diagonalizable. La observacion final se sigue del hecho de que

L Ly ( —
(16) limsupc = lim M y liminfc = lim M

y por (13).
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5. Diagonales de la clausura en norma 1 de orbitas unitarias.

En la presente seccién estudiaremos el trabajo de Arveson y Kadison [4]. En la misma,
daremos una generalizacion del Teorema de Schur-Horn para el caso de operadores positivos de
tipo traza, actuando en un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita. Para esto, primero
estudiaremos las érbitas unitarias cerradas en £! y las £!-equivalencias.

5.1. Clausuras de 6rbitas unitarias en £'.

Sea 3 un espacio de Hilbert separable y sea A € K(H)™". Recordemos que con A\(A) podemos
formar una sucesién A de términos positivos reordenados en forma decreciente, con repeticiones
de acuerdo a la multiplicidad, por la Observacién 2.43 y tenemos que A\j+Ag+... = tr(A4) € [0, 0]
y que a tal sucesién la llamamos lista de autovalores de A.

La féormula anterior muestra que A es de tipo traza si y solo si su lista de autovalores pertenece
a 01, y el conjunto de todas las listas de autovalores en ¢! es un cono *débil cerrado, donde la
topologia *-débil en ¢! deriva de la identificacién de ¢! con el dual de cy.

La lista de autovalores de A no es una invariante completa para equivalencia unitaria porque
no detecta los autovalores cero, excepto cuando A es de rango finito. Por ejemplo, si A tiene
infinitos términos Ay positivos en su espectro y tiene nicleo trivial, entonces A y A @ 0 (donde
0 es un operador cero en algin espacio de dimensién positiva) no pueden ser unitariamente
equivalentes a pesar del hecho que ambos tienen la misma lista de autovalores.

Para el caso operadores tipo traza es descrito como sigue:

Notaciones: Recordemos que £! = £L!(H) es el espacio de Banach de todos los operadores tipo
traza en un espacio de Hilbert J{ con respecto a la norma traza ||A|; = tr|A|. Dada una lista
de autovalores A € ¢!, ) denota el conjunto de todos los operadores tipo traza en H teniendo a
A como su lista de autovalores. Dado un operador positivo A € B(H), ¥(A) denota la clausura

en norma traza de la érbita unitaria de A, es decir, ¥(A) = Ug{(ﬂ)”'Hl.
Definicién 5.1. Dos operadores tipo traza A, B se dicen que son £!-equivalentes si existe una

sucesion de operadores unitarios (U,),>1 tales que HA - U,BU}||, — 0 cuando n — o0, 0
equivalentemente, ¥(A) = 9¥(B).

I

Proposicién 5.2. Sea A un operador tipo traza positivo en B(H) y sea X su lista de autovalores.

i) 9(A) es un espacio topolégico métrico separable en el cual el grupo unitario de H actia
minimamente, es decir, {UAU* U e U(fH)} es el menor denso en 9(A).

i) 9(A) = Ox; en particular, la lista de autovalores es una invariante completa para L*-
equivalencia.

iii) Dos operadores A, B tipo traza positivos son L'-equivalentes si y solo si A©0 y B&0 son
unitariamente equivalentes, donde 0 denota el operador cero en un espacio de Hilbert de
dimension infinita.

iv) Si X tiene solo finitos términos no nulos, entonces ¥y consiste de una drbita unitaria simple
{UAU* U e u(fH)}.

Demostracién: i) 9, es un subconjunto cerrado de £! y, por lo tanto, un espacio métrico
completo separable. El hecho de que la érbita para cada punto de ¥(A) bajo la accién de U(H)
es denso en Y(A) se sigue del hecho de que la £!-equivalencia es una relacién transitiva.

ii) Sea B otro operador tipo traza positivo con lista de autovalores p. Tenemos que mostrar
que A y B son L'-equivalentes si y solo si A\ = p. Para la implicacién ida se usamos B puede
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ser aproximado en la norma de £! por operadores unitariamente equivalentes a A, con lo que
A ~ By por el Teorema 2.66 0(A) = o(B), de donde A = pu. Reciprocamente, si A y B son dos
operadores tipo traza positivos con la misma lista de autovalores A = (Ai)i>1’ entonces por el
Teorema espectral 2.31 podemos descomponer A y B como sigue: A = A, + R,, B= B, + S,

donde A, y B,, son operadores de rango positivo con lista de autovalores ()\1, ey An, 0, ) y
oo
donde los restos R, y S, satisfacen HRnH1 = HSnHl = Z | Ak |-
k=n+1

Puesto que A, y B,, son unitariamente equivalentes para cada n > 1 y como HRnH1 y HS"H1
tienden a 0 cuando n — oo, se sigue que existe una sucesién de operadores unitarios {Un}
tales que HB - UnAU;;H1 — 0.

iii) Es una consecuencia de ii) que afirma que A y B son £!-equivalentes si y solo si ellos
tienen la misma lista de autovalores. De hecho, es claro que si A y B tienen la misma lista de
autovalores A, es decir )\(A) = )\(B), entonces A ® 0 y B @ 0 son unitariamente equivalentes.
Reciprocamente, si A@® 0y B @0 son unitariamente equivalentes entonces )\(A @ O) = )\(B P O),
asi mismo )\(A) = )\(B). En efecto, si )\(A @ O) no tiene entradas nulas, entonces tampoco las
tendrd A(A) (y andlogo para B), por lo que A(A) = A(A @ 0) = A(B® 0) = A\(B), es decir,
/\(A) = )\(B). Si )\(A o O) tiene entradas nulas, las entradas no nulas de /\(A & 0) y las de )\(A)
coinciden y ambas tienen infinitas entradas nulas, de donde )\(A) = )\(A@O) = )\(B@O) = )\(B).

Finalmente, notemos que iii) implica iv), puesto que si A es un operador de rango finito con
lista de autovalores A, entonces todos, excepto un nimero finito de componentes de A, son 0.
Por lo tanto A es unitariamente equivalente a A @ 0, y en consecuencia, todo operador de ) es
unitariamente equivalente.

n>1

5.2. Diagonales de operadores de tipo traza.

El siguiente resultado proporciona una generalizacién a dimensién infinita del Teorema de
Schur-Horn para operadores de tipo traza.

Teorema 5.3. Sea A un subdlgebra abeliana discreta mazimal de von-Neumann en B(H), sea

E : B(H) — A la traza que preserva la esperanza condicional en A y sea A = ()\Z) una

i>1
sucesion decreciente en (' con términos no negativos. Entonces E(1)) consiste de todos los

operadores de tipo traza B € A cuyas lista de autovalores p = (pi)l.>1 satisface

(17) Li(p) < Li(A), k=>1
junto con
(18) tr(p) = tr(N).

El Teorema 5.3 se deducira de la siguiente afirmacién més general, que trata sobre las dia-
gonales de los operadores en K (3)".

Teorema 5.4. Sea A C B(H) un subdlgebra abeliana discreta mazimal, con la esperanza con-
dicional natural E : B(H) — A. Sea A € K(H)T con lista de autovalores X = ()\i)i>1’ y sea

B € X(A)*t. Las siguientes condiciones son equivalentes:
i) Eziste una contraccion J € B(H) tal que E(J*AJ) = B.

i1) La lista de autovalores p = (pi)izl de B satisface Ly, (p) < L ()\) para k > 1.
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La demostracién de Teorema 5.4 requiere un resultado geométrico, que afirma que si p =
(pl, ey pn) vA= ()\1, ey An) son dos listas de autovalores finitas que satisfacen las primeras
n desigualdades (17), entonces las componentes de A se pueden reducir a fin de preservar las
primeras n — 1 desigualdades, consiguiendo la igualdad para n.

Lema 5.5. Sean p = (pl,...,pn) Yy A= ()\1,...,)\n) dos n-uplas decrecientes de nimeros
reales no negativos de longitudes n > 1 satisfaciendo p < A. Existe una sucesion decreciente

p=(p1,. .., pm) tal que 0 < py, < A,
pr+ ..+ pe<p1+...4+pr para 1<k<n

PrtootPa=pn+. ..+

Demostracién: Se hace por induccion. El caso n = 1 es evidente.
Fijamos n > 2 y suponemos que las hipdtesis son verdaderas para las (n — 1)-uplas. Sea

D:{M:(ul,...,un) ER": w1 >...2pun >0y pp < Mg, 1§k§n}
y consideremos el conjunto convexo compacto K C R"
K={neD:Li(p) < Li(n), 1<k<n-1}.

Puesto que f(x) = x1 + ...+ z,, es un funcional lineal en R"™, f(K) es un intervalo cerrado
I C R. Tenemos que mostrar que p; + ...+ p, € I. Para esto es suficiente probar que existen
puntos z,y € K tales que

flx) <pi+...4+p0 < fy)

Tomando y = A € K, tenemos que p1 + ... +pp < A\ + ...+ Ay = f(y).
Para hallar = usamos la hipétesis inductiva para obtener ntmeros p; > ... > pp—1 > 0
satisfaciendo

0<pk <X, Lip(p) <Li(p) para 1<k<n—2 'y Lp1(p)=Ln1(p).

El punto z = (ul, e M1, 0) pertenece a K y satisface f(x) = p1+- - +pp—1 =p1+...+pp—1 <
p1+...+Dpn.
[

Si A€ K(H)T con lista de autovalores ()‘i)i>1 y recordando que P, es el conjunto de todas
las proyecciones de dimensién n en B(3(), el Lema 4.5 nos dice que
(19) sup tr(AP) = méx tr(AP) = X\ + ...+ Ay = Ly(N).

PeP, PEPn

Demostracién: (del Teorema 5.4) i) = i) Sea {en}n>1 una base ortonormal para JH con la
propiedad que <Ben, en> =p,, n>1. Paran>1, sea E, = [en} la proyeccion ortogonal sobre
C"-epn, n>1.

Fijando k y escribiendo como E la proyeccién sobre el espacio generado por {ei 1 1<i < k:}
y F' la proyeccién sobre el rango de la contraccién positiva JEJ*. Tenemos que

Li(p) = tr(BE) = tr(EJ*AJ) = tr(AJEJ*) < tr(AF)
(pues Li(p) = p1 + -+ pr = (Be1,e1) + -+ + (Bey,er) = (BEey,e1) + - + (BEey, e;) =

tr(BE) = tr(EB) por el Teorema 2.53 y porque B € L', de donde BE € L! y la tltima
desigualdad vale pues como F' es la proyeccién sobre el rango de JEJ*, entonces JEJ* <
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F,y como A € K(H)", tenemos AV2JEJ*AY? < AYV2FAY2 vy por lo tanto tr(AJEJ*) =
tr(AV2IEJ*AV?) < tr(AV2FAY?) = tr(AF)),
Como F' es una proyeccién de rango a lo sumo k, la estimacién (19), implica que

tr(AF) < sup tr(AF) =M+...+ A= Lk()\),
dimF=k

de donde sale que Ly (p) < L (/\)
ii) = i) Sea B € K(A)" cuya lista de autovalores p satisface las desigualdades ii) y sea
{en}n>1 una base ortonormal de H tal que E; = [ei}, 1 > 1 son las proyecciones minimales

de A. Puesto que cada permutacién de la base {en} es implementada por un operador unitario
W € B(H) satisfaciendo WAW™* = A, se puede asumir sin pérdida de generalidad que Bey =
DPk€k, k > 1.

Construimos una sucesiéon de operadores J,, € B(H), n > 1, de la siguiente manera: consi-
deramos la representacion espectral de A,

A= &G®&
k=1

donde {& > 1} es un sistema ortonormal en H que consiste de autovectores de A. Fijamos
n y sean H,, es espacio lineal generado por {fi 1 <i< n} y A, la restriccion de A a H,. La
lista de autovalores de A,, es ()\1, el /\n), asi por el Lema 5.5 existe una sucesién decreciente
uw= (,ul,...,,un) satisfaciendo 0 < pp, < Mgy paral <k <nypi+...+pr < pu1+ ...+ i para
cada 1 < k < n —1 con la igualdad valiendo para k = n. La sucesiéon u claramente depende de
n pero se puede suprimir de la notacién ya que p pronto desaparecera.

Consideramos el operador B, definido sobre H,, por pedir que B¢ = purér, 1 < k <n. La
lista de autovalores de B,, domina a (pl, ey pn) como en la hipétesis del Teorema 2.17, por lo

tanto, existe una base ortonormal {egn) 1< < n} para H,, tal que

<Bne,(€n),e,gn)> =pr, k> 1.
Puesto que 0 < B, < A, se sigue que
pr < <Ane,(§n),elgn)> = <Ae,(§n),el(€n)>, k>1.

Sea J,, € B(H) el operador definido por Jyer = e,(cn) para k > 1y J, = 0 en el complemento
(n) (n)
ortogonal de [61 R ]
Se puede construir una sucesion {Ji}z’>1 de isometrias parciales de rango finito en B(H) que

satisfacen el sistema de desigualdades
(20) pr < (Adner, Jner), 1 <k <n.

Puesto que la bola unitaria de B(H) es secuencialmente compacta en esta topologia débil de ope-
radores, existe una subsucesion estrictamente creciente (ni)i>1 y una contraccién Jo, € B(H) tal

que <Jnj,u, §> — <Joou, §> cuando j — oo, para cada u,§ € H (Jo es una contraccién, pues para
todo g con Jy| = L. [{Zoe(@)5)] = 1im_| (o (@) 53], pero |{ Ju(@).s)] < [l o] <

1,‘” por ser J,, isometria parcial de rango finito, entonces ’<Jnl(1:),y>‘ < HZL'H, de donde
Joo(@)]| = sup |(Juo(2),y)| < [|z||). Afirmamos que Jo satisface
lyll=1

IN

(21) pi < (Adser, Jooer), k> 1.
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Para ver esto, fijemos el k y notemos que para cada j suficientemente grande, (20) implica
P < <AJnj €k, Jn; ek>. Cuando j — o0, Jp; ey tiende a Jey en la topologia débil de 3, es decir,
<Jn].ek, f> — <Jooek, £> para toda & € H. Puesto que A es un operador compacto,

HAJn].ek — AJOOekH —0 cuando j — o0,
es decir,

<AJnjek — Adsoer, Adp e — AJooek> :<AJn].ek, Jnjek> — <Jooek, AJnjek>
— <AJnj€k7 Jooek> + <Jooek, Joo€k> —0

por lo tanto el producto interior <AJnj €k, JIn; ek> converge a <AJooek, Jooek> pues

<AJn].ek, Jnjek> — <AJooek, Jooek> :<AJn].ek, Jnjek> — <Jooek, AJnj€k> + <Jooek,AJnjek>
— <AJnjek, Jooek> + <AJnjek, Jooek> + <Jooek, Jooek>
— <Jooek, Jooek> — <Jooek, Jooek>
:<AJnjek — Adscer, Adn,er — AJooek> + <Jooek,, Ady, ek>
+ <AJnjek, Jooek> — 2<Jooek, Jooek> —0

y sale la desigualdad (21) que afirmamos.

Finalmente elegimos {ti}i>1 € [O, 1] tales que p = tk<AJoo,uk, Joouk> para cada k. Llaman-
do D e B(H)ala contraccién definida por Dej, =/t e, k> 1, se encuentra que el operador
J = JoD satisface <J*AJek, ek> = pr, k > 1 y entonces se sigue la férmula requerida

o0 oo
E(J*AT) = ZEkJ*AJEk = ZpkEk = B.
k=1 k=1
|
Demostracién: (del Teorema 5.3) Sean, para ¢ > 1, F; las proyecciones minimales de A y
sean {ei}i>1 una base ortonormal de H tal que Ej es la proyeccion [ek}, k>1.

Primero mostraremos que para cada operador de tipo traza A € B(H) con lista de autovalores
A, la lista de autovalores p = (pn)n>1 de B = E(A) (pn, = <Aen,en> para todo n € N) debe

cumplir que L, (p) < L,(A), n >1 y_tr (p) = tr(/\). Permutando los elementos de la base {ek}
apropiadamente y renombrando los e se puede asumir que Bey = prex, k > 1.
n

Sea P, = Z E}, la proyeccién sobre [el, . en]. Para A € B(H),
k=1

o0

tI‘(AEk) = Z <AE1€€¢, ei> = <AEk€k, €k> = <A€k, €k>,

i=1

n n n

entonces tr(APn) = tr <AZ Ek) = Z (tr(AEk)) = Z <Aek, ek>. Como ademds A es un ope-
k=1 k=1 k=1

rador compacto con lista de autovalores A, se puede usar (19) para escribir

n

Ln(p) =p1+...+pp = Z<Aek,ek> :tr(APn) <MA+...+ A\, = Ln()\).
k=1

Ademis, tr(p) = Z <Ael-, ei> = tr(A) = tr()\).

i=1
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Reciprocamente, sean p y A dos listas de autovalores sumables que satisfacen (17) y (18), y
sea B un operador positivo de tipo traza en A con lista de autovalores p.
Una vez mas, renombrando la base ortonormal {ek}, se puede asumir que

Bey = preg, k> 1.

Elegimos cualquier operador positivo de tipo traza A € B(H) teniendo la lista de autovalores A,
y sea P la proyeccién sobre la clausura de AH. El Teorema 5.4 implica que existe una contraccion
J € B(H) satisfaciendo

P = <AJek, Jek> para k > 1.

Cambiando J con PJ si es necesario (pues <AJek,Jek> = <PAPJek,Jek> = <APJek,PJek>)
se puede también asumir que JH esta contenido en PH, y en este caso se afirma:

(22) JJ* = P.

En efecto, primero veamos que P — JJ* > 0. Como J es una contraccién cuyo rango estd
contenido en PH y usando J = P.J, tenemos JJ* = PJ(PJ)* = PJJ*P (pues P* = P = P?).
Ademas

17 < g = P = P <
es decir, JJ* < I de donde tenemos que JJ* = P(JJ*)P < PIP = P.

Ahora notemos que si A/2 (P — JJ*)AI/2 = 0 entonces P — JJ* = 0. En efecto, si A/2 (P —
JJ*)A1/2 = 0, entonces para toda x € H tenemos que <A1/2 (P — JJ*)A1/2$,$> = 0. En
particular, para A2z tenemos 0 = <A1/2 (P — JJ*)A1/2A1/2:U, A1/2:1:> = <(P — JJ*)Ax, Ax> y
como P — JJ* >0, (P - JJ*)AQJ =0(SiB>0y <Ba:,:n> = 0, entonces Bx = 0). Por lo tanto
(P—JJ*) (Aﬂ-f) =0y como R(P—JJ*) C P(iH) = AKX y ker (P—JJ*) = R(P—JJ*)L = ﬁl,
entonces P — JJ* (donde R(P — JJ*) es el rango de (P — JJ*)).

Entonces basta mostrar que el operador positivo Al/Q(P — JJ*)Al/2 = A— AYV2]J*AL/?
tiene traza cero (ya que si A > 0y tr (A) = 0, entonces A = 0), o equivalentemente,

tr(AYV2 ] AY?) = tr(A).

Ahora tenemos que

tr(Al/zJJ*Al/Q) =tr(J*AJ) = i (Adep, Jen) =tr(p) = tr(A) = tr(A).

n=1

(pues tr(AYV2JJ*AV?) = tr(J*AY2AY2]) = tr(J*AJ)). Por lo tanto, nuestra afirmacién (22)
es verdadera.

Ahora, J es una coisometria por (22), entonces se puede cambiar un por isomorfismo isométri-
co suyectivo U : H — PH & ker J usando la proyeccion @ : H — ker J como sigue:

U= JEDQE, e H.

Ahora consideremos el operador Ag © 0 € B(PH & ker J), con Ay denotando la restriccién
de A a PH = AH. Puesto que Uey, = Jeg, ® Qe = Jep, © 0, k > 1, tenemos

<(A() @0)U€k,U€k> = <AJ€k,J€k> =pr, k>1.

Entonces U* (Ao @ 0)U es un operador positivo de tipo traza en B(JH) satisfaciendo

o0
E({U* (Ao ®0)U) =Y ppFy = B.
k=1
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Como, por la Proposicién 5.2 iii), U*(Ag @ 0)U tiene la misma lista de autovalores que A,
la misma Proposicién 5.2 i7) implica que debe pertenecer a J(A4) = ¥y.

A continuacién veremos un ejemplo que muestra que en general E( {U *AU : U € UW(KH) } Il )

estd estrictamente incluido en E({U*AU U € U(CH)})
1

Ejemplo 5.6. Sea A € B(H) tal que A\(A4) = (zn)n>1
0e B({UAU U ew@0)}),  pero  0¢ B A v eugop " )
o o 1
Primero notemos que A € £, pues tr Z Z on = 1 < o0.
Tenemos que, Lk _0<22n YLk(—O)ZOSOZLk(—A).

Por otro lado, tr( ) =0# tr( )
Por lo tanto, por el Teorema 3.37, tenemos que 0 € E({U*AU U e U(J‘C)}), en cambio,

por el Teorema 5.3, 0 ¢ E( {U*AU : U € U(ﬂ'f)}”“l )
|

Sea ahora el espacio de Hilbert ¢2 y {ek} x> 1a base ortonormal canénica. Dado T' € B(£?)
lo identificaremos con su matriz asociada en la base candnica.

Corolario 5.7. Sea la sucesion p = (pk)k>1 con 0 < pi <1 para todo k > 1, y sea m un entero
positivo. Las siquientes condiciones son equivalentes:

i) Eziste una proyeccion P € B(?) de rango m, cuya matriz de representacion en la base
canonica tiene a p en su diagonal.

i) tr(p) =m.

Demostracién: i) = ii) Como P € B(£2) es una proyeccién de rango m (de donde su lista de

autovalores es A = (1, .., 1,0,.. )) existe una base ortonormal {’Sk}k>1 tal que P& = & para
— 2
m
oo m
1<k <my P& = 0 para todo k£ > m. Entonces Z <P§k,§k> = Z <§k,§k> = m, de donde

k=1
tenemos que P € L', y entonces por la Observacién 2.50 tenemos que la traza es independiente
de la base ortornormal elegida. Por lo tanto,

o0

tY(P) =p1+p2t--- =Z<P€i,€z’> =Z<P5k,§k> =m.
k=1

=1

i1) = i) Como tr(p) = m < o0, entonces la sucesiéon pry — 0. Ademads pr > 0 y las
permutaciones de N son implementadas por operadores unitarios en £2(N), con lo que podemos
considerar solo el caso de que p sea una sucesién decreciente.

La lista de autovalores de una proyeccién de rango m es

/\:<1,...,1,0,...)
N——

m
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y 9 consiste de todas las proyecciones de rango m en B(¢2), por el cdlculo funcional. La hipStesis
i), junto con 0 < pi < 1 implican que L,(p) < L,(A) vale para cada n > 1. Por lo tanto, el
Teorema 5.3 implica que existe un operador en ¥y con la sucesién p en la diagonal.

|

Observacion 5.8. De forma similar se puede probar el siguiente enunciado:
Sea p = (pk)>1 una sucesién de ntumeros en el intervalo unitario 0 < pi < 1, y sea m un
entero positivo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) Existe una proyeccién P € B(¢?) tal que el rango de 1 — P = m, cuya matriz de represen-
tacién en la base canénica de ¢2 tiene a p en su diagonal.

i) > (1-p;) =m.

=1

64



6. Diagonales de proyecciones

En la presente seccién estudiaremos parte de los trabajos de Kadison [7] y [8]. El resultado
mas importante obtenido aqui, es la caracterizacién por medio de condiciones necesarias y su-
ficientes, de las sucesiones a = (an)n>1 C [0, 1] que son diagonales principales de proyecciones
ortogonales.

Proposicion 6.1. Dado un espacio de Hilbert H de dimension n con {61, .. .,en} como base
ortonormal , sean Hy un subespacio de H de dimension m y H, su complemento ortogonal.

Si a es la suma de los cuadrados de las longitudes de las proyecciones de r elementos de
la base sobre Hy, y b es la suma de los cuadrados de las longitudes de las proyecciones de los
restantes n — r elementos de la base sobre Hj,, entonces

a—b=m-n-+r.

Demostracion: Sean {ei 11 << n} una base ortonormal de JH, {fi 1< < m} una base
ortonormal de Hy y { firm+1<i< n} una base ortonormal de Jj,.

m m
La proyeccién y; de e; en Hy es Z <ej, fk>fk, entonces HyjH2 = Z ‘<ej, fk>|2 Por lo tanto,
k=1

k=1
rom

a=>"> ej fu)l"

j=1 k=1

n
.7 !
La proyeccién z; de e; en H; es E <ej, fk> fr entonces

k=m+1
507 = S e fidl =1=3" (e, )]
k=m+1 k=1

n
pues 1 = HejH2 = Z ‘<e]~, fk>|2 (por la ecuacién de Parseval). Por lo tanto,
k=1

b= > (1= e do)) =n— (1) 1= 37 3" e )]
j=r+1 k=1 Jj=r+lk=1
y
a=b=>"% Wej fi)|"=n+r+ 3 > [ess fi)[*
j=1k=1 j=r+1k=1
= ZZ‘<€j’fk>|2 —n+r= ZZK@,]‘"@F —n+r=m-n-+r.
J=lk=1 k=1 j=1
(donde la dltima igualdad vale pues Z ‘<ej, fk>‘2 = kaH2 =1). [ |
j=1
Notacion: Dada una sucesién (aj)]él € [0, 1]N, le asociamos dos sucesiones definidas de la

/

siguiente manera: (aj)j21 son los a; que pertenecen a (1/27 1]N y (a;f)j21 los que pertenecen a

[0, 1/ 2]N (Las sucesiones pueden ser finitas o infinitas).
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Teorema 6.2. Sea una base ortonormal {en}neN del espacio de Hilbert H y sea (aj)j>1 € [0, 1]N
una sucesion dada. -

Sean (a;)j21 Yy (a;-’)j21 las sucesiones definidas antes y se definen
o0

a:ia;/, Y szl—a;.
j=1 J=1

Entonces existe un subespacio de dimension infinita v de H, con complemento de dimension
. . 2 ) - .
infinita, tal que HFejH = a; para cada j, donde F' es la proyeccion ortogonal con rango v si y
[e.e] [e.e]

solo si Zaj Y Z 1 —a; divergen y se cumple alguna de las siguientes condiciones:
7=1 7j=1

i) a o b es infinito.

i1) ambos son finitos y a — b es un entero.
Demostracion: Sea (ai)izl € [0, 1]N. Si {ei}izl es una base ortonormal de H, nos podemos
restringir al conjunto de los e; para los cuales a; € (0, 1). En efecto, si definimos I = {z €
N: a; € {0, 1}} y Hpoy = span{ei : 1€ I}, podemos escribir H = Hyg 1y @ J{{Lo,l}’
donde {ei}ii 7 es la base ortonormal de 3{%-0 1} Entonces, si construimos la proyeccién ortogonal
. 0
Fs e 3(%?0 1}) la podemos extender a H de la siguiente manera: Sea F' = < 01 I > € B(H)
’ 2
con I = Z e ®e;, Fy € B(}C{O 1}). Entonces F' = F'* = F? es la proyeccién buscada.
i€l:a1=1
Si {N jiJ€ N} es un conjunto de subconjuntos de N que son dos a dos disjuntos y su uniéon
es N, tales que para cada j € N se puede hallar una proyeccién F; cuyo rango estd contenido en
el subespacio cerrado generado por {en :neN j} que cumple que

2
HEjenH = ap paran € Nj y
Eje,, = 0 para cualquier otro e,
oo
entonces F = Z E; es una proyeccion tal que HFejH2 = a; para cada j € N.

Jj=1
Construiremos ahora tales conjuntos:

Sean
N’:{jeN:a,E(;,l)} v N”:{jeN:aje@,;)}.

Primero veremos que 7) implica la existencia de v y F. Para eso, suponemos que a = 00.
Sea n(1) el menor natural n para el cual a] +af +aj + ... +aj, > 3. Puesto que aj < 1y

1
cada a < 5+ tenemos que n(1) > 5.

Sean by = af y ba,..., by los {a’z’, - ,ag} reordenados en forma decreciente. Sea m(1) el
menor natural tal que aj + b1 + ...+ by, > 3, de donde tenemos que

m(1)—1
5<m(l)<n(l) y di+ > b;<3
j=1

(m(1) puede llegar a ser menor que n(1), ya que al estar reordenados y al sumar primero los
mayores puede hacer falta sumar menos b; para superar 3).
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m(1)—1
Sean @ = 3 — a) — bj, blrn(l)—l =bpa-1tay bin(l) = byp(1) — G-
j=1
Entonces
m(1)—2
Clll + Z bj + blm,(l)—l = 3
j=1
y / /
0< bm(l) < bm(l) < bm(l)fl < bm(l)—l <1
m(1)
Para la primera desigualdad usamos que a} + b; > 3, de donde
1 J
j=1
m(1)—1
j=1

Para la tiltima desigualdad usamos que tanto by,(1), como by,(1)—; es alguno de los a (< 1/2),
por lo que by 4y 1 = by1)—1 + @ < byp()—1 + b1y < 1)

Sea Nj el conjunto de todos los indices de a; en {a’l,a’l’, .. ,az(l)} que corresponden a
{a},b1,.. .,bm(l)_l} (recordar que {by, ... ,bn(l)} son los {af, ... ,a;fb(l)} reordenados). Sea j(1)
el indice de a; en {af, ... ,az(l)} que by,(1y representa, j(2) el indice de a; que aj representa y
7(3),7(4),... los demds nimeros en N” — Nj en orden creciente.

Sea n(2) el menor natural n tal que

n

0/2 + b;n(l) + Zaj(k) Z 3
k=3
Sea ¢; = b;n(l)’ co = ab, c3 = a;(3) (de esta manera, al elegir ¢35 = aj(3) NOS aseguramos que
todos los a; sean usados, por mas pequenos que sean) y {64, . ,cn(g)} los {aj(4), . ,aj(n(g))}
reordenados de forma decreciente. Notar que el menor ntimero de N” —Nj es j(1) o j(3) (el j(1)
habfa quedado de los anteriores y correspondia a m(1), el j(2) no estd en N” y j(3) es el primero
de los no usados. Si m(1) < n(1), sobraron aj con indice menor que m(1)).

m
Sea m(2) el menor natural m tal que Z cj > 3. Entonces
j=1

m(2)—1
<3, m2)<n?2) y m2) =5
j=1

m(2)—1
Seab=3— > ¢ o)1= Cm@)-1 +DY ) = Cm) = b:
j=1
~ 1
Notemos que 0 < b < ¢(2) < > de donde
0 S C,/rn(Q) < Cm(g) S Cm(?)—l < c;n(Q)—l S 1.
Repetimos este proceso, tomando Ny como j(1),7(2) y el conjunto de todos los indices de
a; en {aj(g),...,aj(n@))} correspondientes a {03,...,cm(2),1}. Sea k(1) el indice de a; en

{aj(l), .. ,aj(n(g))} que cp,(9) representa, k(2) el indice de a; que a3 representa y k(3), k(4), ...
los demds nimeros en N/ — (N 1 U NQ) en orden creciente.
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n
Sea n(3) el menor natural n tal que aj + c;n@) + Z ap(r) = 3. Sean dy = ClTn(?)’ dy = af,ds =
r=3
ag(3) Y da, ..., dy(3) son los {ak(4), e ,ak(n(g))} reordenados en forma decreciente.
Nuevamente, el menor niimero de N” — (N; UNy) es k(1) o k(3).

m
Sea m(3) el menor natural tal que Z d; > 3. Entonces
j=1

m(3)—1
> di<3, m(3)<n(3) y  m(3)>5.
7j=1

m(3)—1
Sead=3— Y dj, dpz =dm@3+é yd g =dn &
j=1

1
Notemos que 0 < ¢ < dp,(3) < > de donde

0< d;n(3) < dm(3) < dm(3),1 < d;n(?))fl <1.

Continuando de esta manera, se construyen subconjuntos disjuntos Nj,Ns,... de N, con
unién N. Ademés si r(1),...,7(m(j) — 1) son los elementos de N; con 7(3),...,r(m(j) — 1)
en orden creciente, existen alteraciones d,(1) ¥y Gr(m(s)—1) d€ (1) ¥ Gp(m(s)—1) como describimos

m(j)—2
tales que a,(1) + a;- + Z Ar(ky T Ar(m()-1) = 3-
k=3
Al mismo tiempo, con s(1),..., s(m(j +1) - 1) los elementos de Nji1 y a1y, ag),-- -,

As(m(j+1)—2)s As(m(j+1)—1), Sumando 3, Con ay(1) ¥ as(m(j+1)—1) 10s elementos de a(1) ¥ Gs(m(j+1)-1)
alterados como describimos antes.

Tenemos ;. (m(j)—1) + Gs(1) = Ar(m(j)—1) + s(1) (va que lo que se le suma a Ar(m(j)—1) Para
convertirlo en @, (,(;)—1) €s 1o mismo que se le resta a ay(1) para convertirlo en ay)) y

0 < as01) < ag1) < Ar(m()—1) < Gr(m(g)-1) < 1.

Se incluye la posibilidad que N sea finito (o nulo) en el argumento anterior. Si N’ es
{d},..., a;-_l}, eliminamos la referencia de“a;”de la construccién de Ny, si k& > j.

Por el Teorema 2.19, existen proyecciones de dimensién 3, Ej y Fj41, cuyas matrices relativas
a las bases {er(l), cey er(m(j)_l)} Y {€s(1)s - - s s(m(j+1)—1) ) tienen diagonales @, 1y, ap2), - - -,
@r(m(j)=2)> Gr(m(i)=1) ¥ Gs(1) @s(2): -+ > As(m(j+1)-2); Ds(m(j+1)-1); Tespectivamente.

Extendemos cada proyeccion Ej; a una proyeccion (denotada otra vez por “E};”) definida sobre
todo H que lo que hace es aniquilar todo otro elemento de la base. Entonces, puesto que todos
los conjuntos N; son disjuntos, E;Ej, = 0 si j # k.

oo

Sea F = ZEJ'
j=1

La préoxima parte de este argumento se basa en describir el proceso que transforma un
operador, por medio de conjugacién con operadores unitarios, de modo que dos elementos de la
diagonal son reemplazados por sus combinaciones conexas, pero que conserva que la suma de
los elementos originales es la misma que la suma de los reemplazados, y asi transformaremos E
en la proyeccion con la diagonal especificada.
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Utilizaremos una sucesién de operadores unitarios W,,(6,,) definidos de la siguiente manera:

sen(6y) en (k, k), (k+1,k+1),
—cos(0) en (k,k+1),

Wi (k) = ¢ cos(0) en (k+1,k),
1 en (j,j) con j #k,j#k+1,
0 caso contrario.

En este caso, con h(1) el indice de a; representado por by, (1)—1 y recordando que j(1) es el indice
del a; representado por by, (1) tenemos:

Wi (61)en(1) = sen(b1)en(r) + cos(01)ej),

Wl(Hl)ej(l) = — COS(Ql)eh(l) + Sen<91)€j(1),

Wi(61)e; = e; para otro e;,

de donde
(W1(01) EW1(61) enrys en(r)) = bin(ry—1 en° (01) + bl gy €08° (61) = bpy—1 = a1y,
<W1(01)EW1((91)*6J'(1), 6j(1)> = bfrn(l)—l COSZ(el) + b{m(l) sen2(91) = Om@1) = aj(l)'

Acé, 01 es elegido (se puede hacer pues 0 < b;n(l) < b’m(l)_1 < 1.) para que

b;n(l)q sen”(61) + b;n(l) cos”(61) = by(1)-1

y COmo b’m(l)_1 + b'lm(l) = byn(1)—1 + Dip(1) tenemos que

By -1 €O8>(01) + b, 1y sen® (61) = b, 1)y — sen®(01)b), 4y 1 + b, 1) — cos*(61)by,
= by1)=1 T bim(1) = b)=1 = bim(1)-

De la misma manera definimos ahora W(#2). Si g(1) es el indice del a; representado por
Cm(2)—1 ¥ Tecordando que k(1) es el indice del a; representado por c,,(9) tenemos:

W2<92)€g(1) = sen(ﬁg)eg(l) + COS(QQ)ek(l),
Wa(02)er1) = — cos(f2)eg) + sen(f2)ex)-
Nuevamente, Wy (62) EW2(02)* cambia c’m(2)_1 y c;n@) POT Cpy(2)—1 Y Cm(2), Tespectivamente,
cuando 6y es adecuadamente elegido, y las otras entradas diagonales de £ no cambian.
Notemos también que Wi (61)Wa(b2)e; = Wa(02)W1(61)e; para cada j. Aqui utilizamos el
hecho de que Ny y Ny tienen cada uno cuatro o méas elementos (pues m(i) > 5, i = 1,2), por los
que los extremos no coinciden (o sea, j(1),h(1),g(1), y h(1) ninguno es igual a otro) de donde
Wi (61) y Wa(f2) conmutan.
Tenemos ademds, que Wy, (6x)e; = e; al menos que j € NyUNy 1, por lo que Wy (0;)Ey, = E,
sin#kon#k+1, yaque E, tiene rango en el espacio generado por {ej t J € Nn}.
Supongamos j € N,,. Entonces

Fr(ej) = WT(QT) e Wn(ﬁn) e W1(91)EW1 (91)* e Wn(ﬁn)* . W,,(H,,)*ej
= WT(GT) ce W1 (91)EWn<9n)*Wn—1(0n—1>*ej

n+1
:WT(HT)...W1(91)< > EhWn(Hn)*Wn_l(Hn_l)*ej>
h=n—1

n+1
= Wn+1(9n+1)Wn(9n) cee Wn—2(0n—2) ( Z EhWn(‘gn)*Wn—l(Qn—l)*ej>
h=n—1
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en la segunda desigualdad conmutamos los W} (6;)* y aplicamos primero todos, excepto W*(6,,)*
K3 n
o0

y W)_1(6n-1)*, que son los que no afectan a e;; en la tercera igualdad cambiamos E por Z Ey

h=1
y en la ultima igualdad volvemos a permutar y aplicamos primero los que no cambian nada).

En cualquier caso, F,(e;) = Fs(e;) cuando r y s exceden an+1, por lo que { Fy.(e;) } converge
cuando r — oo para cada j fijo. Como {FT} es una sucesion de proyecciones estd uniformemente
acotada por 1. La base {ej} genera un subespacio lineal denso en cada elemento en los cuales
{FT} actia produciendo una sucesiéon convergente de vectores en H. Se sigue que {Fw} es
convergente Cauchy, y por lo tanto convergente para cada x € H. Si este limite es F'z entonces
F eslineal y HF H < 1. Por lo tanto, la sucesién de proyecciones {Fr} es un operador fuertemente
convergente a 'y F' es una proyeccién cuya matriz relativa a {ej} tiene diagonal {aj} en algin
orden.

El argumento anterior establece nuestro resultado cuando a = co. Si b = oo, el argumento
muestra que existe una proyecciéon G con by, ba, ... como diagonal, donde b; = 1—a; y la diagonal
de I — G esa,ag,...(=1—0b1,1 —bg,...).

Ahora probaremos que i) implica la existencia de v y F. Por hipétesis, a y b son finitos y
a — b es un entero y tenemos la hipétesis adicional de que las sumas de los a; y la de los b; son

ambas infinitas,por lo que N’ y N” deben ser conjuntos infinitos.

. . 1 .
Existen a lo sumo un ntmero finito de a;’ que exceden a — para un ndmero positivo dado

(pues a es finito). Reordenando aquellos a;-’ en orden decreciente y dejando a n tomar los valores
1,2,... sucesivamente se pueden renombrar los a} por ai > a5 > .... De manera similar se
puede asumir que bj > by > ... donde b} =1 —a’;, de donde aj < a5 < ...

o0 o0
Como Za}' y Zb}’ son finitos, tenemos que aj — 0y b} — 0 cuando j — oo, de donde

j=1 =1

tenemos que a"i — 1. Podemos asumir que a < b (de lo contrario trabajamos con by,ba,...).
9

Discutiremos ahora un proceso para “distribuir los af entre los a}, @, ...

k n—1
Sea n el menor entero k tal que af < E b;’ entonces E b;»’ < af. Reemplazamos
J=1 J=1

/ /
ai,...,0q,_qporl,...,1

y

k—1
/ ~/ __ " /!
a,, por a, =a, +aj — E b;.
Jj=1

k—1 k—1
Entonces 0 < a), < a,,, a'{—Zbg <V yasia, :a;"b—l—a’l’—Zb;’ <a,+bl=1.
j=1 j=1

Ademas,
n n n—1 n—1 n—1 n—1
/ n__ /‘ /{ 14 _ /{ — /' /( !/ " _ /{
g aj—i—al—g aJ+E bj +aj E b g (aj +b5) + a;, + aj g b
Jj=1 Jj=1 Jj=1 J=1 Jj=1 Jj=1
n—1
/ " // ~/
=n—1+4+a,+a] — g by =n—1+a,.
=1
(con lo que (1, o1 dn,O) estd ordenado en forma decreciente y su traza coincide con la de
!/ / "
(ap,,...,a},a})).
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by al,al ) esta contenido en el politopo generado por las
permutaciones de (1, o lah, 0). Como en la demostracion del Teorema 2.17, existe un operador
unitario U; en H tal que Ujep, = ep para cada k fuera de Nj, que es el conjunto de indices
{j(l), o jn+ 1)} de los a; en {a%, .. .,a’l,a’l’}. Este U; se restringe a 1, el subespacio de H
generado por {ej(l), el ej(n+1)} como un operador unitario U] tal que U] AU{* tiene matriz con

diagonal (a’l’ ,ay,...,al) cuando A, sobre 71, tiene matriz con diagonal (0, 1,...,1, EL;L) relativa

Se sigue del Teorema 2.13 que (a'

a las bases {e (1) - - ,nj(n+1)}

Ahora distribuimos af entre an 11,0 n +2, ... por el procedimiento antes descrito, formando
un subconjunto finito No(= {k: (m + )}) de N, disjunto de N, un operador unitario
Us sobre H, tal que User, = e para cada k fuera de Ny, cuya restriccién Uj a n2 (el espacio
generado por €k(1)s - - - » Ck(m+1)) transforma cada operador A, en 77, cuya matriz tiene diagonal
(0,1,...,1,a},,,,) en uno cuya matriz tiene diagonal (a4, alq,...,a},,) relativa a la base
CE(1)s -+ 6k(m+1)-

Continuando de esta manera, construimos subconjuntos disjuntos N1, No, ... de N, con unién
N, unitarios Uy, Uy, ... en H que conmutan y subespacios (de dimensién finita), 1, 72,... con
espacio generado denso en J, como describimos antes.

Distribuyendo todos los a;-’ entre los ag» tenemos una sucesién infinita de ceros en el lugar

de los a;’ y una sucesién infinita a, as, ... de nimeros en (1/2, 1} tales que Z l—aj=b—a
Jj=1
entero por hipétesis (sabemos que hay un lugar para la distribucién de todos los a;-' entre los a;-
por hipétesis, pues a < b).
Por la Observacién 5.8, existe una proyecciéon Ey con diagonal (a1, as, . ..) relativa a la base
{ej }jEN’ y claramente una proyeccién E con diagonal (0,0, ce., 01,09, . ) relativa a la base

{ej}. Organizamos la base {ej} conforme a los conjuntos N1, Ny, ... y la diagonal de la matriz
para E tal que las entradas de las posiciones diagonales correspondientes a los niimeros en Nj
sean los nimeros obtenidos por los pasos correspondientes del proceso de distribucion.
Sinuevamente formamos Uy EUY, UU1 EU U, . . ., sucesivamente, construimos una sucesion
de proyecciones que converge, en la topologia de operador fuerte, a una proyeccién F' (por el
mismo argumento usado para la primera parte de la prueba, donde asumimos que a es infinito).
La diagonal de F relativa a {e;} es (af,d},...,a},d),...) por eleccién de los Uy, Us, .. ..
Ahora solo nos queda la tarea de verificar la condicién de que a — b es entero. Sea ahora
nuestra base ortornormal de H dada por {ej }]. Zo’ donde Zg es el conjunto de enteros no nulos,
y F' es una proyeccién de H con matriz (ajk) relativa a {ej}. Sean Z_ y Z4 los enteros negativos

y positivos en Zg respectivamente.
—1 00

Nuestra suposicién ahora es que Z ajj(=a)y Z —a;j(=b) son finitos. Queremos
j=—00 7j=1

probar que a — b es entero.

Sea E la proyeccién cuyo rango es el espacio generado por {e;}jcz . En efecto, podemos
asumir que EFE € L'y (I - E)(I — F)(I - E) € £

Se sigue que FE € L2, EF € L2, (I-F)(I-E) € L2y (I - E)(I - F) € £2 Por lo tanto,
la, suma de todos los ‘ajk|2 con j o k en Z_ converge como también lo hace la suma de todos
los ‘bjk|2 con j o k en Z,, donde (bjk) es la matriz de (I — F). Si T € £2, denotamos por HTH2
la norma de Hilbert-Schmidt de T'. Esto es, }TH; = tr(T*T) (= tr(TT*)), donde “tr(T*T)”
relativa a la base {ej}

JEZLy’

Por lo tanto, HTH; es la suma de los cuadrados de los valores absolutos de todas las entradas
de la matriz de T' (o de T™*). Como HTH; =tr(T*T) = Z (T*Tej,ej) = Z HTejHQ. Si B e
J€Zo J€Zo
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B(H),
|BTY5 = > 1BTe|* < IB° 3 [ITes | = | BIF|I 5

J€Zo JE€Zo

v [|BT, < ||B|[[T]],
En esta notacion tenemos

|EF|); = |FE|; = a(BFE) = a

y
(7 = F)(I = B)|[; =

Dado un € > 0 (e < (2 + 2a'/2 4 2b1/2)~1), elegimos ngy € Z,. tal que
2 2
2 el <@y X el <@
j 6 k<—ng jok—ng

donde ¢ = ¢(28(1 + a¥/2 + p1/2)) ™!
Sea A = (ajk)j > tal que

1 en la entrada jj si j > no,

ajr  cuando las entradas ’ j‘ y ’k:’ no exceden a ny,
ajf =
0 en las demés.

Entonces, por eleccién de ng y A, HF - AH2 < 2€¢. De aqui ‘ HFH2 — HAH2 ‘ < 2¢€.
Sea Fj la proyeccién con rango generado por {6_1, ces€ng } Otra vez, por la eleccién de ng
< 2€¢/, de donde

generado por {e1,...,en, } y Io la proyeccién Ey + E{. Entonces H(I —E)A—(I—- E)FH2 < 2¢.
Al mismo tiempo, (I — E)(I — A) = E{(I — A), de donde

HEFH2 — HEOAH2 ‘ < 2€. Sea EJ| la proyeccién con rango

B = A, = It = BT = P, | < || E6(I = 4)— (1 = BYI = P,
=|U-EYI-A)-I-E)I-F),

S| T-BllI-A-T =P, = [|F - All, <2¢

Notar también que
|4 =A%, <[[A=Fll,+ [|F* = PA||, + [|FA - 4%,
<[l A=Fll, + 1F[[[1F = All, + (A} - All, < 6¢

=

Sea Ay = IoFIy. Entonces Ag — A3 = A — A2, de donde HAO — A3H2 < 6€¢. Claramente

podemos tratar Ag = (ajk) como una matriz en Ma,,. Como Ay = IoF 1y, HAOH <1

71 1k|<no
y Ao es positivo. Sean A_,,..., Ay, los 2ny autovalores de Ay (con repeticiones), entonces
Any — AQ_nU, ces Ang — )‘310 son los autovalores de Ag — A%.

Sea & = Xj — A7 (= Aj(1 = \j)).
= Si \; > 1/2 tenemos (1 — ;)% < 48?.

= Si A\; <1/2, tenemos )\? < 48?.
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Supongamos que existen mg de los autovalores \; € [1 /2, 1] . Si {ek} A €S la base de diagonaliza
a Ag, sea Gy = (gg)kk la proyeccién en la base {ek}keA tal que es diagonal con:

(90),. :{ 1 osi A € [1/2,1],

0 en los lugares de los otros Ag.

Entonces

ng
140 = Goll; <4 7 &F =afla— A3,

Jj=—no
y [[40 = G|, < 2]|4 - 43, EnGl|, < 12¢.
Como E()A E()Ao,
|EF — EoGo|, < ||[EF — EoA||, + || EoAo — EoGo|, < 14€.

Al mismo tiempo, (I — E)(I — A) = E{(Ip — Ap), de donde
|(I = E)I - F) — Ey(Io — Go)||, < || = E)YI — F) — (I — E)(I — A)||,

+ || B (Zo — Ao) — Ey(1o — Go)||, < 14¢€'.

I

Se sigue que

1B, - [1EoGoll, | < 14¢ <1

I

‘ [T = YT = F)|, = [ Eo(To — Go) | ‘ < 14€ < 1.

Por lo anterior tenemos que

o~ [[ Gl

> | = | I1EE11; = [ BoGoll; | = | (1EF |, ~ [ EaGoll,) (| EE], + [ BoGoll,)|
< 14¢ (14 2| BF|,) = 14(1 + a'/2)¢.
De la misma manera,
b= |Es o~ Goll; | = | 1|t = EYI = F) [ ~ || Bo(ho — Gl |
= | (It =Byt = P, = |3t = Goll,) (| = EYI = F) ], + || Bo(ho = Go)l,)|
< 14¢ (14 2|(T = B)(I = F)||,) = 14(1 + /)¢’

Por lo tanto, como Iy, Ey y Gy tienen rango 2ng, ng y mg, respectivamente, por la Proposiciéon
6.1

’a—b—(mo—ng)‘ = a—b—(mo—Qno—&-no)‘
=la—b— [tr(EoGoEo) - tr((]o — Eo)(lo - Go)(IO - Eo))] ‘

> = 1610 — Go)3)|
a || EaGoll3| + [b = || Eb(To — Go) 3] < 28(1 + /2 + b1/2)¢ = c.

— Ja—b— (||EGo

IN

Ahora, mg y ng varian con la elecciéon de €, pero siempre son enteros. Como a — b estd
arbitrariamente cerca de un nimero entero, entonces a — b pertenece a los enteros.
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Podemos establecer que a — b es entero para un subconjunto arbitrario
S = {(dy) : dy, es diagonal de F con suma convergente a}
y con subconjunto complemento
S = {(d;l) : d], es diagonal de F con la suma de 1 — d,, convergente b}.

Para concluir nuestra prueba, notemos que la existencia de cualquier conjunto S de esta
manera implica que el conjunto Sy de los a;; en [0, 1/ 2] puede ser ese tal conjunto. Como S
tiene una suma convergente, este contiene a los méas un nimero finito de a;; excediendo a 1/2.

De manera similar, S” contiene a lo sumo un nimero finito de a;; menores o iguales a 1/2.

El desplazamiento de un conjunto finito de S a S’ o uno de S” a S produce los conjuntos Sy y

S{, con suma convergente a ag y by respectivamente. Més atn, ag— by y a—b difieren en un entero
n

(si cambiamos, por ejemplo, n elementos aj; de S a S’ con E aj,j, = t, entonces el conjunto S’

i=1
n

pasa a tener n elementos mas con Z bj;j; =n —t,de donde ag—by = a—t—b+(n—t) = a—b+n,
i=1
con n entero por ser cantidad de elementos). Por lo tanto, ag — by es un entero si y solo si a — b
lo es.
|
A continuacién, daremos un ejemplo de una sucesion que no es diagonal principal de ninguna
proyeccién cuyo rango y nicleo sean de dimension infinita.

Ejemplo 6.3. Definimos la sucesién ¢ = (C’f)k>1 € [O, 1]N de la siguiente manera:
1
Cc1 = 5,1 .
Ck=1 Cp= <g si k # 1 es impar,
N
cp.=1-— <5> si k es par.

Entonces no existe ninguna proyeccién ortogonal F' tal que HFekH2 = ¢} para cada k.

Demostracion: Notemos que ¢ € (O, 1) para toda k > 1,

° 1 & /1\2%+1 1\ 2k
Soe=gt2 (5) +21-(5) ==
k=1 k=1 k=1
2N SRk 1/25 1 = 1y 2k
pues como Z (5) = Z (572> = m = ﬂ tenemos Z 1-— (5) = y
k=1 k=1 k=1
e s 1\ 261 L /1 2k
So(-a)=5+31-(5) +X(5) =
k=1 =1 k=1
2N TSR 1Nk 1 1/25 1 = 1y 2k+1
Lyt Ly L2 L - (H)" -
pues como kzzl (5) 5 ; <52) 51— 1/25 1207 “enemoes ; 5 >

1 .
m ¢ < 5 para los k impares.
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1
= cp > 3 para los k pares.

Si definimos a y b como en el Teorema 6.2

1 o 2k+1 1 1
o=5+2(5) =5+

k=1
o0
1\ 2k
-S04
25
k=1
61 1 7
dedondea — b = 20 2415 ¢ 7. Entonces por el Teorema 6.2, no existe ninguna proyeccién

ortogonal F' tal que c sea su diagonal principal.
|
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7. El indice de obstrucciéon de Arveson

En esta seccién desarrollamos el trabajo de Arveson [3]. En el mismo, se encuentra una obs-
truccion para las diagonales principales de los operadores normales con espectro de multiplicidad
uniforme infinita. Esta obstruccién extiende a la encontrada por Kadison en la seccién anterior
(Teorema 6.2).

Definiciones 7.1. Sea X un subconjunto finito del plano complejo C, y consideremos el conjunto
N(X) de todos los operadores normales, actuando en un espacio de Hilbert separable H, que
tienen espectro X con multiplicidad uniformemente infinita, es decir,

N(X) = {A € B(H)/A"A = AA*,0(A) = 0.(A) = X }.

El conjunto N(X) es invariante bajo la accién del grupo de *-automorfismos por conjugacién
unitaria de B(H), y este es cerrado en la norma operador.

Fijada una base ortonormal {en}n>1 de 3, podemos considerar el conjunto (no cerrado)
D(X) de todas las diagonales de los operadores en N(X)

D(X) = {(<A61,61> (Aeg,e),...) €6°) Ac N(X)}.

Estudiaremos ahora el problema de determinar los elementos de D(X).

Notemos que para cada sucesién d = (d")n>1 € D(X), cada término d,, debe pertenecer a la
- m

cépsula convexa de X. En efecto, como existe un operador normal A = Z i P; (con tr (Pl) = 0)
i=1
con espectro X, tal que d,, = <Aen, en), n > 1, entonces

dp = <Aen;€n> = <i)\ipienaen> = i)\i<]:)i€nyen> = i)\zHPzenHQ
i=1 i=1 i=1

m
y Z HPienH2 =1, de donde, para cadan > 1, d,, € conV(X).
i=1
Esta condicién solo es necesaria, es decir, que d,, € conV(X ), n > 1 no es suficiente para
caracterizar D(X).
Notemos ademéds que un operador normal con espectro {0, 1} es una proyeccion. En la seccién
anterior ya dimos una caracterizacién de D( {0, 1}) en el Teorema 6.2. Podemos reformular el
mismo de la siguiente manera:

Teorema 7.2. Sea d = (aln)n21 € [0, 1]N con Zdn = Z 1—d, =oc. Sean a,b € [O,oo} los

n=1 n=1
numeros
a= Z dp, Y b= Z 1—d,.
dn<1/2 dn>1/2

Entonces d € D({O, 1})5@' y solo si tenemos alguna de las siguientes afirmaciones:
i) Sia+b=o0.
ii) Sia+b<ooya—belZ.

Queremos un resultado andlogo para ciertos subconjuntos finitos X C C en lugar de {0, 1}.
Estos subconjuntos X que estudiaremos seran aquellos en los cuales ninguno de sus puntos puede
ser escrito como una combinacién convexa no trivial de los otros, es decir, X es el conjunto de
vértices de un poligono convexo.
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7.1. Sucesiones en Lim'(X) y el grupo I'x.

Sea X = {)\1, oA N} un conjunto finito de nimeros complejos. Para cada niimero complejo
z escribimos
d(z,X) =min|z — A|
reX
para la distancia de z a X.

Consideremos el espacio Lim' (X) de todas las sucesiones a = (an) € £*° con la propiedad

n>1

(23) S d(an X) < oo.

n=1

Por lo tanto, una sucesién a = (an)n>1 pertenece a Lim! (X) si y solo si todos sus puntos limites
pertenecen a X y convergen rapidamente a sus puntos limites en el siguiente sentido: existe una

sucesion x = (xn)n>1 con x, € X, para cadan > 1, y tal que

o0

(24) Z‘an—xn} < 0.

n=1

En el contexto del Teorema 7.2, (24) reduce la hipétesis de ii) cuando X = {0,1}. Esto se
verd bien en la seccién 7.6

Veremos a continuacién que cada elemento a € Lim*(X) tiene una suma renormalizada que
toma valores en un grupo abeliano I'y naturalmente asociado a X.

Para un a € Lim'(X) fijo existen varias sucesiones z = (z,) con valores en X que

n>1
satisfacen (24). Sin embargo, podemos tratar de definir una suma normalizada de un elemento

a € Lim*(X) por eleccién de una sucesion ($")n>1 C X que satisfaga (24) y que forme el niimero

o0
complejo s = Z Ap, — Ty

n=1

Mientras que el valor de s depende de la eleccién del z = (ﬂzn)n>1 C X, la siguiente obser-

vacién muestra que la ambigiiedad estd asociada con un subgrupo numerable del grupo aditivo
de C.
Proposicion 7.3. Sea X = {Al,...,/\N} un subconjunto finito de C y sea a = (an)n>1 €
Lim! (X) fijo. Para cualesquiera dos sucesiones x = (wn)n>1, Yy = (yn)n>1 en X que satisfacen

00 00
Z}an—xn‘<oo y Z}an—yn}<oo
n=1 n=1

la sucesion de las diferencias x —y = (atn — yn)n>1 tiene finitos términos no nulos, y existen

enteros v1,...,vNy € Z tales que v1 + ... +vy =0y
o

(25) Zmn—ynzlel—i—...—i—vN)\N.
n=1

Demostracién: Como a—z y a—% ambos pertenecen a ¢!, su diferencia z—y también pertenece
a ¢'. Como z, — y, toma valores en el conjunto finito de diferencias X — X y pertenece a ¢!,
debe hacerse cero para todos, menos finitos indices n, y para cada uno de los restantes n indices,

o0
Tp — Yn es de la forma X;, — A;, donde iy, j, € {1,2, e ,N}. Se sigue que Zaxn — Y, €S una

n=1
suma finita de términos de la forma \; — A\; con 1 <14,j < N y, reordenando, tal niimero tiene
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la forma (25) con coeficientes enteros vy € Z que suman cero (la cantidad de términos positivos
y negativos aparecen de a pares, por lo que se compensan).

[ |
Definicion 7.4. Para cada conjunto finito de N > 2 ntimeros complejos X = {)\1 ey )\N}, sea
Kx el subgrupo aditivo de C que consiste de todos los z de la forma z = v1 A1 + ... + Uy AN

donde vy, ...,vy € Z satisfacen v; + ...+ vy = 0.
Definimos ademds como I'yx el cociente de los grupos abelianos I'y = C/Kx.

Kx es el subgrupo de C generado por el conjunto de diferencias \; — A;, para 1 <1,5 < N,
o equivalentemente, por {)\2 —ALA3 — A, AN — )\1}. De aqui que el rango de Kx sea a lo
sumo N — 1.

Por la Proposicién 7.3, podemos definir la funcién s : Lim!(X) — I'y como sigue: para cada

a = (an)n21 € Lim! (X), elegimos una sucesién x = (mn) con valores en X y que satisfaga

n>1
(o) [o¢]
Z !an - l‘n‘ < 00,y sea s(a) el coset s(a) = Z (an — :cn) + Kx € I'x.
n=1 n=1

Definicién 7.5. Para cada sucesion a € Lim!(X), el elemento s(a) € I'x es llamado la suma
renormalizada de a.

Cuando sea necesario hacer referencia sobre el conjunto X de vértices, escribiremos sx(a)
en lugar de s(a).

Observacién 7.6. La funcién s : Lim!'(X) — I'x es suyectiva. En efecto, para cualquier z € C,
el coset z + Kx € I'x es realizado como el valor s(a) de una suma renormalizada como sigue:

oo
elegimos cualquier sucesién u = (“”)n>1 en ¢! tal que g Up = 2,y seax = (mn)n>1 una sucesion

n=1
arbitraria con xz,, € X para cada n > 1. Entonces la suma a = u + x pertenece a Lim! (X)y
satisface s(a) = z + Kx.
Requerimos las siguientes descripciones elementales de sucesiones en Lim! (X).

Proposicion 7.7. Sea X = {)\1, .. .,)\N} un conjunto finito de numeros complejos distintos y
sea a = (an)n>1 € £>°. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

i) a € Lim'(X).

it) Se tiene la condicion de sumabilidad Z }f(an)| < oo donde f es el polinomio

n=1

fE)=EF=-M)(z=X)...(2 = An).

Demostracién: Sea § la minima distancia entre los distintos puntos de X, es decir,

Notemos primero que cuando z € C satisface d (z, X ) < 0/2, tenemos
(26) ()] = d(=z, X) (6/2)" .
En efecto, si elegimos k tal que d(z, X) = ’z — )\k{, entonces para j # k tenemos

‘z—)\j}Z‘)\k—/\j|—‘z—)\k‘25—5/2:6/2,
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por lo tanto ‘(z— A1) ... (z— )\N)‘ > ’z— )\k|(5/2)N_1, y se obtiene (26).

oo

es una sucesion tal que Z | f (an)‘ converge, entonces puesto que ‘ f (z)‘ >

Sia= (an)n>1
B n=1
d(z,X)N para todo z € C, se sigue que d(an,X)N — 0 cuando n — oo, por lo tanto, existe

no € N tal que d(an,X) < §/2 para n > ng. (26) implica que

Y [ flan)] = (6/2N > d(an, N),

n=ngo n=no

[e.e]
de donde Z d(an, X) converge, por lo que a € Lim!(X).

n=1
)

Reciprocamente, supongamos que Z d (an, X ) converge. Sea

n=1

R:méx(‘)\ll,...,

)\N‘) > 0.

Puesto que d(an,X) — 0, podemos hallar n; tal que, para todo n > nq, ‘an{ < 2R. Eligiendo
ki, ks, ... tales que d(an,X) = ‘an — )\kn‘ tenemos

[F(an)] = lon =Ml fon — | < (Jaal + M]) o= N (] + [
< |an = M| BR)Y T = d(an, X) BR)V !

o
para todo n > nq, por lo que Z ‘f(an)‘ converge.

n=1

7.2. X-descomposicion

Vemos a {*° como una C*-adlgebra abeliana con unidad 1, y sus elementos como funciones
acotadas a : N — C con norma ||a|| = sup|a(n)|.
n>1

Sea P un poligono convexo en el plano complejo y sea X = {)\1, cees )\N} el conjunto de sus
vértices, con N > 2. Describiremos una descomposicién elemental (no tinica) para sucesiones que
tienen valores en P, y mostraremos que bajo ciertas circunstancias, todas tales descomposiciones
deben compartir una propiedad fundamental.

Proposicion 7.8. Sea P C C un poligono convero con vértices {)\1, .. .,)\N}. Cada sucesion
a € (> que satisface a(n) € P, n > 1 puede descomponerse en una suma de la forma

(27) a=Mei+...+Ayen

donde eq,...,en son elementos positivos de £>° satisfaciendo ey + ...+ ey = 1.
Reciprocamente, cualquier sucesion a de la forma (27) con elementos ey, positivos que suman
1, debe satisfacer que a(n) € P para cada n > 1.

Demostracién:
Sea a fijo, elegimos n > 1. Puesto que a(n) € P y P es la cdpsula convexa de {/\1, e )\N},
podemos hallar un punto (el(n), ey eN(n)) € RV tal que, para cada 1 <i < N,

ei(n) >0, eifn)+...4+ex(n)=1 y a(n)= Zek(n))\k.
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La sucesién e, = (ek(l),ek(2), .. ) € (> satisface e, > 0, e;1 +...+ ey = 1, y la represen-
tacion (27) es valida.
La reciproca es trivial.
|

Definicion 7.9. Sea P C C un poligono convexo cuyo conjunto de vértices es X = {)\1, e /\N}
y sea a € {>° que satisface a(n) € P, n > 1. Una representacién de la forma (27) es llamada X-
descomposicién de a.

A pesar del hecho de que la X-descomposicién no es tinica, excepto circunstancias especiales,

oo
hay una propiedad comiin para toda X-descomposicion de a en el caso donde Z d(a(n), X ) < 00

n=1
es decir, a € Lim!(X).
Para el Teorema 7.11 se requerird el caso n = 2 del siguiente Lema.
Lema 7.10. Sea P un poliedro convero en R™ con puntos extremales x1,...,x,. Consideremos

el simplex
A= {(tl,...,tr) ER :t;,>0, t1+...+t, = 1},
y la funcion afin de A sobre P definida por
te A x(t) =tz + ...+ trx,.

Para cualquier eleccion de normas en R™ y R", existe una constante C' > 0 tal que
(28) dy (t, {61, .. .,5T}) < C’.db(a:(t), {a1,... ,xr}> teA,

donde d;(v,S) = inf {Hv — SHl NS S}, para i = a,b, denota la distancia de un vector v al
conjunto S, y donde 61, ...,5, son los puntos extremos de A, donde (01); = ;-

Demostracion: Es suficiente con mostrar que para cada 1 < k < r, existe una constante C},
tal que

(29) Ht—ékﬂa < CkHﬂS(t)—xk teA.

b7
En efecto, (29) implica
min ||t — 9 < C min ||z(t) —x
o [[t = 5|, < C min [|2(¢) - 2]
donde C' = méx (C’l, e Cr), y asi tenemos (28).

Por simetria, es suficiente con probar (29) para k = 1. Asumimos que 1 = 0 es uno de
los puntos extremos de P (de no ser asi, podemos, sin pérdida de generalidad, realizar una
traslacién afin para tener x1 = 0). Para cada punto extremo e de un poliedro convexo P, existe
un hiperplano soporte que toca P sélo en {e}. Asi pues, existe un funcional lineal f en R"™ tal
que f(x) > 0 para todo = € P no nulo. Para cada t € A tenemos

b,teA,

T T
(30) f(a(t) = gtkﬂxk) > min f(z) étk.
Recordemos que en C" todas la normas son equivalentes, por lo que podemos elegir la norma.
Tomaremos en este caso, ||.|lq = ||.|[1. Después, notando que f(xz(t)) < Hbe.Hx(t)Hb, obtenemos
T T T
[t=aill, =D |t —0ik)| =1 =1+ D te=1—-t+ > t
k=1 k=2 k=2
- 2[|£1],
=23 ¢ < Jz@)]],,
kzﬂ ¥ = min (f(:cg), RN f(xr)) Ha:( )Hb
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k
(para la segunda igualdad usamos que §; = (1,0, . ,0), que 0 <ty <1y Ztk =1, de donde
i=1

1—1t; = Z tr y para la tltima desigualdad usamos (30), notando que min (f($2), cel, f(mr)) >

k=2
0 pues f(x) > 0 para todo « # 0 € P) y (29) vale con C1 = — (f(fjlf.“.b. Fz)

Teorema 7.11. Sea X = {)\1, ... ,)\N} el conjunto de vértices de un poligono convero P C C
y sea a € (> satisfaciendo a(n) € P para n > 1. Si a € Lim'(X), entonces para cada X-
descomposicion de la forma (27),

a= Aey+...+ Ayen,
cada una de las sucesiones e1,...,ex pertenecen a Lim'({0,1}).
Demostracién: Consideremos la norma euclidea en C, la norma
H(ml,. ) .,xN)Hl = ’x1| +... .+ ‘a:N|

en RV, y fijamos n € N. Puesto que el punto (el(n), el eN(n)) € RY pertenece al simplex A
del Lema 7.10, existe una constante C' > 0 tal que

d((el(n),...,eN(n)), {51,...,51\/}) < C’.d(a(n), {)\1,...,)\]\;}> = C.d(a(n),X), n>1.

Ahora, para cada punto t = (tl, . ,tN) en el simplex A y para cada k =1,..., N fijo tenemos

(tk,{O 1}) —mm(tk,l—tk < 1£r}€1<nN <th (1 —tg > :d<t,{51,...,5N}).

N

En efecto, para la desigualdad anterior usamos que 0 <t; <1 para todo1 < j < N, Zti =1
i=1
ue si ty, = max ti, tenemos
Yy a ko 1<kEN k>

(31) min <th +(1— m) = < D i+ (1- tk0)>

y entonces:

= si ty, > 1/2, entonces, para toda 1 < j < N con j # ko, tenemos que t; < 1/2, entonces

tj =min{t;,1 —t;} yt; < mln (Zt] (1 —tg >, (por (31)) y para j = ko,

min{tg,,l —tg, } =1 —ti, < mln <Zt + (1 —tg) > (por(31)).

w sitg, < 1/2 entonces t; < ty, < 1/2 por lo que min{t;,1 —t;} = ¢; < 1/2, y ademas,
Z ti + (1 — tg, ) > 1, pues cambiamos ty, por 1 — ¢, que es més grande, y la suma
J#ko

daba 1. Por lo tanto t; < ti+ (1 —1tg) ).
aba or lo tanto 12{};&\{(2 i+ ( k))
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Entonces se sigue que
d(ex(m), {0,1}) < d((e1(n)....en(m). {31,....on}) < Cd(a(n), X).

Usando a € Lim!(X), podemos sumar la desigualdad anterior sobre n para obtener

Zd(ek(n), {o, 1}) <C. Zd(a(n),X) < 0.
n=1 n=1

Por lo tanto, e € Liml({O, 1})

7.3. Dos proyecciones.

Se sabe que para cualquier par de proyecciones P, Q) € B(H) para las que P—(Q es un operador
de tipo traza, tr(P — Q) debe ser un nimero entero. Queremos una extensiéon apropiada de este
resultado para el caso donde P — () es un operador de Hilbert-Schmidt.

Notacién: Escribiremos P+ para 1 — P cuando P € B(H) sea proyeccién.

Teorema 7.12. Sean M, N subespacios de un espacio de Hilbert H con respectivas proyecciones
P,Q y tales que P — Q € L2. Entonces, Q(P —Q)Q € L' y Q- (P — Q)Q+ € L.
Los subespacios M NN+ y NN ML son de dimension finita y

(32) tr(Q(P —Q)Q+ QP - Q)QL) = dim(M N N1) — dim(N n ML),
En particular, (QPQ +QPQ+ — Q) e L es tal que
(33) tr(QPQ + QTPQ+ - Q) € Z

Veremos la demostracion mas adelante.

Ahora, usamos el resultado recién obtenido para deducir el resultado que adelantamos al
principio de esta subseccién, es decir, el caso en que P — @) es un operador de tipo traza:

Corolario 7.13. Si P y Q son proyecciones tales que P — Q € L', entonces tr(P — Q) € Z.
Demostracién:
P-Q=Q(P-QQ+Q(P-QQ"+Q (P-QQ+Q"(P-Q)Q*
con lo que
tr(Q(P - QQ+ QP - Q") +tr(Q(P - Q)Q* + Q*(P - Q)Q)
r(QP - Q)Q+ QP - Q)Q") + (R Q(P - Q) + QQ*(P - Q)
tr (Q(P —Q)Q+Q (P - Q)QL) = dim(M N N1) — dim(N 0 ML) € Z.

tr(P _ Q)

|
Para la prueba del Teorema 7.12 requeriremos el siguiente resultado.

Lema 7.14. Sean H, K espacios de Hilbert y sea A : H — K un operador tal que (15}{ — A*A) €
LHH) y (1x — AA*) € LY(K). Entonces A es un operador en B(H,K) tal que

(34) dim(ker A) — dim(ker A*) = tr(1ly — A*A) — tr(lx — AA").
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,donde U : H — K es la

Demostracién: Consideremos la descomposiciéon polar A = U |A

isometria parcial con espacio inicial (ker A)* y espacio final R(A).

Entonces A*A = ‘A|U*U‘A| = |A’2 = C® Oger(a), con C € B((ker A)*), y Cu = A*Au €
(ker A)*, para u € (ker A)~.

Andlogamente, sea

AA* = U|A||A|U* = U|A]’U* = UA*AU* = U(C @ Oger 1)) U* = C' ® Oteer 4+),

con C' € B(R(A)), y C'u= AA*u para u € R(A), pues UO(ker A)U™ = O(r(ay)r = Oker 4%)-

Tenemos entonces que

(e A) . (ker )t — R(A)

es un isomorfismo isométrico (suyectivo) tal que UC (Q )* = ('. En particular,

Q(l(kerA)L - C) (Q)* - lm - Cla
de donde,
tr(l(kerA*)J_ — C,) - tr(lm — C,) = tr(l(kerA)J_ - C)
Se sigue que

1}[ - A*A — (1ker(A)l - C) @ 1(kerA) y 15{ - AA* - (1(kerA*)L - O/) @ 1(kerA*).

Puesto que (1ker(A)L — C) € L', tenemos que tr(ly — A*A) = tr(l(kerA)L — C) +dim (ker A),
y de manera similar tr(1x — AA*) = tI‘(l(kerA*)L — (') + dim (ker A*). Por lo tanto,
tr(lg — A*A) — tr(1x — AA*) = dim(ker A) — dim(ker A*),

como habiamos afirmado.
|
Demostracién: (del Teorema 7.12). Afirmamos primero que Q(P — Q)Q € L!. En efecto,

tenemos que Q(P — Q)Q = —(Q — QPQ), y Q@ — QPQ = QPQ es un operador positivo que
satisface que

(@ - QPQ) = w(@PQ) = u(|P*QP) = u (|7 - Q)QF) < oo
De manera similar, Q+(P — Q)Q+ = Q+PQ*, y
tr(QPQY) = tr(}PQHQ) = tr(!(P - Q)QHQ) < o0,

de donde Q- (P — Q)Q* € L.
Sea H el subespacio de H generado por los subespacios, mutuamente ortogonales, M N N+
y N N M=+, La restriccién de P — Q a Hj es unitaria, pues:

= siz € MNNL, tenemos (P — Q)(z) = P(z) — Q(z) = P(z) = =,
» siz € NN M, entonces (P — Q)(7) = —Q(z) = —x,

de donde

P_Q:[l 0 } MnN+

0 -1 | NnMmM+
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Por lo tanto, (P — Q)‘j{ =U, con U? = Iy, y U = U*. Ademss, sus autovalores son 1 y —1,
0

por lo que dim Hy = tr (\(P — Q)Pg{(f) <tr (\P - Q|2> debe ser finita.
Consideremos ahora el operador A : N — M definido por restringir P a N = Q¥, es decir,
An = Pn para todo n € N. Entonces, A* : M — N es tal que A*m = m para todo m € M,

ya que
<A*m,n> = <m, An> = <m, Pn> = <m, n> = <m, Qn> = <Qm,n>.

Obviamente, ker(A) = NN M~ y ker(A*) = M N N, y afirmamos que A satisface las hipdtesis
del Lema 7.14. En efecto,

(Iv — A*A)Q = Q — A*PQ = Q — QPQ = QP*Q = |PLQ[
y
(1a — AA*)P = P — AQP = P — PQP = PQ*P = |Q*P|".

(pues A*A = QPQ‘N y AA* = PQP|M). Puesto que (P — Q) €L QtP=(P-Q)PcL?y

P+Q = (Q — P)Q € £? (por la Proposicién 2.48), y por lo tanto |QLP’2 celly ‘PLQ‘Q e Lt
Entonces podemos aplicar (34) para obtener

dimker(4) — dimker(4*) = tr(PQ*P) — tr(QPQ) = tr(Q*PQ™") — tr(QPQ)
=tr(Q(P - Q)Q") + tr(Q(P - Q)Q).

Ya que dim ker(A) — dim ker(A*) = dim(N N M~+) — dim(M N N1), (32) se sigue de la férmula
anterior.
|

7.4. Proyecciones con diagonal en Liml({O, 1})

En esta seccién caracterizaremos proyecciones en B(H) cuyas diagonales relativas a una base
ortonormal dada pertenecen a Lim? ({O, 1})
Sea {ei}i>1 una base ortonormal de un espacio de Hilbert H. Sea A la subéalgebra de von-

Neumann abeliana maximal de todos los operadores que son diagonalizables por (en)n>1, y sea
E : B(H) — A la esperanza condicional que preserva la traza. -

Proposicién 7.15. Para cada proyeccion P € B(H), las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

i) La diagonal de P relativa a la base (e,) pertenece a Lim'({0,1}).
ii) E(P)— E(P)? € £1.
iii) P € A+ L2

La prueba de la Proposicion 7.15 requiere de la siguiente formula:

Lema 7.16. Para cada proyeccion P € B(H) tenemos
(35) tr((P - E(P))Q) — tr(E(P) — E(P)?).

Demostracién: Tenemos E(P)e, = d,e,, donde d,, = <Pen,en>. Puesto que dpe, es la
proyeccién de Pe,, sobre el espacio de dimensién 1, Ce,, tenemos que

Pe,, — dpenll? = |Penll® = |ldnenll® = (Pen, en) — d2 = d,, — d2.
I I . ;
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Por lo tanto,

o0 [ee)
tr(P—E(P))* =Y ||Pen — duenl” = 3 dn — &2,
n=1 n=1

y el lado derecho es la traza de E(P) — E(P)2.
|
Demostracién: (de la Proposicién 7.15). Sea d = (dn)n>1 la diagonal de P relativa a (en),

d, = <Pen,en>, n > 1. Entonces

tr(E(P) — E(P)Q) = idn - d721 = idn(l - dn)7
n=1 n=1

por lo tanto las equivalencias de i) y i) se siguen de la Proposicién 7.7.

ii1) = i) Supongamos primero que la proyeccién P puede descomponerse en una suma
P=A+Tdonde Ac Ay T € L2 Entonces P— E(P)=T—E(T),y T— E(T) € £2. Por (35)
obtenemos que

tr(E(P) — E(P)?) = tr((P — E(P))?) = tr((T — E(T))?) < .

i1) = i) Supongamos que tr (E(P) — E(P)z) < 00, y consideremos el operador T' = P —
E(P). Por (35) tenemos que

tr(7?) = tr(E(P) — E(P)?) < o0,

de donde T € £2. Por lo tanto, P = E(P)+T € A +L2.

7.5. Diagonales de operadores en N(X).

Estamos ahora en condiciones de probar nuestro resultado principal. Sea X = {)\1, ce A N}
el conjunto de vértices de un poligono convexo P C C, y sea N(X) el conjunto de operadores
normales A, que actian sobre un espacio de Hilbert H separable y tienen espectro X con
multiplicidad infinita, es decir, 0(A) = g.(4) = X.

Fijada una base ortonormal { 6"}n>1 de H, hay dos condiciones necesarias que una sucesion
d = (d")n>1 € (> debe satisfacer para ser la diagonal de un operador A € N(X), donde
dnp = <Aen,en>, n > 1, a saber:

i) d, € P, para cada n > 1.
[e.e]
ii) d tiene una X-descomposicién d = \E; + ...+ AyEn en la cual ZEk(n) = 00, para
n=1
cadal <k < N.
En efecto, las proyecciones P, que derivan de la representacién espectral de A

A:)\lpl—l—...—l-)\NPN,

tienen diagonales Ej(n) = <Pken, en> que dan lugar a una X-descomposiciéon con la propiedad
i1). Los requisitos i), i) en una sucesién no garantizan que sea la diagonal de un operador en
N(X). Ahora identificaremos una obstruccién que surge cuando d € Lim!(X).
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Teorema 7.17. Sea X = {)\1, ey /\N} el conjunto de vértices de un poligono convexo P € C y

sead = (dn) o,
condicion de sumabilidad

una sucesion de numeros complejos que satisfacen d, € P, n > 1, junto con la

(36) > 1 F(dn)] < oo,
n=1

donde f(z) = (z — M)(z — X2) ... (2 — AN). Entonces d € Lim*(X), y si d es la diagonal de un
operador en N(X), entonces s(d) = 0.

Demostracién: Por la Proposicién 7.7, la condicién de sumabilidad (36) caracteriza sucesiones
en Lim!(X).
Fijemos una base ortonormal {en}n>1 para un espacio de Hilbert H, y supongamos que existe

un operador A € N(X) tal que d,, = <Aen, en>, n > 1. Para mostrar que s(d) = 0, tenemos que

[e.e]
hallar una sucesion (bn)n>1 que toma valores en X, satisfaciendo Z |dn — bn‘ < 00, y tenemos
B n=1
que hallar enteros v1,...,vny que satisfagan v1 + ...+ vy =0,y

Zdn—bn:vl)\l—i—...—i—vN/\N.

n=1

Para ello, consideramos el subalgebra abeliana maximal A de todos los operadores que son
diagonalizables para la base {en}n>1. Sea F : B(H) — A la esperanza condicional que preserva
traza y sea D = E(A) € A el operador

o0 [o¢]
D = Zdnen ® e, = Z <Aen, en>en ® ey
n=1 n=1

Tenemos que encontrar un operador B € A N N(X) tal que D— B € L', y enteros vy, ..., vyN
que sumen cero tales que

(37) tr(D — B) = viA1 + ... + unAN.
Estos tltimos son obtenidos como sigue: sea
A=MP +...+ APy

la representacién espectral de A, con {B 1 <i <N } un conjunto de proyecciones de rango
infinito, mutuamente ortogonales, que suman 1. Entonces tenemos

D = E(A) = ME(P1) + ...+ ANE(Py),

de modo que E(Py),...,E(Py) definen una X-descomposicién de D. El Teorema 7.11 implica
que entonces vemos el operador E(Pj) como sucesién en £*°, y tenemos E(Py) € Liml({(), 1})
para cada 1 <k < N.

Afirmamos que existen n proyecciones @1, . .., Qy en A, mutuamente ortogonales, que tienen
suma 1 y que satisfacen

(38) E(P)-Qrel!, 1<k<N

En efecto, puesto que E(Py) € Lim! ({07 1}) podemos hallar proyecciones Q(l), e Q(]]V € A tales
que
E(R)-Q)eL!, 1<k<N.
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Considerando a cada Q) como una sucesién en ¢* que toma valores en {0,1}, la suma
Q(l) + ...+ Q(])V es una sucesion tomando valores en {O, 1,2,....N } Consideramos el conjunto

N
S:{nEN:ZQg(n)zl} C N. Puesto que P; + ...+ Py = 1, tenemos que E(P) + ...+
k=1

E(Py)=1,y de aquf

N N N N
1-> Q) = <ZE(Pk)> > QR=> (BEP)-Q}) L.
k=1

k=1 k=1 k=1
Entonces
N oo N N N
L= Q=2 |1=D Qi) =3 |1=> Qi)+ ) |1-3 Qkin)| <o
k=1 n=1 k=1 nes k=1 n¢sS k=1
N N
y como sin € S, Z Q%(n) = 1 se sigue que Z 1-— Z Q%(n)| < co. Esto tltimo implica que
k=1 n¢sS k=1

N—.S es un conjunto finito. Definimos Qs = ;. g e;®e; € A y notemos que Q}-Qs, ..., Q?\,-QS

son proyecciones ortogonales de traza infinita con suma (Jg. Por lo tanto, si se modifican los

0 0 .
1.+, Q) por:

Q=@ Qs+(1-Qs), Q=0Q%-Qs, ... Qn=0% Qs

obtenemos una nueva sucesion de proyecciones Q1,...,Qn € A las cuales son mutuamente
ortogonales, que suman 1 y satisfacen (38).

Notemos también que puesto que tr(Pk) = rank P, = oo para cada k, (38) implica que
también tr(Qk) = rank(Q) = 0o. Se sigue que el operador B = \Q1 + ... + Ay@n pertenece
a A, satisface o(B) = 0.(B) = X, y por construccién

(39) D—-B=FE(A) -Bel'

Nos queda mostrar que tr (D - B) satisface (37) para enteros vy como fueron descritos ahi. En
N

efecto, puesto que D — B = Z Ak (E(Pk) — Qk> y E(P) — Qy, € £, tenemos
k=1

tr(D—B) =Y Mtr(E(P) — Qg),
k=1

asi que es suficiente probar que
(40) tr(E(Py) — Q) €Z, 1<k<N,

y que la suma de los N enteros de (40) es cero.
Para probar (40) recordamos el Teorema 7.12. Notemos primero que Py — E(P;) € £2. En

efecto, ya que ;, es una proyeccién (Qk — E(Pk)Q) = ((Qk)2 — E(Pk)Q) = (Qk — E(Pk)) (Qk +
E(Pk)), y como E(P,) — Q, € £, tenemos que (Q;,C - E(Pk)z) elly

E(Py) — E(Py)? = (E(Py) — Qi) + (Qx — E(P:)?) € £
Por lo tanto, tr(E(FP) — E(P;)?) < oc. Y asi, por (35)

tr((Py — E(Py))?) = tr(E(P) — E(P)?) < .
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(Usamos que tr(A) = ¢tr(E(A))). Puesto que E(P;) — Qx € L' C £2, obtenemos
P —Qr=(P.— E(P))+E(P) —QpeL? 1<k<N.
Por el Teorema 7.12 concluimos que Qi PrQr + QkLPkQ# —Qp € L', y ademas,
v = tr(QrPrQx + Qi PrQi — Qi) € Z.
Como E(LY) C LINA,y
E(QuPrQr + Qi Qi — Q) = QuE(Py)Qk + Qu E(PL) Qi — Qk = E(Pr) — Qi
hallamos que E(Py) — Qr € L'y

tr(E(Py) — Qx) = tr(QxPrQr + Qp PeQp — Q1) = vy, € Z.

N
Ya que Y (E(Py) — Q) = E(1) — 1 =0, tenemos vy + ... + vy = 0.
k=1

7.6. Conclusion, observaciones y un ejemplo.

Senalamos que el Teorema 7.17 se especializa en la afirmacién = del Teorema 7.2 ii) para
el caso X = {O, 1}. En efecto, un simple célculo muestra que para los dos puntos del conjunto
X = {O, 1} tenemos Ko 1y = Z, de modo que I'gg 1y = C/Z =TI x R. Ahora la hipédtesis del
Teorema 7.2 ii) es que a + b < 0o, donde a y b son definidos por

a= Y d, y b= Y 1—dp.

d"l/gé d7b>%

Sea, (ﬂvn) la sucesion
/0 cuando d, <1/2,
=11 cuando d, > 1/2.

Entonces ~
a + b es finito < Z ’dn — :En‘ <oco&de Liml({(), 1})
n=1
o
Ademads, a — b = Z d, — T, de modo que
n=1

a—beZ & 8{071}(d) =0.

Para el conjunto més general X, la reciproca del Teorema 7.17 dice que:

Sea X el conjunto de vértices de un poligono convexo y sea d una sucesién en Lim!(X) tal
que sx(d) = 0. Entonces existe un operador N € N(X) y una base ortonormal {8"}n>1 para H
tal que d, = <Nen,en>, n > 1.

Primero veremos que la reciproca es verdadera cuando X consiste de solo 2 puntos:

Supongamos que X = {)\1, /\2} con A1 # Ao. Podemos hallar una biyeccién afin ¢ : [/\1, )\2] €

C— [O, 1], o(z) =

lleva A1 a 0y A2 a 1) que manda sucesiones en Lim!(X)

A1
T _
Ao — A1 Ao — A1

z— ! (
Ay — A1 Ay — A1

a sucesiones en Lim' ({0, 1}) Entonces notemos que la funcién T" — 1 lleva
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N(X) a N({0,1}), y nos encontramos en el caso de la implicacién < del Teorema 7.2 ii), de
donde existe un operador N € N(X) y una base ortonormal {6”}n>1 para H tal que d, =
<Nen,en>, n>1.

Por otro lado, la siguiente proposicién muestra que esta reciproca del Teorema 7.17 falla
para un conjunto de 3 puntos.

Proposicién 7.18. Sea X = {O, 1,2'} con i =+/—1, y consideremos la sucesion

1 7 1+
=(=-,z,—/,0,1,2,0,1,%,... e,
d <272? 2 70? 72707 7’L7 )eg

Entonces d pertenece a Lim'(X) y la suma renormalizada sx (d) = 0. Pero no existe un operador
normal N € N(X) cuya diagonal relativa a una base ortonormal sea d.

Antes de la demostracién, recordamos que una matriz doble estocastica, A = (aij) € M, se
dice que es ortoestocastica si existe una matriz unitaria (uzj) € M, tal que a;; = ‘uij , 1 <
1,7 < m. Se hace uso del siguiente ejemplo conocido de matriz doble estocdstica que no es

ortoestocastica.

Lema 7.19. La matriz A € Ms,

/2 0 1/2
A=1| 0 1/2 1/2
1/2 1/2 0

no es ortoestocdstica.

Demostracién: En efecto, si existiese una matriz unitaria en M3, U = (u;;) tal que |u;j|> = a;;
para todo i, j, entonces U debe tener la forma

1 a 0 b
U=—10 ¢ d
V2 e f O
con entradas complejas que satisfacen ’a‘ = ‘b| = |c‘ = ‘d‘ = ‘e} = }f’ = 1. Pero las filas de tal

matriz no pueden ser entonces mutuamente ortogonales.
|
Demostracién: (de la Proposicién 7.18) Por célculo sencillo se ve que el conjunto X =
{O,l,i}, el grupo Kx y el grupo de obstrucciéon I'y son dados por Kx = Z + Zi, 'y =
C/Kx 2R/Z®R/Z = T?.
Sea x la sucesién x = (0,0,0,0,l,i,O,l,i,...). Obviamente, x, € X para cadan > 1,y
dn = x, excepto paran =1,2,3 y

10 1+ . .
g;2+2+ 5 =1+i€Z+il=Kx.
Por lo tanto, d € Lim'(X) y sx(d) = 0.

Cada operador N € N(X) tiene la forma N = P+ i@, donde P, Q son proyecciones de rango
infinito, mutuamente ortogonales, tales que 1 — (P + @) tienen rango infinito. Supongamos que
existe un tal operador N cuya matriz relativa a alguna base ortonormal {en}n>1 tiene diagonal
d = (d">n>1’ y lleguemos a una contradiccién. Sea p,q € ¢*° la parte real e imaginaria de la
sucesion d

1 1 11
=(2,0,-,0,1 1 1,0,... =10,5,= 1 1 I
p (27072707 70707 ?0707 ’0’ > y q <O72’2’0’07 70707 70707 ) )
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Puesto que d es la diagonal de P 4 i(), podemos equiparar parte real e imaginaria para obtener
Dp = <Pen,en> YV Gn = <Qen,en>, n>1.
Ahora, paran > 4, p, y g, son ambos valores {0, 1}. Puesto que P y @Q son proyecciones,
se sigue que
Pe, = ppen y Qe, =€, n >4,

y en particular, P y  ambos dejan el espacio lineal cerrado generado [64, es,.. ] invariante.
Por lo tanto, deja su complemento ortogonal [el, €2, 63] invariante.

Sean Py, Qo las restricciones de P,(Q, respectivamente, a Hy = [61,62,63]. Py y Qo son
proyecciones mutuamente ortogonales y la diagonal de sus matrices relativas a la base ortonormal
1 1 11 )
{61,62,63} y son 5,0, 2) y (O, > 2>, respectivamente.

Cada una de las dos diagonales suman 1, por lo tanto, Py y o son de dimensioén 1.
Ademés, Ry = 13¢, — (Po + Qo) es una proyeccién de dimensién 1 en B(Hp) cuya diagonal
11
57 0 0.
2’2 )
Por lo tanto, la matriz perteneciente a M3 cuyas filas son las diagonales de las tres proyec-
ciones Py, Qg, Ro tiene la forma

relativa a la bases {61, es, 63} es <

/2 0 1/2
A= 0 1/2 1/2
1/2 1/2 0
Ahora podemos elegir vectores unitarios f1, fo, f3 de manera que Py = [ fl], Qo = [ fg] y

Ry = [ fg]. Tenemos entonces que fi, fa, f3 son una segunda base ortonormal de Hy,

ens 0 [ge2 P2 oo ). 2
A= | en ) (o)} e )2 | = (lul?).
ens 1l [Gea )" (e )]

donde (u;;) es una matriz unitaria en M3. Esto contradice el Lema 7.19.
[
La Proposicién 7.18 muestra que la condicién necesaria sx(d) = 0 no es suficiente para que
una sucesién d € Lim!(X) sea diagonal de un operador en N(X) cuando X contiene més de 2
puntos.
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