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1 Numeros y mas nimeros (en construccion)

En esta seccion formalizamos la base sobre la cual se desarrolla el resto del curso: los niimeros
reales. En los procesos de formalizacién es usual asumir una serie de afirmaciones basicas
(axiomas) y construir la teorfa desde estas afirmaciones bésicas. En nuestro caso, nuestras
afirmaciones basicas tienen que ver con los nimeros naturales N. Una vez que asumimos estas
afirmaciones sobre N, el resto de los nimeros (Z, Q, R) surgen de construcciones explicitas
que realizaremos con cierto detalle. De forma similar, las propiedades de Z, Q y R que vamos
a considerar estardn justificadas (probadas) a partir de las propiedades que hemos asumido
de N.

En lo que sigue, vamos a dejar varios detalles para el lector y en esos casos escribimos [1. Una
vez que el lector complete estos detalles (es muy recomendable hacer esto, porque colabora
con la compresion detallada del contenido del texto) el lector puede pintar el cuadradito de
forma que quede el famoso simbolo B de detalle resuelto 6 prueba concluida.

1.1 N, ZyQ

Comenzamos asumiendo que contamos con N = {0, 1, 2,...} en el que estd definida una
operacion binaria que denotamos + : N x N — N que tiene las siguientes propiedades: para
todos n, m, p € N:

S1. Asociatividad: n+ (m+p) = (n+m) + p.
52. Conmutatividad: n +m = m + n.

S3. Existencia de neutro: 0 +n = n.

S’4. Cancelacion: n+m=n+p = m =p.

En este caso decimos que N es un monoide abeliano cancelativo. La asociatividad nos
permite escribir expresiones del tipo m; + ... + m, sin ambigiiedad (notar que debemos
elegir alguna forma para asociar los términos para poder sumar: pero la suma no depende
de como asociamos!)

Ademaés, N posee una relacién de orden “ < ” compatible con la estructura anterior:
O1. n < m si y solo si existe p tal que n +p =m.
02. Sin < m entonces n+p < m + p.
03. Dados n, m € N se verifica que n <m 6 m < n.
04. Si A C N es no vacio entonces A tiene un primer elemento.

Hasta aqui hemos considerado las propiedades de N que vamos a asumir como ciertas. En
adelante, vamos a construir y justificar con cierto detalle todo lo que hagamos!

Podemos definir otra operacion binaria - : N x N dada porn-m=0sin =006

n-m= m-+...+m €N.
—_———

suma de n términos

Lo anterior define el producto que verifica (un gran [): para todos n, m, p € N
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P1. Asociatividad: n - (m-p) = (n-m) - p.
P2. Conmutatividad: n-m =m - n.
P3. Existencia de neutro: 1-n =n.
P4. sin-m =0 entonces n =006 m = 0.
P5. Sim < pentoncesn-m <n-p.
D. Distributividad: n-(m +p) =n-m+n-p.

La propiedad P4. implica la simplificacion: si n # 0y n-m = n - p entonces m = p.

A partir de N podemos construir Z de la siguiente forma: consideramos N x N = {(n,m) :
n, m € N}. En N x N definimos la relacién:

(m,n) ~ (p,q) & m+q=p+neN.

(notemos que la suma en la definicién anterior es la suma en N, que es la 1nica operacion de
suma que tenemos definida). Es sencillo verificar que ~ es una relacién de equivalencia (aca
se usa la propiedad de cancelacién, [J). Consideramos entonces el conjunto cociente

Z :=NxN/~ ={[(m,n)] : m, ne N},

donde [(m, n)] denota la clase de equivalencia de (m,n) segin ~.

En este caso podemos definir una operacién binaria + : Z x Z — 7Z dada por
[(m, )] +[(p, )] = [(m +p,n+q)] €Z.

Notemos que la operacién en Z queda definida en funcién de la suma en N (ejercicio! sug-
erencia: recordemos que hemos aceptado la existencia de N con todas sus propiedades). En
este caso, se verifica que la suma en Z verifica las propiedades de monoide S1.-S3 (), donde
el neutro 0z = [(0,0)] = [(n,n)], para n € N. Ademas, si [(m,n)] € Z existe el opuesto
[(n,m)] € Z tal que

[(m, )] +[(n, m)] = [(m +n,m +n)] = [(0,0)] = 0z

En este caso escribimos [(n,m)] = —[(m,n)], que determina una operacién 1-aria en Z. Asi,
vale

S4. Six € Z existe —x € Z tal que z + —x = 0.

La existencia opuesto y las propiedades anteriores hacen de Z un grupo abeliano conmutativo
(en donde vale, en particular, la cancelacién!). Ademas, si p : N — Z esta dada por p(n) =
[(n,0)] € Z entonces p verifica:

pr) =0z =0 y pim+n)=pm)+pn).

En este caso p es una funcién inyectiva que permite identificar n con p(n) € Z. De esta
forma, en adelante, consideramos N C Z via la identificacién dada por p.



Maés atn, notemos que —p(n) = —[(n,0)] = [(0,n)] de forma que todo elemento en Z se
puede escribir

[(m,n)] = [(m, 0)] +[(0,n)] = p(m) + (=p(n)) = p(m) = p(n).

Podemos definir un producto en Z dado por [(m,n)] - [(p,q)] = [(mp + ng, mq + np)], que
resulta verificar las propiedades P1.-P3. en Z. Ademads, vale que

[(m,n)] - [(p,@)] = 0z & [(m,n)] =0z 6 [(p,g)] = 0z.

La propiedad anterior garantiza la simplificacion: si [(m,n)] # 0z entonces:

[(m, )] - [(p, )] = [(m,n)] - [(r;s)] = [(p,@)] = [(r,5)]

Por otro lado, también se verifica la propiedad D (distributiva) en Z.

Finalmente, definimos el orden en Z dado por: si a, b € Z entonces a < bsib—a € N(C Z).
En este caso se verifican las propiedades O2 y O3 en Z. Ademds, se verifica P5 siempre que
n € N (todo lo anterior es un super O !). Ademas, p respeta las operaciones suma, producto,
el neutro de la suma y del producto; p también respeta el orden en N. De esta forma, N se
identifica completamente con p(N), lo cual hace més claro que la inclusion N C Z esta bien
propuesta.

Obs 1.1. Notemos que esta versiéon que hemos construido de Z describe a Z como un espacio
cociente. Esto contrasta un poco con la idea que uno tiene de Z como numeros. Sin embargo,
una vez establecidas las propiedades usuales de Z en esta construccion particular, podemos
pensar a 7Z nuevamente como numeros: es decir, lo importante no es la naturaleza de los
elementos de Z (por ejemplo) sino las relaciones entre estos elementos (la existencia de las
operaciones que satisfacen las propiedades que estamos acostumbrados a usar de Z). A

Y ya que estamos, seguimos construyendo Q a partir de Z. Definimos Z* = Z \ {0} y
consideramos una relacién en Z x Z* = {(p,q) : p € Z, q € Z*} dada por

(p,q) = (r,s) & p-s=r-q.

(notemos que el producto en la definicién anterior es el producto en Z, que hemos constru-
ido previamente). Una vez verificado el hecho de que & es una relacién de equivalencia
(ejercicio!), podemos considerar el conjunto cociente

Q:=2Zx7Z/~={({p,q) : pg€Z,q+#0}.

donde (p, q) denota la clase de equivalencia de (p,q) con respecto a la relacién . En este
caso, podemos definir las operaciones binarias

(p,q) +(r,s)=(s-p+tq-r,q-s) vy (pg-(rs)=({p-14q-3).

En este contexto, la suma en Q queda bien definida y verifica S1.-S3. (aqui el neutro de la
suma es Og = (0, 1)) y el producto verifica las propiedades P1.-P4 (y el neutro del producto
es 1g = (1,1)). Ademss, si (p,q) € Q entonces (—p,q) € Q es tal que (p,q) + (—p,q) = Og
y escribimos (—p,q) = —(p,q). De esta forma todo elemento de Q tiene opuesto aditivo y
la suma en Q corresponde a una operacién de grupo abeliano. Por otro lado, si (p,q) # 0g

(es decir, p # 0) entonces (¢,p) € Q es tal que (p,q) - (¢,p) = 1g y en este caso escribimos
AN A )
(¢,p) = (p,q) . Asi, vale



P4’. Existencia de inverso: si x € Q, z # 0, entonces existe 27! € Q tal que z - 27 = 1g.

Es decir, todo elemento no nulo admite un inverso multiplicativo. De esta forma, Q
verifica S1.-S4. y P1.-P3, P4’ y D. En este caso, decimos que Q es un cuerpo (un gigantesco
). Més adelante vamos a re-escribir la definicién de cuerpo.

Ademads, podemos definir un orden en Q de la siguiente forma. Sea P = {(p,q) : p, q €
N, p # 0, ¢ # 0}; en este caso definimos

) <(rs)e (o =(s) ¢ (pa#rs) vy (rs)—(pqg €P.

En este caso, se verifica que la relaciéon anterior es un orden que resulta compatible con la
estructura algebraica de Q: si x < z en Q entonces r +w < z 4w para todo w € Q; por otro
lado, si w € P entonces x - w < z - w. También se verifica la tricotomia: si x € Q entonces
r>06x=006x<0. En este caso decimos que Q es un cuerpo ordenado.

Finalmente, si consideramos 7 : Z — Q dada por v(p) = (p, 1) € Q entonces «y es una funcién
inyectiva que respeta toda la estructura de Z que hemos considerado: la suma, el producto
y el orden (verificar!). En este sentido es que podemos identificar p € Z con y(p) € Q y
considerar Z C Q, cosa que haremos de aqui en adelante.

En este punto podemos hacer una observacién similar a la Obs. 1.1. Por otro lado, cabe
mencionar que Q es un cuerpo dotado de un orden que tiene algunas deficiencias para poder
hacer analisis. Por ejemplo, aplicando el teorema fundamental de la aritmética se verifica
que no existe ¢ € Q tal que ¢ = 2. En este sentido, la funcién f(z) = (2% — 2)? definida en
losx e C:={teQ:0<t<2} no tiene un minimo! En lo que sigue vamos a completar
Q, esencialmente construyendo los puntos que le faltan para llegar a ser R. Este proceso de
completacién puede ser pensado desde muchos puntos de vista distintos. Nosotros vamos
a considerar el punto de vista que corresponde a la propiedad de existencia de supremos
de conjuntos no vacios y acotados superiormente. Para formalizar esto, consideramos los
siguientes conceptos.

1.2 Conjuntos ordenados

Recordemos que un conjunto ordenado (A, <) es un conjunto A en donde hay definida una
relaciéon de orden (que es reflexiva, antisimétrica y transitiva). En este caso notamos a < b
siempre que a < by a # b.

Definicién 1.2. Sea (A, <) un conjunto ordenado y E C A.

1. Decimos que E esta acotado superiormente si existe x € A tal que = > e para todo
e € F; en este caso, decimos que x es una cota superior de £. Definimos el conjunto
de cotas superiores

CS(E)={x € A : z escotasuperior de E} C A.
Notemos que por hipétesis, C'S(E) # 0.

De forma analoga, decimos que F estd acotado inferiormente si existe x € A tal que
x < e para todo e € E; y en este caso decimos que z es cota inferior de E. Definimos

CI(E)={x € A : x escota inferior de E} # 0.
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2. Si E esta acotado superiormente (C'S(E) # () decimos que o € A es el supremo de E,
y notamos « = sup F, si

(a) a € CS(E);
(b) Si 8 € CS(F) entonces a < 3
Es decir, a es la minima cota superior de E.

3. Si E estd acotado inferiormente (C'I(E) # ()) decimos que v € A es el infimo de E, y
notamos vy = inf F, si

(a) v e CI(E);
(b) Si 8 € CI(FE) entonces 3 < v

Es decir, v es la méxima cota inferior de F.

Ejemplos 1.3. Consideremos a Q con el orden que hemos construido. En este caso:
1. SiE={re€Q: <0} entonces CS(E)={zx€Q: >0} ysupE=0¢ E.
2. SiE={z€Q: <0} entonces CS(E)={zx€Q: >0} ysupE=0¢€E.

3. Sea E={reQ: 0<uz, 2? <2}y veamos que este conjunto no tiene supremo en Q
(recordemos que Aa € Q tal que a® = 2). Por un lado, F estd acotado superiormente
y mas aun,

CSE)Y={z€cQ: 2>0,2°>2}={rcQ: >0, 2* > 2}.
Para verificar lo anterior basta ver quesie € E (0 <eye? <2)y

22 2 2 2(e? —2
d=e— _ et >e:>d2—2:M

<0.
e+ 2 e+2 (e+2)?

Es decir, e < d € E. Lo anterior indica que si > 0 es tal que z? < 2 entonces z € E
y © ¢ CS(E) (completar los detalles para la igualdad de conjuntos de arriba [J).

Por otro lado, si p € C'S(E) entonces p > 0y p*> > 2. En este caso, ¢ = p — % <py
vale que
2(p” —2)
2
—2=—"->0 = ¢qeCS(E).
q TESE q (E)

Asi, no puede haber una minima cota superior.

Definicién 1.4. Sea (A, <) un conjunto ordenado. Decimos que A tiene la propiedad de la
minima cota superior si para todo F C A, tal que F # () y esté acotado superiormente, se
verifica que existe sup £ € A. A

Recordemos que un conjunto ordenado (A, <) se dice totalmente ordenado si dados x, y €
A se verificaque x <y 6y < z.

Proposiciéon 1.5. Sea (A, <) un conjunto totalmente ordenado con la propiedad de la
minima cota superior. Si E C A, E # 0 estd acotado inferiormente entonces existe
a=inf B € A. Mds ain, « =sup CI(E).



Demostracién. Notemos que por hipétesis CI(E) # (); ademads, como E # () podemos tomar
un elemento e € E: en este caso, si b € CI(E) entonces b < e. Asi, e € CS(CI(E)) es una
cota superior para C'I(E) C A. Por hipétesis, existe a = sup CI(E).

Si e € E entonces, como E C CS(CI(E)) (ver el parrafo anterior) vemos que o < e, porque
a es el minimo del conjunto CS(CI(E)). Asi, a € CI(E).

Supongamos que d € A es tal que o < d; entonces d ¢ CI(E), porque a € CS(CI(FE)). Asi,
si f € CI(FE) entonces a £ f, de forma que aw > f (porque A estd totalmente ordenado). Lo
anterior muestra que « es el méximo de CI(E). |

1.3 Cuerpos

Hemos construido Q de forma que resulta un cuerpo ordenado. Mas adelante vamos a
construir R de forma que también resulte un cuerpo ordenado. En general, hay varios
argumentos algebraicos que estamos acostumbrados a usar en Q y en R que son validos
en cualquier cuerpo. En lo que sigue recordamos las propiedades formales de un cuerpo y
deducimos varios de estos argumentos algebraicos formalmente, usando las propiedades de
la definicién de cuerpo (spoiler alert: se viene un festival de ejercicios para el lector).

Definicién 1.6. Un cuerpo es una terna (F,+,-) tal que F' es un conjunto, + y - son
operaciones binarias en F' (denominadas suma y multiplicacién) que satisfacen los siguientes
axiomas:

Axiomas para la suma: para todos a, b, c € F
S1. a+b € F (la operacién es cerrada en F' 6 bien definida).
S2. a+ (b+c¢)=(a+b)+c
S3. a+b=b+a.
S4. 40 € F tal que a + 0 = a.

S5. d—a € F tal que a+ —a = 0.

Axiomas para la multiplicacién: para todos a, b, ¢ € F

M1. a-b € F (la operacién es cerrada en F' 6 bien definida).
M2. a-(b-c)=(a-b)-c.

M3.a-b=0b-a.

M4. 31 € F,1#0, tal quea-1 = a.

M5. Sia#0,3a € Ftalquea-a!=1.

Ley distributiva : para todos a, b, ¢c € F'

D. (a+b)-c=a-c+b-c



Obs 1.7. Sea F' un cuerpo: en adelante convenimos en usar las siguientes notaciones:
a—b=a+-b, a+b+c=a+(b+c)=(a+b)+c

a-b-c=a-(b-c)=(a-b)-c, na=a+...+a, n>1términos

=1, a"=a---a, n>1factores —z-y L.

Y

< |8

A

Es conveniente recordar que hay cuerpos que son bien distintos de Q y R: por ejemplo,
recordemos que Zs (los enteros médulo 5) con la suma y el producto

(] +[m]=[n+m] y [n]-[m]=[n-m]

donde [n] denota la clase médulo 5 para n € Z, es un cuerpo (finito).
Las siguientes reglas valen en todo cuerpo.

Proposicién 1.8. Sea (F,+) un conjunto dotado de una operacion binaria +, que satisface
los axiomas S1.-S5. Si x, y, z € F' entonces vale que

l.x4+y=a+2 = y =z (cancelacion).
2. x+y=a0 = y=0 (unicidad del neutro).
3. x4+y=0 = y=—z (unicidad del opuesto).
4. —(—z) ==x.
Demostracion. Para verificar 1. usamos los axiomas
y=04+y=(—r+2)+y=—<a+@@+y)=—<a+@+2)=(—r+2)+2=0+2==2

donde usamos S4 y S3, S5, S2, la hipdtesis, y desandamos el camino anterior. Notemos
que 2. es un caso particular del item 1.: x +y = x = x 4+ 0 entonces y = 0. Lo mismo 3:
x4y =0 = z+—x implica que y = —x, por el item 1. Finalmente, —z+—(—2) = 0= —x+zx
implica —(—x) = z, otra vez por el {tem 1. |

Proposicién 1.9. Sea (F,+,-) un cuerpo. Si z,y, z € F entonces vale que

1. z-0=0.

2. Six#0,y#0 entonces x -y # 0.

3. Stz #0:x-y=x-2z = y=z (simplificacion).

4. Six#0:z-y=x = y=1 (unicidad de la unidad).
5. Six-y=1= 2#0,y=1a"" (unicidad del inverso).
6. Six#0: (z71) =z

7 (—z) y=xz-(-y)=—(z -y

8. (=x)-(—y)=z-y



Demostracién. Para ver 1. notemos que -0 =z (0+0) = 2 -0+ 2 - 0; cancelando se tiene
que z -0 = 0. Para ver 2., si x # 0 pero x -y = 0 entonces como x - 0 = 0, se tiene que
x -y =x -0y por simplificacién, que y = 0. Los items 3 -8 son ejercicio (OJ). |

Definicién 1.10. Un cuerpo ordenado es un cuerpo (F,+,:) junto con un subconjunto
P C F (llamado el cono estrictamente positivo) que satisface:

P1. Para todo a € F' vale una y solo una de las siguiente condiciones:

acP 6 —a€eP 6 a=0.

P2. Sia, b€ P entonces a+b € P.
P3. Sia, b€ P entonces a-b e P.

En este caso definimos el orden inducido por P: dados a, b € F' entonces
a<b siysolosi a=b 6 b—acP.

Obs 1.11. Sea F' un cuerpo ordenado y sea P C F' el cono estrictamente positivo. Entonces
el orden inducido por P es (efectivamente) una relacién de orden total. Notemos que = < x
vale por definicién; por otro lado, si z < y, y < x entonces: si x # y se tiene que y —x € P
yx—y=—(y—x) € P, que contradice P1 (con a = y — x). Asi, z = y necesariamente.
Finalmente, la transitividad es consecuencia de P2, (ejercicio OJ).

Ademas, el orden es total: sean a, b € F: si a = b entonces a < b; si a # b entonces b—a # 0
y se debe verificar (por P1.) que: b—a € Pencuyocasoa<bo6 —(b—a)=a—be Pen
cuyo caso b < a. A

Ejemplo 1.12. Notemos que P = {z € Q : = > 0} C Q verifica las propiedades de las
definicion anterior. De hecho, el orden inducido por P coincide con el orden usual en Q que
hemos introducido en su construccion. En particular, el orden en Q es total. A

Proposicién 1.13. Sea F un cuerpo ordenado con cono estrictamente positivo P C F.
Entonces

1. P={zeF:2#0,2>0={xeF: x>0}
2. Siy >z entoncesx +y > x+ z, para x € F.
Six >0,y >z entoncesc-y>x-z.
Six<0,y>zentoncesx-y<x-2.

Six # 0 entonces * > 0 (en particular, 1-1=1>0).

S v e

Si0 <z <y entonces 0 <y ! < a7t

Demostracion. Notemos que x > 0siysolosiz =06z —0=x€ P. Asi,;siz>0yx#0

entonces x € P. Reciprocamente, si x € P entonces x # 0 (por P1) y x —0 = x € P implica
que x > 0; lo anterior prueba el item 1.
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Para ver 2. siy > z entoncesy =20y — 2z € P. Si y =z entonces r +y =z + z y vale
que r+y > x + 2z; 81 y — 2z € P entonces (x +y) — (v + 2) =y — 2z € P que muestra que
Ty >+ 2.

Para ver 3. notemos que si x+ = 0 6 y = 2z entonces la conclusion vale de forma trivial.
Asi, podemos suponer que x € Py y—z € P: en este caso por P3. se tiene que z - (y — z) =
x-y—x-2z€ P, que muestraque -y > - 2.

Los items 4, 5 y 6. se verifican con argumentos similares, ejercicio [J. ]

Hay otras formas posibles de definir un orden en un cuerpo, tal que este orden sea compatible
con la estructura algebraica. Aca va otra:

Proposicién 1.14. Sea (F,+,) un cuerpo y sea < una relacion de orden total en F que
satisface:

O1. Siy > z entonces y +x > z + x, para todo x € F.
02. Si0 <z, 0 <y entonces 0 < x - y.

Si definimos P = {x € F': 0 <z} entonces P resulta un cono estrictamente positivo en F
tal que el orden inducido por P (que lo notamos <p para no confundir) coincide con <.

Demostraciéon. Ejercicio [.

En lo que sigue decimos que un cuerpo (F,+p, r) contiene al cuerpo (K, 4+, k) si existe
una funcién & : K — F que respeta la estructura de K: ®(0x) = Op, ®(1g) = 1p,
O(z+ry) =P()+r P(y), P(z -k y) = P(z) -r P(y), para todos z, y € K. Notar que una
tal funcién debe ser inyectiva. En efecto: notemos primero que si x € K, z # 0 entonces
1F = (I)(CC ‘K Q?il) = (I)(ill') F (I)(.I'il)

que muestra que ®(z) # 0p (que ®(z7') = ®(x)~! es decir, ® respeta los inversos). Asi,
si ®(z) = P(y) entonces ¢(z —y) = 0p y * —y = Ok, es decir x = y. Si ademds F'y K
son cuerpos ordenados con conos Pr y Pk pedimos que se verifique: x € Pk si y solo si

Ahora podemos desarrollar la construccién tan esperada de R, junto con las propiedades
derivadas de su construccién.

Teorema 1.15. Existe un cuerpo ordenado (R, +,-) tal que R contiene a Q como subcuerpo
(ordenado) y tal que el orden en R tiene la propiedad de la minima cota superior.

Demostracion. Vamos a desarrollar la prueba en pasos. Comenzamos definiendo R como
conjunto, a través de una descripcién de sus elementos (que son llamados cortaduras).

Paso 1: Una cortadura es cualquier subconjunto o C QQ con las siguientes propiedades:

Cl. a#0, a+#Q.
C2. Sip € a, g€ Q tal que ¢ < p entonces q € a.

C3. Si p € a entonces existe r € a tal que p < 7.
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Cabe aclarar que el orden que figura en C2. y C3. es el orden de QQ, como lo hemos
construido. En adelante seguimos la siguiente convencién: p,q,r € Q mientras que «a, 3,
son cortaduras.

Ya podemos definir R como conjunto: R es el conjunto formado por todas las cortaduras.
Si p € Q entonces definimos p* = {¢ € Q : ¢ < p} y es sencillo verificar que p* es una
cortadura (es decir, p* € R) 0.

En este paso definimos ademaés una relacién de orden en R: dados «, f € R entonces
a < [ siysolosiaC 3 (acd usamos que las cortaduras son, formalmente, conjuntos). Es
claro que lo anterior define un orden.

Veamos que el orden es total: sean a, € R tales que § £ « (es decir, § € «). En este
caso, existe p €  tal que p ¢ a. Como «a # ) (por Cl.), sea ¢ € « arbitrario; entonces
p £ q, porque de otra forma p < q y luego p € o (por C2.). Asi, como el orden en Q es total,
vemos que ¢ < p que muestra que ¢ € 3 (por C2.). Lo anterior muestra ¢ € « = g€ Sy
entonces a C f3; es decir, a < f3.

Paso 2. Veamos que (R, <) tiene la propiedad de la minima cota superior. Sea F C R,
E # 0 y tal que E estd acotado superiormente. Sea 3 € R una cota superior de E, es decir
tal que a < 8 para todo a € E. Definimos

'y:Ua:{pe@: dJa€e EF, pea}l.

acl

Veamos que 7 es una cortadura:

Cl: v # 0, porque si « € E (E # ) entonces ) # o C 7. Ademds, como € R, existe
r € Q tal que r ¢ [3; notemos que si € E entonces o C 5y luego v C 3 (por Algebra I,
ejercicio). En particular, r ¢ vy v # Q.

C2: Seap € vy q € Q tal que ¢ < p: por definicién de v, existe a € E tal que p € o
pero entonces por C2 para « vemos que ¢ € «. Finalmente, como a C v, ¢ € 7.

C3: Sea p € ~; por definicién de v, existe a« € F tal que p € «; pero entonces, por C3.
para «, existe r € a tal que p < r. Otra vez, podemos ver que r € v y estamos.

Claramente, a < vy, para todo a € E de forma que v € R es una cota superior para E.
Veamos que es la minima cota superior: si § € R es tal que o < ¢ (es decir, o C §), para
todo o € E, entonces (por élgebra I)

fy:UaQ(S = 7<9.

ack
Asi, v =sup F.

Paso 3. Definimos la suma en R: dados «, § € R definimos

a+B={p+q: pea, qeB}.

Notemos que la definicién anterior estd basada en la suma en Q. Veamos que valen las
propiedades S1.-S5. de la Definicién 1.6, para la suma asi definida.

S1. Veamos que a + 8 es una cortadura: es claro que ) # a + 8 C Q (porque a 'y 8 son
no vacios). Sear’, s € Q, " ¢ oy s ¢ f. Entonces si r € a'y s € 8 son arbitrarios (como
vimos antes) r < 1’y s < §': luego r + s < r’ + §'. Lo anterior dice que " + s’ ¢ o+ 3
(segin la definicién de suma de arriba) y vale C1. Para ver C2. sea p € a + [ y sea
g € Q tal que ¢ < p. Por definicién, existen r € «a, s € (3 tales que ¢ < p = r + s.
Como ¢ — p < 0 entonces r + (¢ — p) < r, que muestra que r + (¢ — p) € a y entonces
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r+(q—p +s=p+(q—p) =q € a+ 5. Finalmente, vemos C3: Sea p € a + . Por
definicién, existen r € «, s € [ tales que p = r+s. Por C3 para a y (3, existen 1’ € a, s’ € [
tales que r <71/, s < s’ y entonces p=r+s <r’' + 5 € a+ f (por definicién).

S2. Es una consecuencia de la asociatividad de la suma en Q: si «, 3, v € R entonces es
sencillo verificar (ejercicio: se usa que o+ 3 € Ry que g+ € R, )

(a+8)+vy = {(r+s)+t: rea,sef, teq}t={r+(s+t): rea,sef,te}
= a+(f+7).

S3. es una consecuencia de la conmutatividad de la suma en Q: en efecto,
a+p={r+s: rea,sepft={s+r: rea,sefl=0+a

S4. Veamos que a + 0* = a. En efecto, sir € a, s € 0" entonces r, s € Q y s < 0; entonces
r 4 s < r que muestra que r + s € «, por C2. Asi, a+0* C «. Por otro lado, dado r € « sea
q € a tal que r < ¢ (acd usamos C3.) Entonces s =r—¢<0yr =g+ (r—q) € a+0* que
muestra que a C a+0*. Asi, la doble inclusiéon muestra la igualdad de conjuntos a+0* = a.

S5. Sea a € R fijo: definimos

b={peQ: IreQ,r>0, —p—r=—(p+r) ¢ a}.

Veamos que 8 € R (es una cortadura) y o+ = 0*. Sea s ¢ a (por Cl. para «) y sea
p=—s—1: entonces —p—1=s¢ a. Asi,pe Sy B #0. Siq€ a, notemos que —q & f:
en efecto, si r > 0 entonces —(—q) —r = q—1r < q € «, de forma que —(—¢q) — r € a, para
r > 0. Lo anterior muestra que § # Q y vale C1. para 3. Seap € f,seaq€ Q, ¢ <py
sea r > 0 tal que —p —r ¢ a; como —p < —q entonces —p — r < —q — r que muestra que
—q—r ¢ « (de otra forma, —q—r € a, —p—r < —g—r implican —p —r € « en contra de la
hipétesis). Asi, vale C2. para . Finalmente, si p € 3, sear € Q, r > 0 tal que —p — r ¢ «.
Entonces Q > p+7/2 > pestal que existe r/2 >0y —(p+7r/2)—r/2=—p—1¢& o; lo
anterior muestra que p + r/2 € 5y vale C3 para (: asi, § € R.

Sean r € «, s € ( arbitrarios; entonces existe t € Q, t > 0, tal que —s —t ¢ o. Como
—s—1t < —s entonces —s ¢ a de forma que r < —s (de otra forma, —s < r que fuerza a que
—s € apor C2.). Asi, r+ s <0y vale que o + 5 C 0*. Por otro lado, sea v € 0*: entonces
w=-v/2>0,we Q. Usando Cl. para «, existen t € « y u € Q, u ¢ a: entonces t < u'y
existen kg, k1 € Z tales que ko -w <t <u < ky -w. Sea

n=max{k €Z: ko <k<k,k -wea}

notemos que ky-w € ay k1-w ¢ a de forma que kg <n < kj,n-weayn+l) wé¢a Sea
p=—(n+2)-w: como —p—w = (n+1)-w ¢ a, vemos que p € 5; ademds, v = n-w+p € a+p.
Como v € 0* era arbitrario, vemos que 0* C a4 3. Asi, vale la doble inclusién o + 5 = 0*.
En adelante notamos § = —a.

Paso 4. Veamos que el orden total en R verifica la propiedad O1. de la Proposicion 1.14.
En efecto, sia, 5,y € Ry f <~vyie [ C~vyy B #v (que también notamos como  C 7)
entonces

a+B={r+s: rea,sepBtC{r+s: rea,seyt=a+.
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Si suponemos que o+ 3 = a+y, entonces usando (los hechos ya probados) que existe —a € R
tal que o + —a = 0%, que la suma es asociativa y que 0* es el neutro para la suma, podemos
concluir concluir que 8 = 7, en contra de nuestra hipétesis. Asi, a + 8 < a + 7.

Por otro lado, si @ > 0* entonces —a < 0: en efecto, notemos que por hipétesis, 0* C «; si
r € —a entonces existe s > 0 tal que —r — s ¢ «; en particular, 0 < —r —syr<r+s<0
que muestra que —a < 0. Por otro lado, si —a = 0 entonces usando las propiedades S1.-S5.
ya probadas, deducimos que v = 0, en contra de la hipétesis. Asi, —a < 0. De forma analoga
se verifica la reciproca: —a < 0 implica a > 0 (ejercicio).

Paso 5. Comenzamos definiendo el producto en R para el caso de «, > 0*. En este caso,
existen 7 € a, 7 > 0y s € 5, s > 0 (en efecto, existe p € « tal que p ¢ 0* implica que
p > 0. Luego, por C3. para «, existe r € a, r > p > 0; y lo mismo para probar que existe
s). Definimos

a-f={peQ: Ireca,r>0,3F3s€f,s>0,p<r-s}.

En este caso se verifica que « - 5 € R es decir, es una cortadura (Ejercicio! ). Notar que
por construccién a.- § > 0*. Ademas, si a > 0* y § > 0* y alguno es 0*, definimos a.- § = 0*.

Con estas definiciones se verifican las propiedades en M1.-M5. y D cuando «, f > 0*
(aqui consideramos 1* como la unidad). Ejercicio (un gran [J). Finalmente completamos la
definicién del producto en R segin los siguientes casos:

—a-—f3  a<0%, B <07
a-f=q—(~a-p) a<0" >0
—(a-=p) a>0% g<0"

Notemos que los productos a la derecha tienen factores mayores 6 iguales que cero (para los
cuales el producto ya ha sido definido). Usando que valen las propiedades M1.-M5. cuando
los factores «, B > 0* (ejercicio previo) se puede verificar que las propiedades M1.-M5. valen
en general (para factores «, f§ € R): el lector intuitivo adivinara: ejercicio! (OJ). Por ejemplo,
para verificar la distributividad

a-(B+y)=a-ft+a-y

hay que considerar varios casos, segun los signos de los factores reales involucrados. Por
ejemplo, si a > 0%, B < 0" y v > 0" pueden pasar dos sub-casos: f+~v > 0*6 4+ v < 0",
Si suponemos ademas que 5 + v > 0* entonces, como —( > 0*

T=B+N+-0 = ay=a-B+7)+a =5

donde hemos usado la distributividad cuando todos los factores son mayores 6 iguales que
cero (que asumimos que ya hemos probado! en ejercicio anterior). Ademds, recordemos que
por definicién

a-f=—(a-=f) = avy+a-f=a - (f+y)+a-—F+—(a-—f)=a-(B+)

donde hemos cancelado dos términos (usando la propiedad S5. de la Definicién 1.6 que ya
hemos probado). Dejamos los detalles de considerar los casos restantes y sus verificaciones
al lector comprometido. Ademds, el orden y el producto (ya completamente definidos) sat-
isfacen la propiedad O2. de la Proposicién 1.14 (ejercicio!).
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Paso 6. Los pasos anteriores muestran que (R, +,-) es un cuerpo dotado de un orden
compatible (inducido por un cono estrictamente positivo). Asi, R es un cuerpo ordenado.
Ademads, como conjunto ordenado (R, <) tiene la propiedad de la minima cota superior. Nos
resta ver que R contiene a Q como subcuerpo ordenado. Definimos ® : Q — R dada por
®(r) = r* € R. Veamos que ® respeta la estructura de Q y el cono estrictamente positivo
de Q. Notemos que hemos probado que 0* = ®(0) y 1* = ®(1) son el neutro y la unidad en
el cuerpo R. Veamos que
O(r+s)=o(r)+ d(s)

es decir, (r + s)* = r* + s*. En efecto, si p € r* + s* entonces existen u, v € Q, u < r,
v < s tales que p =u+v < r+s, de forma que p € (r + s)*. Por otro lado, si p < r + s
seat € Qtal que 2t = (r+s)—p>0. Sear' =r—ter* s =s—t€s*ynotemos que
p=(r+s)—2t=r"+5 €r*+ s*. Los hechos anteriores muestran (a través de la doble
inclusién de conjuntos) que r* + s* = (r + s)* € R.

De forma similar se prueba que ®(r-s) = ®&(r) - ®(s), es decir (r-s)* = r* - s*, ejercicio (O).

Finalmente, si r € Q es tal que r > 0 entonces r* > 0* : en efecto, notemos que si p € 0*
entonces p < 0 < r de forma que p € r* y 0* < r*. Por otro lado, 0 < r/2 € r*, mientras
que r/2 ¢ 0*, que muestra que r* # 0*. De forma andloga se prueba que si 7* > 0* (en R)
entonces 7 > 0 (en Q). Asi, podemos identificar Q con ®(Q) C R y pensar, como hacemos
de aqui en adelante, que Q C R. |

Ahora que hemos construido R vamos a verificar algunas de sus otras propiedades funda-
mentales.

Teorema 1.16. Sea R el cuerpo ordenado que hemos construido. Entonces

1. R es arquimediano: si x, y € R, x > 0, entonces existe n € N* tal que n-x > y.

2. Q esdenso en R: st x, y € R, x <y, entonces existe p € Q tal que x < p < y.

Demostracion. Para ver 1. sea
A={n-z: neN}CR, A#£0,

donde N* = N\ {0}. Si suponemos que An € N* tal que n -z > y entonces, n -z < y para
todo n € N*. Es decir, y € R es una cota superior para A en R y luego existe o = sup A € R.
Como x > 0 entonces a — x < «, de forma que a — x no es cota superior de A; como R estd
totalmente ordenado, entonces existe ng € N* tal que a« —z < ng-z y luego a < (ng+1) -«
con ng + 1 € N*. Lo anterior contradice que o« = sup A (porque « no seria cota superior de
A). Asi, debe existir n € N* tal que y < n - x.

Para ver 2., notemos que y — x > 0; por 1. debe existir n € N* tal que n- (y —x) > 1 de
forma que n-y >n-x+ 1. Aplicando 1. alos paresn-z,1 € Ry —n-x,1 € R, con 1> 0,
vemos que existen mq, mo € N* tales que my -1 =m; > n-x y my > —n - x. Entonces
—my <n-x < mp. Sea

m=min{k €Z: —my<k<my, n-xz<k}.
Entonces —ms <m <my;ym—1<n-z <m que muestra que

m
n-x<m<n-z+l<n-y = zr<—<y.
n
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1.4 La recta real extendida

El conjunto de los reales extendidos, notado R, estd dado por R = R U {—o0, +0c}, donde
400 denotan dos elementos (nuevos) que no estan en R. En R consideramos el orden: dados
r,y R, x <ysiysolosi: z,y € Ry x <y en el sentido usual 6 £ = —o0 é y = co. En
particular, si z € R C R entonces —0o < z < 4+00. Ademds, definimos: si € R C R:

z—(—00) =400, x+ (—00) = —00, & — (+00) = —00, T + (+00) = +00

xXr
J— J— —_ — = — :O-
00 + (—o0) 00, +00 + (+00) +oo,j:OO

Notemos que expresiones del tipo +00 — (+00) 6 +00+ (—00) no fueron definidas. De forma
similar,
si x>0: xz-400=+00, 2 —00=—00

mientras que si x < 0 entonces = - +00 = —00, ¥ - —00 = +00. Notemos que expresiones
del tipo 0 - +£00 no han sido definidas. Asi, la suma y el producto en R estan parcialmente
definidas.

Obs 1.17. Sea £ C R, E # (. Entonces existe sup EF € R. En efecto, notemos que
+00 € CS(FE), de forma que CS(E) # (). Consideramos los siguientes casos:

1. Si existe x € R tal que 2 € C'S(F) (E estd acotado superiormente en R) entonces vale
alguno de los siguientes sub-casos:

(a) Si B/ = E\ {—oc0} # 0 entonces E' C R es no vacio y acotado superiormente en
R: en este caso existe o = sup £ y vale que o = sup E (0O).

(b) E ={—o0} y en este caso sup £ = —o0.

2. Si E no estd acotado superiormente en R (es decir, para todo x € R existe e € E tal
que x < e) entonces C'S(E) = {+o0} y sup £ = 400 en este caso.

1.5 Complejos

En esta seccién describimos brevemente la construccion de C a partir de R. Ademas, in-
cluimos algunos aspectos geométricos (y métricos) de C.

Formalmente, definimos C = R x R como conjunto. En C podemos definir las operaciones
(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) € C 'y (a,b)-(c,d) = (ac—bd,ad+ bc) € C.

Teorema 1.18. Con las definiciones anteriores para la suma y la multiplicacion C resulta un
cuerpo con elemento neutro para la suma dado por (0,0) y elemento neutro para el producto
dado por (1,0). Mds ain, ® : R — C dado por ®(a) = (a,0) es un morfismo de cuerpos que
muestra que C incluye a R como cuerpo.

Demostracion. Un muuuy largo ejercicio que han resuelto en su mayoria en Algebra I. [

En general, identificamos R con ®(R) C C. De esta forma, si z = (¢,d) € Cy a € R entonces
notamos a - z = ®(a) - z = (ac,ad) e Cy a+ 2z =®(a) + z = (a +¢,d) € C.
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También es usual notar i = (0,1) € C. Notemos que por las definiciones que hemos men-
cionado
i> = (0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1.

Ademas, z = (a,b) = a+b-i para todo z = (a,b) € C. En este caso, notamos R(z) =a € R
y $(z) = b € R que son las partes reales e imaginarias de z € C.

Dado z = a+b-i definimos el conjugado de z, notado z, dado por Z =a—b-i = (a, —b) € C.

Teorema 1.19. Sea z, w € C. Entonces

1. z+w=Z+w.
2.7 w=w-w
3. 24+z2=2%R(2), 2 —Z2=2i3(2)

Notemos que se verifica
2 Z=a>+b0>0.

Definimos el médulo de 2, notado |z|, como la rafz cuadrada no negativa |z| = (z - 2)1/2 > 0.
Para finalizar incluimos una serie de propiedades de C en el siguiente resultado (cuya prueba
es otro ejercicio).

Teorema 1.20. Sea z, w € C. Entonces

1. |z| > 0; |2| =0 si y solo si z=0.

2. [Z| = |z|.
3. |z wl = 2| - |w].
4 [R(2)] <zl

5. |z +w] < [2] + fwl,

]

Notemos que si a € R C C entonces podemos considerar |a| en el sentido usual en R 6 bien
podemos considerar |a| en el sentido del médulo de un niimero complejo. Pero es sencillo
verificar que estas dos expresiones coinciden.

Notemos que no es posible definir un érden en C que lo convierta en un cuerpo ordenado (ver-
ificar). Asi, siempre que escribamos un signo de desigualdad estara implicito (6 deberemos
verificar) que los nimeros involucrados son reales.
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1.6 Conjuntos numerables

En esta ultima seccién del capitulo mencionamos algunos hechos relacionados con los con-
juntos numerables. Para hacer esto, primero recordamos brevemente (e informalmente) el
concepto de funcién entre conjuntos.

Dados dos conjuntos A, B, una funcién f : A — B es una asignacion que a cada elemento
a € A le asigna un tnico elemento f(a) € B .

1. En este caso, A es denominado el dominio de f y B es denominado el co-dominio de f.
2. Si E' C A consideramos f(E) = {f(e): e € E} C B, la imagen directa de E por f.
3. Si F C B consideramos f~}(F)={a€ A: f(a) € F} C A, la preimagen de F por f.

4. Recordemos que f es suryectiva si f(A) = By que f es inyectiva si siempre que
a, ' € A son tales que f(a) = f(a’) entonces a = a'.

5. Finalmente, f es biyectiva si es inyectiva y suryectiva a la vez. En ese caso, queda
definida la funcién inversa de f, notada f=': B — A tal que las composiciones

foft=1Ip y [lof=1Ia,

donde I, : A — Ay Ig : B — B denotan las funciones identidad de A y B respectiva-
mente.

Definicién 1.21. Decimos que los conjuntos A y B son coordinables (6 que tienen el mismo
cardinal), y notamos A ~ B, si existe una funcién biyectiva f : A — B.

La definicion de que dos conjuntos sean coordinables modela la idea de que los conjuntos
tienen la misma cantidad de elementos. Sin embargo, esta idea es mas sutil de lo que parece
a primera vista.

Obs 1.22. Sea U un conjunto y consideremos P(U) = {A: A C U} el conjunto de partes
de U. Entonces la relacién ~ es una relacién de equivalencia en P(U). Notemos que si
A € P(U) entonces I4 : A — A es biyeccion (~ es reflexiva). Si A ~ B existe f : A - B
biyeccién; pero f~' : B — A también es biyeccion, ejercicio de Algebra I (~ es simétrica) y
la transitividad de ~ es consecuencia de que la composicién de biyecciones es biyeccién (O).

JAN

En lo que sigue notamos I,, = {1,...,n} al conjunto de los niimeros naturales entre 1 y

n, paran € N* =N\ {0}.
Definicién 1.23. Sea A un conjunto. Decimos que
1. A es finito si A = () 6 existe n € N* tal que A ~ I,,.
2. A es infinito si A no es finito.
3. A es numerable si A ~ N*.
4. A es a lo sumo numerable si A es finito 6 A es numerable.

5. A es no numerable si A no es a lo sumo numerable.
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A

Si A # () es finito, entonces existe un unico n € N* tal que A ~ T, (ejercicio dificil!) y
en este caso decimos que A tiene n elementos, y escribimos #(A) = n 6 |A| = n. De forma
similar, se puede probar que si A y B son conjuntos finitos y no vacios entonces A ~ B siy
solo si Ay B tienen la misma cantidad de elementos (ejercicio).

Sin embargo, en el caso de conjuntos infinitos, se verifican ciertos hechos que pueden
contradecir la nocién intuitiva de cantidad elementos.

Ejemplos 1.24. Consideremos los siguientes hechos:

1. Sea k € N*y consideramos Ay = {n € N*: n >k} C N*. En general, si k > 1 entonces
A, C N* es un subconjunto propio (es decir, Ay # N*). Sin embargo, Ay ~ N*: de
hecho la funcién f; : N* — Ay dada por fiy(m) = m+(k—1), m € N* es una biyeccion.

2. N C Z es un subconjunto propio, y de hecho Z \ N es infinito: sin embargo, también
N ~ Z. Para verificar esto, consideramos la funcién f : N — Z tal que

fn) = {n/2 n es par ;

—(n+1)/2 n esimpar .
En este caso se puede verificar que f es una biyeccién (ejercicio).
3. Notemos que no todo conjunto infinito es numerable: consideramos
A={f:N"—={0,1} : f es funcién }.

A es un conjunto infinito; mas atn, no hay ninguna suryeccién h : N* — A. En efecto,
sea h : N* — A una funcién arbitraria. Vamos a construir un elemento de A que no
estd en h(N*): para ello notamos h(n) = f, € A, paran € N*. Asi, f, : N* — {0, 1}
es una funcién. Definimos la funcién f : N* — {0, 1} como sigue: dado n € N*,

fn) = {1 si fn(n)

0;

0 sifu(n)=1.

La asignacion anterior determina a la funcion f € A; ademas, si n € N* entonces
f # fu = h(n): en efecto, f(n) # f.(n) por construccién ! (como los valores de las
funciones difieren en al menos un punto de su dominio, las funciones no pueden ser
iguales). Asi, f ¢ h(N*) y h no es suryectiva.

Lo anterior muestra que A es no numerable (el razonamiento anterior es conocido como
el argumento diagonal de Cantor). A

El siguiente resultado indica que los conjuntos numerables son los conjuntos infinitos més
chicos que podemos considerar.

Proposicion 1.25. Sea A un conjunto infinito. Entonces existe B C A tal que B es nu-
merable.
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Demostracién. Por hipdtesis, A # () (de otra forma, serfa finito) y existe b; € A. Considere-
mos A\ {b1}: este conjunto no es vacio (de otra forma, A = {b;} ~ I; es finito) y podemos
considerar by € A\{b;}; en particular, by # b;. Ahora notamos que A\{b1, b2} # 0 y podemos
elegir b3 y continuar. Notemos que una vez elegidos by, ..., b, entonces A\ {by,...,b,} # 0
y podemos elegir b,,; de forma que b,1; # b;, para 1 < j < n. Este proceso se puede
continuar: de esta forma, podemos definir f : N* — A dada por f(n) =b, € A, paran € N*
(la formalizacién de este procedimiento requiere considerar el principio de recursién en N*,
que es formalmente similar al principio de induccién, que no consideramos aqui). Notemos
que por construcciéon f(n + 1) = b,y1 # f(j), para todo 1 < j < n, que muestra que f
es una inyeccién. Finalmente, definimos B = f(N*) C A: entonces N* ~ B (usando que
f: N* = B tal que f(n) = f(n), n € N* es una biyeccién), que muestra que B es un
subconjunto numerable de A. |

Proposiciéon 1.26. Todo subconjunto de un conjunto numerable es a lo sumo numerable.

Demostraciéon. Sea f : N* — A una biyeccién (que existe, porque A es numerable). Sea
B C A. Si B es finito, entonces B es a lo sumo numerable y listo. Si B es infinito, sea

M={neN: f(n)e B} =f"(B) CN*.

Notemos que M # 0 es tal que f : M — B dada por f(m) = f(m), m € M, es una
biyeccién; en particular, M ~ B que muestra que M es infinito. Sea 1 < n; € M el primer
elemento de M (aqui usamos las propiedades de N). Como M \ {n;} # 0 consideramos ny el
primer elemento de M \ {n; }; notemos que ny > n; > 1y en particular ny > 2; continuando
con este proceso podemos definir 1 < n; < ny < ... < n,, tal que n,, > m: en este caso
M\ {ny,...,nn} # 0 (de otra forma M serfa finito) y podemos considerar n,,; el primer
elemento de M \ {ny,...,n,} € N*y luego n,+1 > n,, > m de forma que n,,q0 > m + 1.
Sea h : N* — B dada por h(m) = f(n,,) € B, param > 1. Notemos que h es una funcién
inyectiva: si m # m' entonces n,, # n, y luego, como f es inyectiva, f(n,) # f(n.).
Ademés, h es suryectiva: si b € B entonces existe m € N* tal que f(m) = b (porque f es
suryectiva) y entonces se debe verificar que b = h(k) para algin 1 < k < m (ejercicio OJ).
En particular, B ~ N* y B es numerable. |

Recordemos que dados conjuntos Ay, ..., A, podemos construir el producto cartesiano
A=A x ... x A, ={(ar,...,;an): a; € A;, 1 <j<n}.

Proposicion 1.27. Sean Ay, ..., A, conjuntos numerables. Entonces el producto cartesiano
A=A, x...x A, es numerable.

Demostraciéon. Notemos que A es conjunto infinito (es sencillo coordinar un subconjunto de
A con N¥). Para ver que A es numerable usamos el resultado anterior: en este caso, basta
mostrar que A es (coordinable con) un subconjunto de un conjunto numerable. Notemos
primero que A es coordinable con (N*)* = N* x ... x N* (n factores). En efecto, por
hipétesis existen biyecciones f; : A; — N*, para 1 < j < n: en este caso podemos definir
f:A— (N*)" dada por f(ai,...,a,) = (fi(a1), ..., fulan)) € (N*)", para (ai,...,a,) € A.
Es sencillo verificar que f es biyeccién (ejercicio), y entonces A ~ (N*)". Ahora veamos
que (N*)™ es coordinable con un subconjunto de N. Para eso, sean py,...,p, € N* nimeros
primos distintos dos a dos (p; # p; si ¢ # j) y definamos la funcién h : (N*)" — N* dada
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por h(ry,...,r,) = pi*---pim € N*, para (ry,...,r,) € (N*)". Por el teorema fundamental
de la Aritmética concluimos que h es inyectival (ejercicio). Luego, si B = h((N*)") C N*
vemos que h : (N*)” — B es una biyeccién. En resumen, A ~ (N*)" ~ B. Como B es un
subconjunto infinito de un conjunto numerable, el resultado anterior muestra que B ~ N*.
Como ~ es una relacion transitiva, A ~ N* |

Corolario 1.28. Q es numerable.

Demostraciéon. Consideramos ¢ € Q, ¢ > 0: entonces, simplificando factores primos comunes,
podemos escribir ¢ = § tales que a, b € N* son co-primos, es decir (a,b) = 1: en este caso,
la escritura (que se llama fraccién reducida) es tinica (ejercicio). De forma andloga, si ¢ < 0
entonces podemos escribir ¢ = ¢ tales que —a, b € N* y (a,b) = 1 y la escritura también es
tinica. Ahora podemos definir f : Q — Z x Z dada por f(q) = (a,b) tal que ¢ = ¢ es fraccién
reducida, si ¢ # 0y f(0) = (0,0). Entonces f es una funcién inyectiva: como Z X Z ~ N*
(por el resultado anterior), concluimos que Q ~ f(Q) y que f(Q) C Z x Z, donde Z X Z es
un conjunto numerable. Asi, Q ~ f(Q) ~ N* (los detalles quedan como ejercicio, [J).

Proposicién 1.29. Supongamos que para cada j € N* tenemos un conjunto numerable F;
y definamos
E=|JE={x: 3jeN", zcE}.
JEN*

Entonces E es numerable.

Demostracion. Es sencillo verificar que E es conjunto infinito. Por hipdtesis, para j € N*
existe una biyeccién f; : E; — N*. Dado e € E consideramos M, = {j e N*: e€ E;} # )
y definimos ng(e) € N* como el primer elemento de M,. En este caso, asignamos el valor
f(e) = (no(e), faoe)(€)) € N* x N*. Lo anterior determina una funcién f : £ — N* x N*
que resulta inyectiva: si e # €’ entonces: si ng(e) # ng(€e’) vale que f(e) # f(e’) (difieren
en la primer coordenada) y si ng(e) = ng(e’) entonces fuoe)(€) # faoen)(€') POrque frg ey €s
inyectiva, y f(e) # f(€') (difieren en la segunda coordenada). Asi, £ ~ f(F) C N*xN* ~ N*,
Por la Proposicién 1.25 tenemos que N* ~ f(E) ~ E y E es numerable.

]

1.7 Ejercicios

Ejercicio 1.

a) Sea S un subconjunto no vacio de R y denotamos por s a una cota superior de S.
Demostrar que s = sup(S) siy s6lo si para todo € > 0 existe a € S tal que s—e < a < s.

b) Sea S un subconjunto no vacio de R y denotamos por r a una cota inferior de S.
Demostrar que 7 = in f(.S) si y sélo si para todo e > 0 existe b € S tal quer < b < r+-e.

Ejercicio 2. Hallar cotas superiores e inferiores, infimo, supremo, maximo y minimo (si
existen) de los siguientes conjuntos de nimeros reales:
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e) E:{l%x:xe]&—{—u}.
f) F:(—2,—1)U{%:neN}.

Ejercicio 3. Sea A un conjunto de numeros reales que no es vacio y que esta acotado
inferiormente. Definimos el conjunto

—A:={-z:2€A}.

Demostrar que

inf(A) = —sup(—A).

Ejercicio 4. Para conjuntos no vacios A, B C R, determinar cudles de los siguientes enun-
ciados son verdaderos. Demostrar los enunciados verdaderos y buscar contraejemplos para
los falsos.

a ANB

) )
b) ANB) =
c) sup(AU B) > sup {sup(A), sup(B
) ) =

d AUB

Ejercicio 5. Demostrar que son equivalentes:
1. El conjunto de nimeros naturales N como subconjunto de R es no acotado.
2. Para todo z € R existe n € N tal que z < n.
3. Paratodo r € R, y € R, x > 0, existe n € N tal que y < nx.
4. Para todo x € R, z > 0, existe n € N tal que 0 < 1/n < x.

Ejercicio 6. Sean A, B C R dos conjuntos acotados. Se sabe que para todo a € A y para
todo € > 0, existe b € B tal que |b — a|] < €. Probar que inf(A) < sup(B). Dar un ejemplo
donde valga la igualdad y otro donde no.

Ejercicio 7. Sean f:[0,1] = Ry g:[0,1] — R dos funciones acotadas y sea h: [0,1] — R
dada por h(z) = f(z) + g(x). Probar que

sup h(z) < sup f(z)+ sup g(z).
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]

Dar un ejemplo donde valga la igualdad y otro donde no.
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Ejercicio 8. Demostrar que si f,g: A — R son funciones acotadas entonces

sup f(z) — Sup g9()

< sup|f(z) —g(z)|.
€A €A

Ejercicio 9.

a) Demostrar usando la propiedad Arquimediana que para todo ¢ > 0 existe N € N* tal

que para todon > N,

n?4+2n+3 1 <
— — | <=
4n? + 2n 4

b) Sea

n®+2n+3
A= ——MmM: N* 5.
{ 4n? + 2n ne }

Calcular justificando el infimo y el supremo de A.
Ejercicio 10.

a) Demostrar usando la propiedad Arquimediana que para todo ¢ > 0 existe N € N* tal

que para todon > N,

n?+4 1 -
——|<e.
8n2+n 8

n?+4
A= : N* 5.
{8n2+n ne }

Calcular justificando el infimo y el supremo de A.

b) Sea
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2 Espacios métricos

Comenzamos recordando una estructura que ha jugado un papel fundamental al momento
de definir la nocién de convergencia y continuidad en Analisis I y II. Esta estructura tiene
que ver con la nocién de distancia euclidea entre puntos del espacio vectorial R™. Luego,
vamos a aislar las propiedades fundamentales de esta nocién de distancia y proponer una
nociéon de distancia mucho mas general.

2.1 Definiciones y propiedades basicas
Dado n € N*, consideramos
R" ={(a1,...,a,): a;j €R, 1<j<n}

con su estructura usual de R-espacio vectorial. En R” podemos considerar el producto interno

usual: si a = (a;)j_y, b= (b;)}—, € R" entonces

(a, b) :Zajbj eR.
j=1

En este caso, para a = (a;)}—; € R" definimos la norma de a,

n 1/2
lall = (a, a)'/? = <Z ) :
j=1

De esta forma, queda definida una funcién || - || : R — R que verifica: dados a, b € R",
A €R,

NI1. |la|| =0 siy solosia=0¢€R"™
N2 [[Aa] = [Allall.
N3. la+ 0l < [lal + [lo]|

La expresion ||al| es llamada norma euclidea de a 6 longitud usual de a € R™.

En general, si una funcién N : R" — Ry satisface N1. — N3. decimos que N es una norma.

En R"™ se pueden considerar otras normas: por ejemplo, si a = (%‘)?:1

n
lalhv =) lal ¥ lalle = max{la;|: 1< j<n}
j=1

son otras dos normas en R™ (ejercicio). Es interesante notar que ni || - ||; ni || - ||~ provienen
de un producto interno en R™ (porque no satisfacen la identidad del paralelogramo [J).

En el caso de los cursos de Andlisis I y II, en general se considera la distancia entre dos
puntos a, b € R™ como la norma euclidea del vector diferencia, es decir ||b — a|| > 0. En
términos de esta nocién de distancia se desarrollan las nociones de convergencia, limite y
continuidad.
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Una pregunta natural seria: cuales son las propiedades fundamentales de la distancia euclidea
que permiten desarrollar nociones de convergencia, limite y continuidad. Por propiedades
fundamentales, nos referimos a aquellas propiedades que juegan un papel importante en las
pruebas de las propiedades de las nociones de convergencia, limite y continuidad.

Puede resultar sorprendente que en realidad, son unas pocas propiedades las que se usan
sisteméticamente: estas propiedades son la simetria de la distancia ||a — b|| = [|b — |, la
desigualdad triangular |[a—b|| < |ja—c||+||c—0]|| y 1a no-degeneracidn, es decir, si [[a—b|| =0
entonces a = b. En lo que sigue vamos a aislar estas tres propiedades y definir el concepto
de métrica (6 funcién distancia) en un conjunto arbitrario.

Definicién 2.1. Sea X un conjunto. Una métrica (6 distancia) en X es una funcién d :
X x X — R que verifica: para todos z, y, z € X

D1. d(z,y) =0siy solosiz=y.
D2. d(z,y) = d(y, ).
D3. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).
En este caso decimos que el par (X, d) es un espacio métrico (EM). A

Obs 2.2. Sea (X,d) EM y sea £ C X. Entonces podemos restringir la métrica en X a una
métrica en F es decir, considerar dg : Ex E — Rs tal que dg(z,y) = d(x,y), para z,y € E.
En este caso, dp es una métrica en E obtenida por restriccion de d (ejercicio!) y decimos
que (E,dg) es un subespacio métrico (Ojo: esto es un nombre é convencion). A

Ejemplo 2.3. Consideremos el cuerpo de nimeros complejos C. En este caso podemos
definir la distancia d : C x C — R dada por d(x,y) = |z — y| (mddulo de la diferencia de
complejos). Las propiedades del mddulo en C vistas en el capitulo anterior muestran que d
es una distancia en C (que es llamada distancia usual en C) [I.

Mas aun, dados a, b € R C C, la distancia entre a y b en el espacio métrico R con su métrica
usual coincide con la distancia entre a y b en el espacio métrico C con su métrica usual (que
en ambos casos es |b — al). De esta forma, R C C es un subespacio métrico. A

Ejemplo 2.4. Es un hecho interesante que si partimos de cualquier norma N : R" — R, y
consideramos dy : R” x R" — R dada por dy(a,b) = N(a—0b), entonces dy es una funcién
distancia. En efecto, es claro que dy(a,b) = N(a —b) =0 siy solosi a —b =0 (por N1.) ,
es decir, si a = b. Ademas,

dy(a,b) = N(a —=b) = N(=(b—a)) = | = 1| N(b—a) = N(b—a) = dy(b,a),
donde hemos usado N2. Finalmente, notemos que si ¢ € R"
dy(a,b) = N(a—b)=N((a—c)+ (¢c=b)) < N(a—c)+ N(c—0b) =dy(a,c) + dy(c,b)
donde hemos usado N3. A

Ejemplo 2.5. Sea (X, d) un espacio métrico y sea Y un conjunto. Si f : Y — X es una
funcién inyectiva entonces dy : Y X Y — Ry dada por

de(y,y') =d(f(y), f(y) para y, ¢y €Y
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es una métrica L.

Como caso particular de lo anterior consideremos (—m/2,7/2) con su estructura de espa-
cio métrico usual (como subespacio de R). Entonces podemos considerar la métrica en R
inducida por la funcién f: R — (—7/2,7/2) dada por f(x) = arctan(z), z € R: es decir,

d(z,y) = |arctan(z) — arctan(y)| para z,y € R.
Notemos que la métrica d verifica que d(z,y) < m, para todo x, y € R. AN
Ejemplo 2.6. Sea [0,1] C R el intervalo cerrado y acotado. Consideramos
X =0C(0,1)={f:[0,1] = R, f es funcién continua } .

Definimos d : X x X — R dada por

1
af.d)= [ 15 - glo)] o
0
donde hemos considerado la integral de Riemann de la funcién continua |f(z) — g(z)| en

[0,1]. Entonces d es una métrica (ejercicio: probar con detalle que d es no-degenerada). A

Ejemplo 2.7. Consideramos
loR)={f:N*"—=R: {|f(n)|: ne N} CR estd acotado superiormente } .

Entonces £+ (R) es un R espacio vectorial con la suma y la accién escalar puntual: es decir,
dados f, g € lo(R), A € R, si definimos

AMf+g:N" =R estadadapor (Af+g)(n)=Af(n)+g(n)eR, neN
entonces A f + g € loo(R). Si f € lo(R) definimos

| flloo =sup{|f(n)|: ne N} >0

(que estd bien definido en R porque asumimos que f € ¢+ (R)). Entonces || - ||~ €s una norma
en (o (R) (todo lo anterior es ejercicio OJ). Finalmente, definimos d : £oo(R) X £oo(R) — R>g
dada por d(f,g) = ||f — 9||c, que es una métrica.

El espacio métrico (¢ (R), d) tiene muchas propiedades interesantes y bien distintas de
las propiedades de R™ con su métrica usual. A

Como se ha visto en Andlisis I1, los subconjuntos abiertosy cerrados de R™ juegan un papel
importante al momento de estudiar varias propiedades relacionadas con la convergencia,
limite y continuidad. En lo que sigue, vamos a definimos nociones analogas pero en el
contexto general de espacios métricos.

Definicién 2.8. Sea (X, d) EM, sea E C X y sea p € X.

1. Dado r > 0 definimos
B.(p)={y€ X : dp,y) <r}

llamada bola abierta de centro p y radio r.

2. Decimos que p € X es punto limite de E si para todo r > 0: (B.(p) \ {p}) N E # 0.
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3. Notamos E’ al conjunto de todos los puntos limites de F.
4. Decimos que p € E es un punto interior a E si existe r > 0 tal que B,(p) C E.
5. Notamos F° al conjunto de todos los puntos interiores de E.
6. Dado p € E decimos que es aislado si p ¢ E'.
7. Notamos Ais(E) al conjunto de todos los puntos aislados de E.
8. Decimos que F es cerrado si E' C E.
9. Decimos que FE es abierto si E = E°
10. Decimos que E es acotado si existe r > 0y g € X tal que E C B,(q).
11. Decimos que E es denso si X = F U E'.

A

Obs 2.9. Varios de los conceptos anteriores heredan sus nombres por la analogia formal que
tienen con las construcciones realizadas en R™ con la métrica euclidea. Sin embargo, estas
nociones difieren en algunos sentidos con ciertas caracteristicas tipicas de la métrica euclidea.
Para ver esto, se sugiere dibujar las bolas B;(0) en X = R? de centro 0 = (0,0) € R? y de
radio uno, con respecto a las métricas inducidas por || - || (norma euclidea), || - |1 v || - ||co-

Por otro lado, los conjuntos subyacentes también pueden introducir modificaciones: por
ejemplo, si consideramos F = {(z,y) € R? : y > 0} C R? y consideramos el subespacio
métrico (F,dg) donde d es la métrica euclidea, entonces en este subespacio métrico B (0) =
{y € E: dg(0,y) < 1} C F es la mitad superior de la bola B¢(0) en el espacio métrico
inicial (R?, d). &

En lo que sigue vamos a probar una serie de afirmaciones que muestran que las propiedades
de los conjuntos abiertos y cerrados que estamos acostumbrados a usar siguen valiendo en el
contexto mas general de espacios métricos.

Proposicién 2.10. Sea (X,d) un EM. Sir >0 yp € X entonces B,.(p) C X es un conjunto
abierto.

Demostraciéon. Sea ¢ € B,(p); entonces d(p,q) < r de forma que t = r — d(p,q) > 0.
Veamos que B;(q) C B,.(p): en efecto, si w € By(q) entonces d(w, q) < t; en este caso, por la
desigualdad triangular de la métrica y la simetria

d(p,w) < d(p,q) + d(q,w) < d(p,q) +t=d(p,q) + (r—d(p,q)) =r

que muestra que w € B,.(p). Asi, si ¢ € B.(p) entonces q € (B,(p))°, por definicién de
interior. Entonces B,.(p) C (B,.(p))° y luego B,.(p) = (B.(p))° (porque la inclusién A° C A
vale siempre, para cualquier A C X). |

Proposicién 2.11. Sea (X,d) un EM y E C X. FEntonces el interior E° C E y es un
conjunto abierto. Mds aun, st U C E es tal que U es abierto, entonces U C E°.
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Demostracion. Probamos primero la segunda parte: sea U C E tal que U es abierto: siz € U
entonces existe r > 0 tal que B,.(z) C U C E; en resumen, = € E es tal que B.(z) C E. Asi,
x € E° por definicion y vale U C E°. Para la primer parte, notemos que la inclusién £° C E
siempre se verifica; por otro lado, si x € E° entonces existe r > 0 tal que B,.(z) C E. Por la
proposicién anterior (B,(x) es abierta) y la primer parte de la prueba, B,(x) C E°; de esta
forma, E° es abierto. |

Con las notaciones del resultado anterior, podemos ver que E° es el abierto mas grande (con
respecto al orden de la inclusién) contenido en FE.

Proposicién 2.12. Sea (X,d) espacio métrico y sea E C X. Sip € E' entonces para todo
r > 0 vale que B,.(p) N E es un conjunto infinito.

Demostracién. Supongamos que existe r > 0 tal que B.(p)NE = {x1,...,x,} es un conjunto
finito. Consideremos

s=min{d(p,z;): 1<j<n, x;#p}<r.

Entonces s > 0 (el minimo estd bien definido porque se trata de una cantidad finita de
nimeros). Notemos que si © € (Bs(p) \ {p}) N E entonces, como Bs(p) C B,(p), z €
B.(p) N E y x # p. Entonces x = x; para algin 1 < j < ny z; = x # p implica que
s <d(p,z;) = d(p,x) < s, que es una contradiccion. [

Corolario 2.13. Sea (X,d) espacio métrico y sea E C X un conjunto finito: entonces
E' =10 (y en este caso E =Ais(E)). O

Ejemplo 2.14. Sea R? con la métrica euclidea.

1. Si E = {(1/n,0) : n € N*} entonces E° = (), Ais(E) = F'y E' = {(0,0)}. E no es
abierto ni cerrado; pero E es acotado.

2. Sea E = {p e R*: d(p,(0,0)) < 1}. Entonces E° = B;((0,0)), Ais(F) =0, E' = E.
E es cerrado, no es abierto, y es acotado.

Las afirmaciones anteriores son un ejercicio. A

Ejemplo 2.15. Sea a < b < ¢ < d € R y consideremos X = (a,b) U (¢,d). En este
caso, X C Ry consideramos el subespacio métrico (X, dx) obtenido de restringir la métrica
euclidea de R a X.

Sea E = (a,b) € X: entonces, dentro del espacio métrico (X,dx) se tiene que E =
E° = E' y vale que E es abierto y cerrado. Ademas, E es acotado (de hecho todo el espacio
métrico X es acotado). A

Ejemplo 2.16. Consideramos R con la métrica euclidea. Sea Y = (0,1) C R (solo como
conjunto) y sea f : Y — R dada por f(x) =1/z, x € (0,1). Entonces f es una funcién (bien
definida e) inyectiva. Como hemos visto en el Ejemplo 2.5, la funcién dy : ¥ x Y — Ry

dada por L
dy(z,y) = d(f(2), f(y) = |- - ;\ con z,y € (0,1)

es una métrica en Y. Consideramos E' = (0,1/2] C Y: entonces, en el espacio métrico (Y, dy)

se tiene que E' = E, E° = (0,1/2). De esta forma, E es cerrado, no es abierto y E no es
acotado! A
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Los ejemplos anteriores muestran que las propiedades de los conjuntos dependen fuerte-
mente del espacio métrico que estemos considerando. En este sentido, siempre hay que tener
bien claro el contexto (el EM: tanto la métrica como el conjunto subyacente!) en donde se
estan considerando las propiedades de los conjuntos.

Teorema 2.17. Sea (X,d) un EM y sea E C X. Entonces E es abierto si y solo si X \ E
es cerrado.

Demostraciéon. Supongamos que E es abierto y sea x € (X \ E)": si suponemos que x ¢ X\ E
entonces x € E y existe r > 0 tal que B,(z) C E. En este caso, B.(z) N (X \ E) C
EN(X\ E) = 0. Este ultimo hecho, junto con la la Proposicién 2.12, contradicen la
hipdtesis de que z € (X \ E)'. Asi, x € X \ E y luego (X \ E) C X\ E con lo que X \ F es
cerrado.

Reciprocamente, supongamos que X \ E' es cerrado. Sea z € E: entonces x ¢ (X \E) (de otra
forma, z € (X \ E) C X\ F). En particular, existe r > 0 tal que (B,(z)\{z})N(X\E) =10
y luego B,.(z) \ {z} C E. Como z € E, entonces B.(x) C Ey x € E°. Asi, E C E°y luego
E = E° es abierto. |

Corolario 2.18. Sea (X,d) un EM y sea F' C X. Entonces F es cerrado si y solo si X \ F'
es abierto. |

Sea (X,d) un EM. En general, la clase de todos los subconjuntos abiertos en X juega
un papel muy importante en los argumentos relacionados con convergencia, limites y con-
tinuidad. En el siguiente resultado vamos a estudiar algunas de las propiedades que tiene
esta clase de subconjuntos.

Teorema 2.19. Sea (X,d) un EM. Entonces se verifica que:
1. SiU, C X es abierto para todo oo € A, entonces | ., Us C X es abierto.
2. Si F,, C X es cerrado para todo oo € A, entonces (,c4 Fo C X es cerrado.
3. S1U; C X es abierto para 1 < j <n € N* entonces ﬂ?;l U;j es abierto.

4. 81 F; C X es cerrado para 1 < j <n € N* entonces U;l:l F; es cerrado.

Demostracion. Para ver 1. sea
U=|JUs={reX: JacA, zcl.} CX.
acA

Si x € U existe p € A tal que x € U,; como U, es abierto, existe r > 0 tal que B,(z) C U,.
En este caso, B,(x) C U, C U, por definicién de U. Asi, B,(x) C U y « € U°. Lo anterior
muestra que U C U° y luego que U = U° de forma que U es abierto.

Para verificar 2., notemos que si

F=()F. = X\F=|JX\F,,

acA acA

donde hemos usado una identidad de complementos de conjuntos (ley de De Morgan) de
algebra I. Como cada X \ F,, es un conjunto abierto (por el Teorema 2.17), la primer parte
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de la prueba muestra que X \ F es abierto. Finalmente, el Corolario 2.18 muestra que F es
cerrado.

Para verificar 3., sea U = ﬂ?zl Uj;. Siz € U entonces x € Uj, para 1 < j < n. En este caso,
existen r; > 0 de forma que B,,(x) C U;, para 1 < j < n (porque cada U; es abierto). Sea
r=min{r; : 1 <j<n} >0 (notar que el minimo estd bien definido y es positivo). En este
caso, como 0 < r < r; entonces B.(x) C B, (r) C U;, 1 < j < n. Lo anterior muestra que
B.(z) C -, Uj = U, de forma que x € U°?. Asi, U C U° y U es abierto.

La prueba del item 4. sigue una estrategia de reducciéon al item anterior, como en la prueba
del item 2. Ejercicio [. O]

Ejemplos 2.20. En los items 3 y 4 del teorema anterior, la hipétesis de que se consideran
finitos conjuntos (abiertos 6 cerrados) es esencial. En efecto, consideramos R con la métrica
usual y los siguientes casos:

1. Sea U, = (—1/n,1/n), n € N*. Esta sucesién de conjuntos abiertos verifica que

() Un = {0}

neN*
que no es abierto.
2. Sea F,, = [-1+1/n,1—1/n], n € N*. Esta sucesién de conjuntos cerrados verifica que
U F=(-11)
neN*

que no es cerrado.
A

Obs 2.21. Sea (X, d) un EM. Consideramos la topologia inducida por d, notada 74, que es
el conjunto
174 ={U C X : U es conjunto abierto }.

La topologia 7, verifica las siguientes propiedades:
T1. X, @ € T4-

T2. Si U, € 74 para todo a € A, entonces |J U, € 14.

acA
T3. Si U; € 74 para todo 1 < j < n, entonces (j_, U; € 74.
Observemos que las propiedades [T2] y [T3] son una consecuencia del Teorema 2.19. A

Un mismo conjunto puede tener varias métricas definidas en él; de forma similar, un
mismo conjunto puede tener varias topologias definidas en él (que pueden coincidir o no).
En lo que sigue mencionamos brevemente algunas de las formas en las que es posible comparar
métricas (y sus respectivas topologias).

Definiciéon 2.22. Sea X un conjunto y sean dj, dy : X x X — R dos métricas en X.
Decimos que

1. las métricas son débilmente equivalentes si 74, = 74,.
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2. las métricas son fuertemente equivalentes si existen constantes positivas «, 8 > 0 tales
que
adi(z,y) < do(z,y) < Bdi(z,y) paratodos z,y€X.

A

Obs 2.23. Sea X un conjunto. Entonces la relacién de equivalencia débil (respectivamente
fuerte) es una relacién de equivalencia en el conjunto de todas las métricas definidas en X
(ejercicio OJ).

Proposicién 2.24. Sea X un conjunto y sean dy, dy : X X X — R dos métricas en X. Si
dy y dy son fuertemente equivalentes, entonces son débilmente equivalentes (i.e. Ty, = Ta, ).

Demostracion. Por hipétesis existen «, § > 0 tales que
adi(v,y) < do(z,y) < Bdi(z,y) paratodos w,y€X.

Veamos que en este caso 74, C 74,. En efecto, sea U € 74, y sea x € U: por hipdtesis, existe
r > 0 tal que
B2(z)={y € X : dy(z,y) <1} CU.

Usando las desigualdades entre las métricas, notemos que si di(z,y) < 5 entonces dz(z,y) <
Bdi(x,y) < ﬁ% = r. Entonces B%l(x) C B%(z) C U, lo que muestra que para todo z € U
existe s > 0 tal que B%(x) C U. Asi, U es abierto en el EM (X,d;) y U € 74,.

La prueba de la inclusién 75, C 74, es andloga y se deja como ejercicio (notar, por ejemplo,
que vale que dy(z,y) < é dy(x,y), para z,y € X; en este caso podemos repetir el argumento
anterior cambiando los roles de d; y dy).

|

Ejemplos 2.25. Consideremos:

1. En R™ las métricas inducidas por las normas euclidea, y las normas || - [|1 y || * || sON
fuertemente equivalentes (entre sf).

2. Las métricas en (0, 1) dadas por dy(z,y) = |1/x—1/y| y da(x,y) = |x—y]| son débilmente
equivalentes, pero no son fuertemente equivalentes.

3. Las métricas en (0,1) dadas por dy(z,y) = 1sixz # yy di(x,y) =0 si x =y (métrica
discreta) y dy(x,y) = | — y| no son débilmente equivalentes.

Las afirmaciones anteriores son ejercicios! A
Definicién 2.26. Sea (X,d) EM y £ C X. Definimos
1. la clausura de E, notada E, dada por £ = E U E'.
2. el borde E, notado 0F, dado por 0F = E N X—\E
A

Proposicién 2.27. Sea (X,d) EM y sea E C X. Dado x € X entonces v € E si y solo si
para todo r > 0 se tiene que B.(x) N E # (.
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Demostracion. Ejercicio L.

Teorema 2.28. Sea (X,d) EM y sea E C X. Se verifica que
1. E es cerrado.
2. Si ECF yF es cerrado entonces E C F.

3. E es cerrado si y solo si E = E.

Demostracion. Para ver 1. sea € X \ E. Por la Proposicién 2.27 existe r > 0 tal que
B.(x) N E = (. Como B,.(x) es conjunto abierto, dado y € B,(r) existe s > 0 tal que
B,(y) C B,(x); en este caso, By(y) N E C B.(x) N E = (), de forma que y € X \ F (otra
vez por la Proposicién 2.27). En resumen, B,(z) C X \ Ey X \ E es abierto y luego E es
cerrado.

Para ver 2. sea F cerrado tal que £ C F. Si x € E’ entonces para todo r > 0 vale que
0 # (B(z) \ {z}) N E C (Br(2) \ {z}) N F, que muestra que v € " C I (donde la tiltima
inclusién vale porque F' es cerrado). Entonces ' C F'y F=FEUEFE CF.

Para ver 3., notemos que si E es cerrado, entonces E' C E y luego E = E'UE C E. Como
ECE Vale siempre, vemos que E = E. Reciprocamente, si £ = E entonces por el item 1
vemos que F es cerrado. |

Con la notacién del resultado anterior, los ftems 1. y 2. muestran que E es el cerrado més
chico (con respecto al orden de la inclusién) que contiene a E.

Obs 2.29. Sea X un conjunto

1. Si (X,d) es EM, F C X entonces se verifica:

E° = U Ay E:ﬂ{FgX:FescerradoyEgF}.

A€ty s ACFE

2. Si dy y dy son dos métricas débilmente equivalentes en X entonces Edl = E°. En
efecto, notemos que como 74, = 74, entonces F' C X es cerrado con respecto a dy si'y
solosi X \ F' € 74, = 74, siy solo si F es cerrado con respecto a dy. Entonces se puede
usar el item 1. para concluir la igualdad de clausuras. De forma similar, en este caso
se tiene que el interior de E con respecto a d; y con respecto a dy coinciden.

Las afirmaciones anteriores son ejercicios. A

Teorema 2.30. Consideramos R con la métrica (euclidea) usual. Si E C R es tal que E # ()
y esta acotado superiormente entonces o = sup E € E. En particular, st E es cerrado vale
que o € F.

Demostracién. Supongamos que o € E; como E C E entonces a € E. Por otro lado,
supongamos « ¢ E: si r > 0 notemos que B, (« ) (¢ —r,a+71r) € R; como « es la
minima cota superior de £ y o —r < « entonces existe e € E tal que o — r < e; pero
ademds, e < « (porque « es cota superior y o ¢ E). Asi, « —r < e < « garantiza que
e € (B,(a)\ {a}) N E # 0. Lo anterior muestra que o € E' C E. |
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Obs 2.31. Sea (X,d) EM y sea Y C X. Entonces podemos considerar el subespacio métrico
(Y, dy), definido en la Observacién 2.2. Si E C Y entonces podemos considerar las nociones
de interior, punto limite y clausura de E tanto con respecto al espacio métrico (X, d) como
con respecto a (Y, dy) y en general, estas nociones no coinciden (re-interpretar el Ejemplo
2.15 en estos términos!).

En general, cuando nos referimos a propiedades de E con respecto al subespacio métrico
(Y, dy), las indicamos como propiedades de E relativas a Y. Por ejemplo, podemos calcular
el interior de E relativo a Y; cuando Y esta sobre-entendido, entonces solo decimos el interior
relativo de E' (y expresiones similares cuando queremos indicar la clausura relativa de E, los
puntos limites relativos de E, etc).

En muchos casos nos interesa saber si E es abierto (6 cerrado) relativo en Y: por ejemplo,
si consideramos R como espacio métrico (con la métrica usual) e Y = [0, 1], entonces £ =
[0,1/2) C Y es un abierto relativo en Y (pero claramente, F no es abierto en R). Si
consideramos Z = (0, 1) entonces F' = [1/2,1) es un cerrado relativo a Z (pero no es cerrado
en R). Ejercicios. A

Teorema 2.32. Sea (X,d) EM, sea Y C X y consideremos el subespacio métrico (Y, dy).
Si E CY entonces E es abierto relativo (en Y ) si y solo si existe U C X abierto tal que
E=YnNU.

Demostracion. Supongamos que E es un abierto relativo en Y: entonces, dado = € E existe
rp > 0 tal que la bola en Y

BZ(ZB) ={yeY: dy(z,y) =d(z,y) <r,} CE.

Pero entonces, se verifica (ejercicio sencillo) que
UB(x)=E.
el
Usando el centro y el radio anterior, podemos construir bolas abiertas en X dadas por
B, () ={y € X : d(z,y) <r.}y el conjunto
U:= U B, (x) C X.
zelk

Notemos que el Teorema 2.19 muestra que U es abierto en X. Ademads, usando la propiedad
distributiva (de conjuntos)

Uny = (U B%(x)> nY =JB.,(@)nY)=JB:(x)=E

donde usamos que B, () NY = B} (x) que es una identidad de conjunto sencilla de verificar
(ejercicio).

Reciprocamente, supongamos que existe U abierto en X tal que E =Y NU. Six € F =
Y N U entonces existe 7, > 0 tal que B, (z) ={y € X : d(z,y) < r,} C U; pero entonces

BY (z)=B, (x)NY CUNY =E

que muestra que F es un abierto relativo en Y. |
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Corolario 2.33. Sea (X,d) EM, sea Y C X y consideremos el subespacio métrico (Y,dy).
Si E CY entonces E es cerrado relativo (en'Y ) si y solo si existe FF C X cerrado tal que
E=YnNF.

Demostraciéon. Notemos que E es cerrado relativo en Y si y solo si Y\ E es abierto relativo
en Y. Por el resultado anterior, Y \ E es abierto relativo en Y si y solo si existe U C X
abierto tal que Y\ E =Y NU: pero

Y\E=YNU&SE=YN(X\U)=YNF

donde F' = X'\ U es cerrado en X (notemos que de la misma forma U = X \ F'). Los detalles
faltantes del argumento quedan como ejercicio! O

Corolario 2.34. Sea (X,d) EM, seaY C X ysea ECY.
1. 8i'Y es abierto entonces E es abierto relativo en'Y si y solo si E es abierto en X.

2. Si'Y es cerrado entonces E es cerrado relativo en'Y si y solo si E es cerrado en X.

Demostracion. Ejercicio! Recordar las propiedades de los conjuntos abiertos y cerrados. [

2.2 Conjuntos compactos en espacios métricos

En el estudio de las propiedades de las funciones continuas realizado en andlisis I y 11, se puede
ver el papel fundamental que juegan los intervalos cerrados y acotados en la recta, y mas
generalmente los conjuntos cerrados y acotados en R™ con la estructura de espacio métrico
usual. Por ejemplo, las funciones a valores reales que son continuas en subconjuntos cerrados
y acotados de R™ alcanzan sus valores méximos y minimos (y en particular, sus valores
estdn acotados) y ademds verifican propiedades mas fuertes que la continuidad (continuidad
uniforme) que garantizan, entre otras cosas, que son integrables en el sentido de Riemann.
Estos hechos (que hemos aceptado sin demostracién) son esenciales para poder desarrollar
la teoria.

Una pregunta natural es: jcuales son las propiedades de los conjuntos cerrados y acotados
en R™ que estan detrds de todos estos hechos? En lo que sigue, vamos a desarrollar una
serie de nociones que modelan las propiedades de estos conjuntos (en el contexto general de
espacios métricos). Més ain, mas adelante vamos a dar pruebas formales y detalladas de
todos los hechos que hemos aceptado en Anélisis I y II mencionados previamente.

Definicién 2.35. Sea (X,d) EM y sea E C X.

1. Un cubrimiento de E por abiertos (en X) es una familia {U;};c; tal que U; C X es
abierto para todo ¢ € I (aqui I denota un conjunto de indices), de forma que

Ec|JUi={zreX: Jicl, zcU}.

el

2. Sea {U;}ic; un cubrimiento de E por abiertos. Un subcubrimiento finito de E (del
cubrimiento anterior) es una subfamilia {U; };c; donde J C I es un subconjunto finito
tal que £ C |J,; Ui
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A

Ejemplo 2.36. Sea R con la métrica usual y sea E = (0,1). Notemos que si U,, = (1/n, 1),
para n € N* entonces {U, },en+ €s un cubrimiento de E por abiertos. Notar que este cubri-
miento no admite subcubrimientos finitos de E (ejercicio). A

La siguiente nociéon modela la propiedad fundamental de los conjuntos cerrados y acotados
de R™.

Definicién 2.37. Sea (X,d) un EM y sea K C X. Decimos que K es compacto (en (X, d))
si todo cubrimiento de K por abiertos tiene un subcubrimiento finito (de K). A

Ejemplos 2.38. Consideramos los siguientes ejemplos elementales:

1. Si (X,d) es EMy K C X es conjunto finito, entonces K es compacto.

2. Si consideramos R con la métrica usual, (0,1) no es compacto.

Obs 2.39. Sea (X,d) es EM, Y C X y K C Y. Decimos que K es compacto relativo en Y
si K es compacto en el subespacio métrico (Y, dy).

Teorema 2.40. Sea (X,d) es EM, Y C X y K CY. Entonces K es compacto relativo en
Y siy solo si K es compacto (en (X, d)).

Demostracién. Supongamos que K es compacto (en (X, d)) y sea {V;}ie; un cubrimiento de
K por abiertos relativos de Y (es decir, V; C Y es abierto en el subespacio métrico (Y, dy)
para todo ¢ € I). Por el Teorema 2.32, para cada ¢ € [ existe U; C X abierto, tal que
Vi =Y NU;. Notemos que por hipotesis,

K clJvicJu:.
iel icl

Como K es compacto en (X, d), existe J C I subconjunto finito tal que K C (.., U;; como

K CY se tiene que

ieJ
Kc(Juyny ={Jwny)=JV
ieJ ieJ icJ
de forma que {V;};cs es un subcubrimiento finito de K del cubrimiento {V;};c;. Asi, K es
compacto relativo (es decir, en (Y, dy)).
Reciprocamente, supongamos que K es compacto relativo en Y. Sea {U;};c; un cubrim-

iento de K por abiertos de X. Entonces K C (J,; U;. Si definimos V; = U; NY, se tiene que
V; CY es abierto relativo en Y para cada ¢ € I. Mas aun, como K CY

KC (UUZ) ny ={Juiny)=Jv.

i€l i€l i€l

Asi, {V;}icr es un cubrimiento de K por abiertos relativos en Y. Por hipdtesis, existe un

subconjunto finito J C I tal que K C Uie ; Vi. Entonces

KcJvicJu

icJ e

porque V; C U;, para i € J. Lo anterior muestra que K es compacto en (X, d). |
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Obs 2.41. Sea (X,d) EM y sea K C X. El resultado anterior muestra que K es compacto
en X siy solo si K es compacto en el subespacio métrico (K, dk). Es decir, para estudiar
la compacidad de K podemos restringir la métrica a K y olvidarnos del ambiente (pero ojo:
no nos podemos olvidar de la métrical). A

Teorema 2.42. Sea (X,d) EM y sea K C X compacto. Entonces K es cerrado.

Demostraciéon. Vamos a ver que X \ K es abierto: sea x € X \ K fijo. Para cada y € K,
x # y de forma que d(z,y) > 0 y consideramos U, = By(;,)/2(y). Notemos que {Uy}ycx
(aqui usamos a K como conjunto de indices) es un cubrimiento de K por abiertos (cada
y € K estd en el U, correspondiente). Como K es compacto, existe un subcubrimiento finito
{Uy}yes, donde J C K es un conjunto finito: digamos que J = {y1, ...,y,} C K. Asi,
Uy, = Baey;)/2(y;), para 1 < j < ny se tiene que

n

n
- U U U d(z,y;)/2 y]
j=1

Sea t = min{d(x,y;)/2: n} > 0; notemos que 1 < j < n entonces

( ) N By aryj)/2(yj) =0.

De otra forma, existe z € X tal que d(x,z) <ty d(y;,2) < d(x,y;)/2 con lo cual
d(x,y;) < d(x, 2) +d(z,y;) <t+d(x,y;)/2 < d(,y;)/2+ d(x,y;)/2 = d(z, y;)

que es una contradiccién. Entonces

Bi(z)NK C By(x <U Bi(ay,) /2(%)) = J(Bu(@) N Bugayy2(y;) = 0.

j=1 Jj=1

Lo anterior muestra que B(z) € X \ K, con t > 0. Asi, cada punto de X \ K es interior a
este conjunto, lo que dice que X \ K es conjunto abierto; es decir, K resulta cerrado. |

Proposicién 2.43. Sea (X,d) EM y K C X un conjunto compacto. Entonces K es un
conjunto acotado.

Demostracién. Consideramos el cubrimiento de K por abiertos {B;(z)},ex. Como K es
compacto, existen finitos {z1,...,z,} C K tal que {B(z;)}}_, cubre a K, es decir,

K - U := U?:lBl(xj>

Sea r = max{d(z;,x;) : 1 <i# j <n}€R (el mdximo de esta coleccién finita de nimeros
reales estd bien definido). Sea y € U: entonces existe 1 < j < n tal que y € B;(z;) y vale
que

d(z1,y) < d(z1,z;) +d(zj,y) <r+1 = y € Byyi(z1) .

Como y € U era arbitrario, K C U C B,;1(x1), que muestra que K es conjunto acotado. l

Obs 2.44. Sea (X,d) un EM y sea K compacto. Hemos probado que K resulta ser cerrado
y acotado.

Pero ojo: en un espacio métrico (X,d) general, el hecho de que F' C X sea cerrado
y acotado no alcanza para garantizar que F' sea compacto!! Los ejemplos de este hecho
requieren cierta elaboracion que dejamos para mas adelante. A
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Teorema 2.45. Sea (X,d) EM, sea K C X compacto y sea F' C K cerrado (que equivale a
que F C K es cerrado relativo). Entonces F' es compacto.

Demostracion. A modo de observacién, notemos que como K es compacto entonces resulta
cerrado. Asi, si ¥ C K vale que F es cerrado si y solo si F' es cerrado relativo en K por el
Corolario 2.34. De forma similar, I’ serd compacto (en (X,d)) si y solo si F' es compacto
relativo en K, por el Teorema 2.40.

Supogamos que F' C K es cerrado en X. Sea {U;}ic; un cubrimiento de F' por abiertos de
X. Entonces consideramos la familia de abiertos {U; };e; U{X \ F'}: notemos que esta familia
cubre todo X (ejercicio). En particular, esta familia es un cubrimiento de K por abiertos;
como K es compacto existe un subconjunto finito J C I talque {U;}ics U {X \ F'} cubre a
K es decir,
Kc|Juux\F).
ieJ

Como F' C K se tiene que

F=FNKCFn (UUZ-U(X\F)) =JFnu) clJu

iceJ icJ ieJ

donde hemos usado la propiedad distributiva y el hecho de que F'N (X \ F') = (). Lo anterior
muestra que {U;}ies es un subcubrimiento finito de F' (del cubrimiento {U,}ier). Asi, F
resulta compacto. |

Corolario 2.46. Sea (X,d) EM, K C X compacto y F' C X cerrado. Entonces KNF C X
es compacto.

Demostracion. Como K es compacto entonces es cerrado. Asi, F'N K C X es cerrado por
el Teorema 2.19. Ademas, es claro que F N K C K. Asi, por el resultado anterior, F'N K es
compacto en X. [ ]

Teorema 2.47 (Propiedad de interseccién finita (pif)). Sea (X,d) EM, sea A # 0 y sea
{K,}aeca una familia de conjuntos compactos en (X,d) tal que para todo subconjunto finito

y no vacio J C A
() Ko #0.

acJ

Entonces (\,eq Ko # 0.

Demostracién. Si A = {ap} es conjunto unitario, el enunciado es claramente cierto. Supong-
amos que ag € Ay tal que A\ {ag} # 0. Supongamos que (., Ko = 0 (y llegamos a una
contradiccién). Entonces, (por las leyes de De Morgan)

UX\Ka:X\(ﬂKa)> = X.

aEA acA

a€A

Entonces

KaO:KaoﬂX:Ka0ﬂ<UX\Ka>: U X\E)nK, S |J X\K.)

acA acA\{ao} acA\{ao}
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donde hemos usando que (X \ Ko ) N Ky = 0. Asi, {(X \ Kq)}aca\{ao} € un cubrimiento
por abiertos del compacto K,,. Sea J C A\ {a} conjunto finito tal que

Ko € X\ K).

acJ

Notemos que en este caso

0= K, N(X\ (U(X\K@) = K,, N (ﬂKa> = (| K.
ag(

acJ acJ Ju{ao})
que contradice la hipé6tesis porque J U {ag} C A es finito y no vacio. ]

Corolario 2.48. Sea (X,d) EM y sea { K, }nen+ tal que K,, C X es compacto K, # 0, y tal
que K1 C K,, para n € N*. Entonces ﬂneN* K, #0.

Demostraciéon. Notemos que de la hipétesis K11 C K,, para n € N* (encaje) se deduce que
si m > n entonces K,, C K,,.

Veamos que esta sucesién (familia indicada por N*) de compactos verifica la pif: sea
J C N* subconjunto finito y no vacio. En este caso, estd bien definido m = maxJ € N*:
entonces para cada n € J se tiene que m > n y luego K,, C K,,. En particular,

0#KnC (K = [ Ea#0.

neJ neJ

Entonces podemos aplicar el resultado anterior y concluir que la interseccion de la familia
completa es no vacia, es decir: [, .. Kn # 0. |

Teorema 2.49. Sea (X,d) EM y sea K C X compacto. Si E C K es conjunto infinito
entonces K N E' £ ().

Demostracién. Suponemos que K N E' = () (y llegamos a una contradiccién). Asi, si z € K
entonces (x ¢ E' y) existe r, > 0 tal que (B, (x) \ {z}) N E = () de forma que B, (z)NE
tiene a lo mas un punto. De esta forma, construimos { B, (z)}.cx que es cubrimiento de K
por abiertos. Como K es compacto existe un conjunto finito J C K tal que {B, (z)}.cs
cubre a K. En este caso,

E=FENKCEnN (UBTZ($)> =JB.@)NnE.

zeJ xzeJ

Pero por cada = € J existe a lo sumo un e, € E tal que e, € B, (z) (por construccion); es
decir, cada B, (z) N FE tiene a lo sumo un elemento, para z € J. Esto muestra que E tiene
una cantidad de elementos menor 6 igual que la cantidad de elementos de J. Esto contradice
nuestra hipotesis de que E era conjunto infinito. |

Cabe remarcar que el resultado anterior de alguna fuerza la existencia de puntos limites de
cada subconjunto infinito £ C K de un conjunto compacto K (y ademds muestra que estos
puntos limites deben estar en el compacto: pero esto iltimo ya lo sabiamos, porque £ C K
implica que E' C E C K, porque K es cerrado).

En lo que sigue vamos a desarrollar una serie de resultados con el objetivo de probar que los
subconjuntos cerrados y acotados de R™ con su métrica usual (es decir, la métrica euclidea)
son compactos.
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Teorema 2.50. Sea {I,,},en+ una sucesion de intervalos cerrados, acotados y no vacios en
R (con la métrica usual) tal que 41 C I,, para n € N*. Entonces (), cp In # 0.

Demostracién. Notemos que I,, = [ay,, b,], con a,, b, € R tales que a,, < b,, n € N* (aqui la
expresion intervalo cerrado corresponde al hecho de que es un intervalo, que como conjunto,
es cerrado en R con la métrica usual). Como I,,; C I, para n € N* entonces, si n < m
vale que I,, C I,, lo que muestra que a, < a,, < b,, < b,, paran < m € N*. Asi, si
E ={a, : n € N} C R entonces E # () y E estd acotado superiormente; de hecho b, es
cota superior, para todo n € N*. Sea x = sup F € R: entonces a,, < x, n € N* (porque z es
cota superior de E) y x < b,, n € N* (porque b, es cota superior de E y x es la minima cota
superior de E). Asi, z € I, para todo n € N*, lo que muestra que = € (), .- In # 0. [ |

Definicién 2.51. Sea k € N*. Una k-celda cerrada es un subconjunto I C R* para el cual
existen a;, b; € R, a; < b;, para 1 <1 < k tales que

1= [a,,bz]:{(ml,,xk)GRkaZleﬁbl,lﬁzgk}

1

k
1=

A

Notemos que si I C R* es una k-celda cerrada, entonces I es un subconjunto cerrado de
R* con la métrica usual (ejercicio).

Teorema 2.52. Sea k € N*. Sea {I,,},en+ una sucesion de k-celdas cerradas tal que 1,1 C
I,, para n € N* (la sucesion estd encajada). Entonces (), ey In 7 0.

Demostraciéon. Por hipdtesis, para cada n € N* existen a;,, b;,, € R tales que a;,, < b;,,
1 <1 <k, de forma que

Ly = | aim, bin) = {(z1,...;20) €RF: ay < i <bjp, 1<i<k}, n>1.

—.

=1

Como I,41 C I, concluimos que a;,, < @41 < bipy1 < by, para n € N*. Fijado 1 <1 <k,
se tiene que {[a;n,bin)tnen+ €s una sucesién de intervalos cerrados, acotados, no vacios y
encajados en R. Por el resultado anterior, existe x; € (), oy« [@in, bin] s decir,

ain <x; <b, paratodos neN' | 1<i<k.

Asi, podemos ver que

k
(x1,...,2%) € H[ai,n, bin) =1, paratodo neN".
i=1

Finalmente, notemos que lo anterior dice que (1, ...,2%) € (),ene In # 0. |

Sea I = [}, [as, bi] C R¥ una k-celda cerrada. Definimos el diametro de I, notado diam(7),

dado por diam(I) = (325 (b — a;)*)"/? = ||(b))%; — (a;)%_, | (norma euclidea usual). Es un

ejercicio () probar que vale que
diam(/) = sup{d(z,y): =,y € I}

donde d(z,y) = ||y — z|| denota la distancia euclidea usual.
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Teorema 2.53. Sea I C RF una k-celda cerrada. Si consideramos a R* con la métrica usual
(euclidea) I es conjunto compacto.

Demostracién. Por hipotesis, existen a;, b; € R, a; < b;, 1 <1 < k tales que
k
I=TJlaib] ={(z1,....2) ER": a; <w; < b, 1< i <k},

=1

Sea {Uy }aeca un cubrimiento de I por abiertos de R* (con la métrica usual). Suponemos que
este cubrimiento no tiene subcubrimientos finitos de I (y llegamos a un absurdo). Definimos
¢; = (a; + b;)/2 el punto intermedio entre a; y b;, 1 < i < k; ademds, definimos

Jit=lai,¢] CR 'y Jio=lc,b) SR con 1<i<k.

Definimos el conjunto de indices M = {(e1,...,ex) : € € {1,2},1 < j < k} que es un
conjunto de 2% elementos. Para cada € = (1,...,&r) € M definimos

k
QE:HJi,Si:{(xlv"'>$k): xiEJi,siv 1§Z§k}

i=1
Por ejemplo, si € = (1,...,1) entonces

k

Qa,.1)= H[ai, ¢l -

1=1

De esta forma construimos 2* conjuntos {Q. : ¢ € M}, cada uno de los cuales es una k-celda
cerrada; mas aun, notemos que
Ue.=1

eeM

es decir, {Q:}ecrs s un cubrimiento de I (Ejercicio).

La igualdad anterior dice que cada (). es una k-celda mas chica que I; pero podemos afirmar
este hecho con un poco mas de detalle. En efecto, notemos que

k 1/2
diam(Q.) = (Z(l’i 5 aiﬁ) - %diam(])

i=1
para cada e € M (ejercicio (). Notemos que como cada Q. C I, entonces {U,}aca €s un

cubrimiento de (). por abiertos, para cada € € M. Si fuera cierto que para cada € € M hay
un subcubrimiento finito {U,}acr (con F. C A conjunto finito) de Q., entonces notemos

r-Uacy(Un)-Un

eeM eeM \a€eF, aclF

donde F' = J..,, Fe € A es un conjunto finito (unién finita de conjuntos finitos). Pero este
ultimo hecho contradice nuestra hipdtesis de que {U,}aca no tiene subcubrimientos finitos
de I. Asi, existe algiun ¢ € M tal que {U, }aca no tiene subcubrimientos finitos de I; := Q..

40



De esta forma, hemos obtenido una k-celda cerrada I, C I, tal que diam(/;) = 1/2 diam([).
Ademas, {U, }aca es un cubrimiento de I; por abiertos, que no tiene subcubrimiento finito de
I;. Estamos como cuando empezamos, pero ahora con I1: podemos repetir el procedimiento
anterior y obtener una k-celda cerrada Iy C I; tal que diam(l;) = 1/2 diam([;) = 1/22
diam(7), y tal que {U, }aeca es un cubrimiento de I, por abiertos, que no tiene subcubrimiento
finito de I5. Y repetimos.

Asi, obtenemos una sucesion de k-celdas cerradas (1,,)nen+ tal que 1,11 C I, diam([,,) = 2%

diam(7) y tal que {U, }aeca s un cubrimiento de I,, por abiertos, que no tiene subcubrimiento
finito de I,,, n € N*.

Por el Teorema 2.52 existe z € (), oy« In € I. En particular, existe ag € A tal que z € U,.
Como U,, es abierto, existe r > 0 tal que B,.(z) C U,,. Pero aqui viene el problema: sea
n € N* tal que diam([,) = 5= < r; si y € I, es arbitrario (recordemos que z € I,,) entonces

d(z,y) < diam(l,) <7 = I, C B,(2) C U,, .

donde hemos usado la propiedad del diametro de las celdas comentada antes de este teo-
rema. Pero entonces {U,,} (el U,, solito) es un subcubrimiento finto I,,, en contra de la
propiedad con la que construimos I,,. Esta contradicciéon muestra que {U, }oca debe tener
algin subcubrimiento finito de I. ]

Teorema 2.54. Consideremos R* con su métrica usual (euclidea). Dado K C RF, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. K es cerrado y acotado.
2. K es compacto.

3. Todo subconjunto infinito E C K es tal que E' N K # (.

Demostraciéon. 1. implica 2. Supongamos que K es cerrado y acotado. Entonces existe r > 0
yx=(x1,...,71) € RF tales que E C B,(r). Siy = (y1,...,yx) € B,(z) entonces

il = |zl <y =il <y —zll <r =yl <lwil +7 para 1<i<k.

Asi, si m = max{|z;| : 1 <1i <k} sevequesiyée B.(x) entonces |y;| <m+r, 1 <i<kEk.
Esto ultimo dice que B,(x) C I, donde I es la k-celda cerrada

]:H[—m—r,m—i—r].

i=1

Como [ es compacta y K C [ es cerrado, entonces K resulta compacto por el Teorema 2.45.

2. implica 3. Por otro lado, si K es compacto hemos visto que si £ C K es conjunto
infinito entonces £’ N K # () (Teorema 2.49).

Para ver que 3. implica 1. argumentamos por contra-reciproca: suponemos que no vale
1. y vemos que no vale 3. Si no vale 1. entonces o bien K no es cerrado, 6 bien K no es
acotado. Si K no es cerrado entonces existe © € K’ tal que x ¢ K. Como consecuencia de la
Proposicién 2.12 vemos que si r > 0 entonces (B, (z) \ {x}) N K es conjunto infinito (porque
sacarle un elemento a un conjunto no cambia que sea infinito). En particular, podemos elegir
r1 € (Bi(x) \ {z}) N K; de forma andloga, podemos elegir z, € (By/2(z) \ {z}) N K tal que
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x9 # 1 (porque tenemos infinitos elementos para elegir, y elegimos uno distinto de x) Asi,
para cada n € N*, n > 2, podemos elegir x, € (By/,(z) \ {#}) N K tal que x, # x;, para
1 <i<n-—1. De esta forma construimos el conjunto infinito £ = {z,, : n € N*} C K.
Veamos que E' N K = (): en efecto, si z € K entonces z # z: entonces d(x,z) =1 > 0
y existe ng € N* tal que 0 < 1/ng < r/2. En este caso, d(z,z) < d(z,z,) + d(z,,z) que
muestra que

d(z,z,) > d(z,z) —d(z,z,) >r—1/n>r/2 para n>ng.

Lo anterior muestra que B, /2(2) N E C {x1,...,%,,-1} es un conjunto finito; de esta forma,
¢ By ENK=0.

Por otro lado, si K no es acotado, entonces para cada n € N* existe z,, € K tal que |z,| > n.
Entonces podemos construir £ = {x,, : n € N*} que es un conjunto infinito (verificar). Sea
x € K ysear=|z| >0. Por la propiedad arquimediana existe ng € N* tal que r + 1 < ng;
asi, si n > ng entonces

|z, —x| > |z, — || >r+1—r=1 para n>ng.

Lo anterior indica que By(z)NE C {z1,...,2p,—1}, que es un conjunto finito. Pero entonces
z ¢ E'. Lo anterior muestra que K N E' = () en este caso también. |

Teorema 2.55 (Weierstrass). Todo subconjunto acotado e infinito E C R¥ wverifica que

E 4.

Demostraciéon. Si E es acotado hemos visto que podemos encerrarlo en una k-celda cerrada
I C RF, es decir E C I. Como I es compacta vy E es infinito entonces hemos probado que
E'N I # (. Pero esto tltimo indica que E’ # . |

Ejemplo 2.56. Consideremos nuevamente el Ejemplo 2.7. Consideramos

D={f€l®): [[fllc <1}

Es claro que D C /. (R) es un conjunto acotado en el espacio métrico £ (R) con la métrica
inducida por || - ||«. Ademads, es un conjunto cerrado (ejercicio). Consideramos

E={f:N"=R/ f(n)e{0,1} e D, neN}CD.

Hemos visto que E es un conjunto no numerable (usando el argumento diagonal de Cantor).
Notemos ademds que si f, g € F son tales que f # g entonces d(f,g) = ||f —g| =1
(ejercicio). En este caso decimos que E es un conjunto separado con constante de separacion
1 (en general decimos que un conjunto E es separado si existe algun 6 > 0 tal que d(x,y) > 9,
para todo x, y € E con x # y y § > 0 es una constante de separacién).

El hecho de que F sea separado implica que E' = (): en efecto, notemos que si h € £ (R)
entonces By/o(h) = {k € {(R) : [[h — k|| < 1/2} puede contener a lo sumo un elemento
de E, porque si f, g € E son tales que ||h — flloo < 1/2, ||h — g]lo < 1/2 tendriamos que
|f —9gllo <1 (por desigualdad triangular, pasando por h) en contra del hecho de que E esta
separado con constante de separaciéon 1.

Lo anterior muestra que £'ND = () lo cual muestra que D no es compacto, por el Teorema
2.49. Asi, vemos que en general ser cerrado y acotado en un espacio métrico no implica ser
compacto. A
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2.3 Conjuntos conexos
Definicién 2.57. Sea (X, d) EM.

1. Decimos que X es disconexo si existen U, V' C X conjuntos abiertos, U # () # V, tales
que
uonv=0) y UUV=X.

2. Decimos que X es conexo si X no es disconexo.

3. Dado Y C X decimos que Y es disconexo en X (respectivamente conexo en X) si el
(sub-)espacio métrico (Y, dy) es disconexo (respectivamente conexo).

Obs 2.58. Sea (X,d) EM, Y C X. Sean U, V C X dos conjuntos abiertos tales que
uonvny=0 y YCUUV.

Si se verifica que UNY # (0 # V NY entonces Y C X es disconexo. En efecto, si definimos
U=UNY yV' =VnNY entonces U, V' CY son abiertos relativos en Y (es decir, U’, V'
son abiertos en el subespacio (Y, dy)) por el Teorema 2.32. Por hipétesis, U" # () # V' son

tales que U'NV' = (UNY)N(VNY)=UNVNY =0y
Y=YnNnUuUuV)=(YnU)ulyYnV)=U0uV".

Lo anterior indica que Y es disconexo.

Reciprocamente, si Y es disconexo, existen U’, V' C Y abiertos relativos en Y tales que
U0V ,UNV =0y U UV =Y. Por el Teorema 2.32 existen U, V C X tales
que U'=UNY y V' =V NY. En este caso es sencillo verificar que UNY # ) £V NY,
unvnNnY=0yY CUUV. A

Teorema 2.59. Consideramos R con la métrica (euclidea) usual. Un subconjunto E C R
es conexo sty solo si tiene la siguiente propiedad: sia, c € E yb e R es tal que a < b < ¢
entonces b € E (es decir, E es convexo).

Demostracién. Supongamos que E no es convexo, es decir que existen a, c € F'y b € R tales
que a < b < cyb¢ E. Entonces podemos definir U = (—00,b) y V = (b, 00) que son dos
abiertos de R tales que a e UNE # 0, c€e VNE 40, UNVNE =0y (como b ¢ E)
E CUUYV. Por la Observacién 2.58 vemos que £ C R no es conexo.

Por otro lado, si F no es conexo entonces existen abiertos relativos no vacios U’, V! C E
tales que U'NV' =0y £ = U'UV’. Recordemos que en este caso existen abiertos U, V C R
en R tales que U = FENU y V' = ENV. Tomemos x € U', y € V' y supongamos (sin
pérdida de la generalidad) que z < y. Entonces U’ N [z,y] € R es conjunto no vacio y
acotado superiormente (por y). Sea z = sup(U’ N [z,y]) € R. Por el Teorema 2.30 vemos
que z € U' N [x,y] € U/, donde la clausura es en R.

Si z € V' entonces, como V' es abierto relativo existe r > 0 tal que EN B,.(z) C V’; pero
0#B.(2)NU = (B.(2)NE)NU" CV'NU’, que contradice la hipétesis sobre U" y V'. En
resumen: z ¢ V' y en particular x < z < y. Finalmente, consideramos los siguientes dos
casos:

Si z € U’ entonces z ¢ V' (clausura en R): de otra forma, existe r > 0 tal que ENB,(z) C
U’ pero entonces ) # B.(z) NV’ = (B.(z) N E)N V' CU' NV’ que contradice la hipdtesis
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sobre U" y V'. Luego existe t > 0 tal que By(z) = (2 —t,z+1t) es tal que By(z)NV' = (. Lo
anterior dice que x < z < z; = z +t/2 < y (porque z < y); pero entonces z; ¢ U’ (porque
z es cota superior de U’ N [z, y]) con z € U' | y € V'. Ademads, z; ¢ V', porque z1 € By(z) y
Bi(z2)NV'=0. Asi, z < z; <ycon z; ¢ E.

Por otro lado, si z ¢ U’ (recordemos que z ¢ V'), entonces z < z <y, conx € U' C E,
ye V' C Eyz¢ E. En cualquier caso, concluimos que E no es convexo. |

2.4 Ejercicios

Ejercicio 11. Sean d; y dy dos métricas distintas en M. Probar que d; + dy y max{dy, ds}
son métricas en M.

Ejercicio 12. Se dice que una funcién f : R — R definida para todo x > 0 es céncava si
para todo a,b € RT tales que a + b = 1 se tiene

flaz +by) > af(x) +bf(y).

Sea (M, d) un espacio métrico y sea f una funcién tal que:
e f es concava.
e f(0)=0.
o f(x)>0siz>0.
e Siz <y entonces f(z) < f(y).

Probar que la funcion que resulta de la composicion f o d es también una distancia en M.

Sugerencia: Para la desigualdad triangular primero probar que f(tx) > tf(z) para todo
x € R, t €[0,1]. Luego usar la siguiente identidad

Far s = (larn )+ (@i ).

Ejercicio 13. Dado un espacio métrico (X, d) y dos subconjuntos no vacios A y B probar
que si AN B # () entonces

diam(A U B) < diam(A) + diam(B).

Use la propiedad anterior para probar que la unién finita de conjuntos acotados es un conjunto
acotado. Por tltimo dar un ejemplo donde AN B =0y

diam(A U B) > diam(A) + diam(B).

Ejercicio 14. Probar que dado a = (a;)j_, en R",

n

H&Hl = Z |aj‘7 HaHoo = maX{’aj‘ 1 S] < n}
=1

son dos normas en R".
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Ejercicio 15. Sean z,y € R. Definimos

(z,y) =
b) da(x,y) = |z —y|'/?,
C) d3($7y) = |ZL‘2 _y2|7
d) d4($,y) - |l’ - 2y|a
[z — |
ds(z,y) = —~— Y
R vy

Determinar, para cada una de ellas, si es una métrica en R o no.

Ejercicio 16. Consideramos
X=0C(0,1]) ={f:[0,1] = R, f es funcién continua }.

Definimos d : X x X — R, dada por

A(f.g) = / (@) - g(x)|du

donde hemos considerado la integral de Riemann de la funcién continua |f(z) — g(x)| en
[0,1]. Probar que d es una métrica.

Ejercicio 17. Hallar el conjunto de puntos limite y el interior de los siguientes conjuntos:

a) A:{l:nEN}CR.
n

b) B={zeR": |z] <4} CR™
c) C={zeR": |z| =2} CR™
d) D = (0,3] x {2} C R2.

e) E = (0,00) x (0,00) C R

Ejercicio 18. Para cada uno de los conjuntos del ejercicio anterior determinar si son cerra-
dos, abiertos y/o acotados.

Ejercicio 19. Sea R? con la métrica euclidea.

a) Probar que si F = {(1/n,0): n € N*} entonces E° = (), Ais(E) = E y E' = {(0,0)}.
Probar ademas que E no es abierto ni cerrado; pero E es acotado.

b) Sea E = {p € R?: d(p,(0,0)) < 1}. Probar que E° = B;((0,0)), Ais(E) =0, E' = E.
Probar ademas que E es cerrado, no es abierto, y es acotado.

Ejercicio 20. Construir un conjunto acotado de niimeros reales que tenga exactamente tres
puntos limite.
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Ejercicio 21. Consideramos

D={felxs(R): ||fllo <1}.

Probar que D C l+(R) es un conjunto acotado en el espacio métrico £ (R) con la métrica
inducida por || - ||« ¥ que ademds es un conjunto cerrado.

Ejercicio 22. Probar lo siguiente:

a) En R" las métricas inducidas por las normas euclidea, y las normas || - ||; y || - ||oc SON
fuertemente equivalentes (entre sf).

b) Las métricas en (0, 1) dadas por dy(z,y) = |1/x—1/y|y da(x,y) = |x—y]| son débilmente
equivalentes, pero no son fuertemente equivalentes.

c) Las métricas en (0, 1) dadas por dy(z,y) = 1siz # yy di(z,y) =0 si x =y (métrica
discreta) y da(x,y) = | — y| no son débilmente equivalentes.

Ejercicio 23.

a) Sea I = [a,b] un intervalo cerrado de numeros reales. Probar que existe una familia
(Jn)nen de intervalos reales abiertos tales que para todo n € N, J,,,1 C J, y tal que

N J.=1

b) Sea J = (a,b) un intervalo abierto de nimeros reales. Probar que existe una familia
(In)nen de intervalos reales cerrados tales que para todon € N, I,, C 1,41 y tal que

thi

neN

Ejercicio 24. Probar que

a) ACB= ACB.

AU B = AU B ;Se puede generalizar a una unién infinita?

ANBCANB.

Ejercicio 25. Sea X un conjunto infinito. Para p,q € X, definimos

d(p,Q)—{(l) gig‘

Probar que es una métrica ;Qué subconjuntos del espacio X con esta métrica son abiertos,
cuales cerrados y cuales compactos?
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Ejercicio 26.

a) Sea R con la métrica usual y sea £ = (0,1). Probar que dado U, = (1/n,1) para
n € N*, entonces {U, },en+ s un cubrimiento de E por abiertos. Probar que que este
cubrimiento no admite subcubrimientos finitos de

b) Dar un ejemplo de un cubrimiento del intervalo [a,b) que no tenga un subcubrimiento
finito.

Ejercicio 27. Demostrar que si A, B C R son compactos, entonces A X B es compacto en
R2.

Ejercicio 28. Sea f € C(R) definida por
f(z) = max{1 — |z|,0}.
Para todo n > 1 definimos
fu(@) = f(2n(n +1)(z —1/n)).
Probar:
e 0 < f(r) <1paraz€R.

e 0 < fu(x) <1parazxeR.

La restriccion de f,, al conjunto [0, 1] pertenece a C([0, 1]).

”anoo =1
[ fn = fmlloo = 181 n # m.

e La bola cerrada en C([0,1]) no es compacta.

Ejercicio 29. Consideremos a Q (el conjunto de nimeros racionales) como un espacio
métrico dotado de la métrica d(p,q) = |p — q|. Sea E el conjunto de todos los p € Q tal que
2 < p? < 3. Probar que el conjunto E es cerrado y acotado en Q pero no es compacto. ;Es
E abierto en Q7 Justificar la respuesta.

Ejercicio 30. Sea X el conjunto de todas las sucesiones de nimeros reales {a, },>1 para las

cuales
oo

Z(abn)2 < 00.

n=1

Se suele usar la notacién [? para este conjunto.

a) En este conjunto I2 podemos considerar la métrica

s 1/2
d(r,y) = (Z(iﬂz - yi)z) .

=1

Probar que efectivamente es una métrica.
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b) Consideremos las siguiente sucesiones x,, = (0,...,0,1,0...), es decir, todos los términos
de la sucesion son cero excepto el n-ésimo el cual es uno. Probar que estas sucesiones
pertenecen a (2.

c) Sea K C [? el conjunto que contiene a todas las sucesiones definidas en el {tem anterior,
es decir,
K :={z,:n €N}, dondez,=(0,...,0,1,0...)

Probar que el conjunto K es cerrado y acotado pero no compacto en /2.
Ejercicio 31. Dados
A=[1,2]U[3,4 CR

B =[2,5 CR.

Probar que A x B C R? es compacto por definicién, es decir, que todo cubrimiento por
abiertos de A x B admite un subcubrimiento finito.

Importante: No pueden usar resultados de la practica y deducir el ejercicio como caso
particular. Deben resolver el ejercicio por definicion.

Ejercicio 32. En C? se define la funcién
N:C*—R
(1,2, x3) — |21 — T2| + |X2 — 23] + |23].

Observar que esta funcién N es una norma (no hace falta demostrarlo).Estudiar justificando
si el conjunto
A = {(ZL’I,Z’Q,Ig) - Cs L = fg ‘l‘fg}

es compacto en (C3, N).

Importante: No deben justificar que N es una norma. Pueden asumir que lo es.

Ejercicio 33. Consideremos en R? la métrica

0 r=1y
d(z,y) =
() { Izl + lyll =y

donde ||z|| denota la norma euclidea R? (es decir la distancia al origen). Sea
S ={(a,b) €R*: (a—2)*+ (b—2)* < 1},
Probar que S es abierto y cerrado en R?. {Es el espacio (R?, d) conexo? Justificar.

Importante: No deben justificar que d es una métrica en R?, pueden asumir que lo es.
Ejercicio 34. Demostrar que un subconjunto de R es conexo si y solo si es un intervalo.

Ejercicio 35. ;Es la clausura y el interior de un conjunto conexo también conexo?
Sugerencia: Demostrar que si E es conexoy ¥ C F' C E, entonces F' es conexo.
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Ejercicio 36. Probar que todo conjunto convexo en R" es conexo.

Sugerencia: Probar que dados dos conjuntos separados A y B de R" existe t, € (0,1)
tal que p(ty) ¢ AU B, donde
p(t) = (1 —t)a + tb,

te0,1].
Ejercicio 37. Sea

A={(r,y) eR*:y=0,2 € R} C R?

B ={(r,y) € R* :y =3z} C R%.
Probar por definicién que A U B es conexo.
Importante: Deben resolver el ejercicio por definicion.
Ejercicio 38.
a) Sean A, B conexos ;Qué se puede decir sobre la conexidad de AU By de AN B?
b) Sean A, B conexos con interseccién no vacia. Probar que AU B es conexo.
Ejercicio 39. Probar que para un espacio métrico (X, d) son equivalentes:

a) X es conexo, es decir, no se puede dividir en dos conjuntos abiertos disjuntos no vacios

UV.
b) X no se puede escribir como la unién de dos conjuntos no vacios separados.
Obs: Recordamos que dos conjuntos U, V son separados si cada uno es disjunto

de la clausura del otro, es decir UNV = y UNV = . Por ejemplo A = (1,2] y
B = (2, 3] son disjuntos pero no separados.

¢) Los tnicos conjuntos que son simultdneamente abiertos y cerrados son X y ().

Obs: Los conjuntos con esta propiedad se conocen como clopen sets.
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3 Sucesiones y series

En este capitulo vamos a estudiar la convergencia de sucesiones (y series) en espacios métricos.
Este concepto esta relacionado a la nociéon de completud de un espacio métrico, que es
fundamental en el analisis.

3.1 Convergencia de sucesiones en espacios métricos

Sea X un conjunto. Recordemos que una sucesiéon en X es una funcién f : N* — X (4 bien
f: N — X). En este caso, a la sucesiéon también la notamos (z,)nen+ 6 (Z5)n>1, donde
x, = f(n) para n € N*,

Definicién 3.1. Sea (X, d) EM y sea (x,),>1 una sucesién en X.

1. Decimos que (z,),>1 converge en (X, d) si existe p € X tal que: para todo € > 0 existe
no = np(e) > 1 tal que

d(p,z,) <€ paratodo n>ng.

En este caso decimos que (z,,),>1 converge ap € X y que p € X es el limite de (z,,),>1
y notamos
T, ——p 6  lim x, =p.
n—oo

n—oo

2. Decimos que (z,,),>1 diverge en (X, d) si la sucesién no converge en (X, d).

Obs 3.2. Sea (X, d) EM.

1. Notemos que la nocion de convergencia de una sucesién depende tanto de X como de
la métrica d. Por ejemplo: sea x, = 1/n, n > 1y consideremos la sucesion (x,),>1
en R con la métrica usual. Es claro que esta sucesion converge a p = 0 en este caso.
Pero notemos que si consideramos Y = (0,1] € R como subespacio métrico, entonces
(n)n>1 €s una sucesién en Y que no converge en el subespacio métrico (Y, dy) (porque
0¢Y).

2. Por otro lado, si una sucesién (z,),>1 en X diverge entonces, para todo p € X debe
existir € = €(p) > 0 tal que: para todo ny € N existe n > ng tal que d(p,x,) > € (que
surge de negar la definicién de convergencia, ejercicio).

A

Definicién 3.3. Sea (X,d) EM y sea (z,),>1 sucesion en X. Decimos que (z,),>1 esta
acotada si existe ¢ € X y t > 0 tal que z,, € B(q), para todo n > 1 (es decir, el conjunto
{z,: n>1} C X estd acotado). A

Teorema 3.4. Sea (X,d) EM y sea (xy,)n>1 sucesion en X.

1. (zp)p>1 converge a p € X siy solo si: para todo U C X abierto tal que p € U existe
ng > 1 tal que x,, € U para todo n > ny.

2. Supongamos que p, ¢ € X son tales que (x,)n>1 converge a p y también a q. Entonces
pP=4q.
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3. 81 (xy)n>1 converge en X entonces es acotada.

4. SiEC X ype E entonces existe una sucesion (e,)n>1 tal que: e, € E, e, #p,n>1
y lim, e, =p en (X, d).

Demostracién. Para ver 1., supongamos que (z,),>1 converge a p € X y sea U C X abierto
tal que p € U. En este caso existe € > 0 tal que B.(p) C U, porque U es abierto. Si
tomamos éste € > 0 en la definicién de convergencia, entonces debe existir ng > 1 tal que
d(p,z,) < € para todo n > ng. Asi, si n > ng entonces z,, € B.(p) € U y por lo tanto
x, € U. Reciprocamente, supongamos que para todo U C X abierto tal que p € U existe
ng > 1 tal que z,, € U para todo n > ny. Dado € > 0 consideramos U = B.(p) que es un
abierto que contiene a p; asi, debe existir ng > 1 tal que z,, € B(p), es decir d(x,,p) < €,
para todo n > ng. Esto ultimo muestra (por definicién) que (z,),>1 converge a p € X.

Para verificar 2., supongamos que p # ¢: en este caso, d(p,q) > 0. Si tomamos € =
d(p,q)/2 > 0 entonces existen ng, n; > 1 tales que d(z,,p) < e sin > ngy d(z,,q) < € si
n > ny; si n > max{ng, n1} > 1 entonces notemos que

d(p,q) < d(p,z,) + d(zn,q) < e+e=d(p,q).

La contradiccion anterior muestra que se debe verificar que p = q.

Veamos 3. Por hipdtesis existe p € X tal que lim,, o, x, = p (y por el item anterior ahora
sabemos que este p € X es el tnico limite!). Si tomamos e = 1 > 0 entonces existe nyg > 1
tal que para n > ng, d(p, z,) < 1. Consideremos

M = max{d(p,z,) : 1 <n<ng}>0

y sear = M + 1 > max{M, 1}; entonces vale que d(p, z,) < r para todo n > 1: esto se ve
mirando los casos 1 < n < ngy n > ng (ejercicio).

Finalmente, verificamos 4: por hipétesis, para todo r > 0 se tiene que B,.(p) N E es conjunto
infinito: en particular, para cada n > 1, By/,(p) N E es conjunto infinito y podemos elegir
un elemento z, € Bi/,(p) N E tal que z,, # p. De esta forma la sucesién (z,),>1 satisface:
x, € B, x, # p,n > 1 por construccién. Ademés, dado e > 0seang > 1talque0 < 1/ny < e
en este caso, si n > mng entonces 0 < 1/n < n/ny < ey d(p,x,) < 1/n < e. Esto ultimo
muestra que lim,,_,, x, = p. [ |

Obs 3.5. Sea (X,d) EM y sea 7y = {U C X : U es abierto}, la topologia inducida por
d. La caracterizacion de la convergencia de sucesiones dada en el item 1. del resultado
anterior muestra que la nociéon de convergencia solo depende de 74. Es decir, si d; y ds son
dos métricas en X que son débilmente equivalentes es decir, 74, = 74, entonces: dada una
sucesion (z,),>1 en X y dado p € X vale que (z,),>1 converge a p en (X,d;) siy solo si
(n)n>1 converge a p en (X, ds) (ejercicio de vista). A

En lo que sigue vamos a considerar el cuerpo de los niimeros complejos con la métrica inducida
por el médulo, es decir: dados z,w € C entonces

d(z,w) = |z —w| = ((z —w)(z — w))"2.

Recordemos que R C C esta incluido como cuerpo y como subespacio métrico. Notemos que
podemos considerar el concepto de convergencia en este espacio métrico particular.
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Teorema 3.6. Supongamos que (Sp)n>1, (tn)n>1 Son sucesiones en C tales que lim,, o S, =
s € C ylim, ,t, =t € C. Entonces

1. limy, oo (Sp +tn) = s+ 1.
2. Sic e C entonces lim, ,ooc-s, =c-s€C ylim, ..onc+s, =c+seC.
3. limy, oo (Sp - tn) = s - .

4. Sit# 0 entonces existe ng > 1 tal que t, # 0 para todo n > ng: en este caso existe

. S, S
lim — =
n>ng , n—oo t, t

5. lim, 400 S, = S.

Demostracién. 1. Sea e > 0; por hipétesis existen ng > 1y ny > 1 tales que |s,, — s| < €/2
paran > ng y |t, —t| < €/2 para n > ny. En este caso, sea ny = max{ng, ni}: si n > ny

|(sn+tn) — (s+ )| =[(sn —5)+ (tn — )] < [sn — 5|+ |t, —t] <€/2+€/2 =,

que prueba 1.

2. Si ¢ = 0 entonces s, - ¢ = 0 para todo n > 1 y en este caso es sencillo verificar que
(Sn - €)p>1 converge a 0 = s - c¢. Supongamos que ¢ # 0 y sea € > 0: sea ng > 1 tal que
si n > ng entonces |s, — s| < i (donde usamos que i > 0 estd definido y la hipdtesis de
convergencia). Entonces, si n > ng

[sn-c—s-cl=|(sn—5)-c|=[(sn—=9)|c] <77-lc]=¢
que prueba la primera afirmacién del item 2. La segunda afirmacion es un ejercicio [.
3. Notemos la identidad (ejercicio)
Spotn=5t+(sp—5) (tn—t)+s-(tn—t)+1t- (s, —5). (1)
De las hipdtesis de convergencia, concluimos que (ejercicio)
limt¢, —t=lims,—s=0
n—oo n—oo
Del item 2. deducimos que
lim s-(t, —t)= lim t- (s, —s)=0.
n—oo n—o0
Por otro lado, dado € > 0 existen ng, n; > 1 tales que:
|sp, —s|<vVe si n>ng y |th—t|<Ve si n>nyg,

donde usamos que /e > 0. Sea ny = max{ng, n1} y sea n > ny: entonces

(50 = 8) - (tn = )] = (50 = $)| - [(tn — V)] <Ve-Ve=ce,
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que prueba que lim,, (s, —s) - (t, —t) = 0. Aplicando los hechos anteriores, el item 1 (tres
veces) y el item 2. (con la suma) concluimos que

lim s, t, = lim (s-t+ (s, —$) - (tn—t)+s-(tn—t)+t- (s, —5)) =s-t+0+0+0=s5-¢.

n—oo n—0o0

Veamos la prueba de 4. Si ¢ # 0 entonces |t| > 0; sea € = |t|/2 > 0y sean ng > 1 tal que
|t, — t| < |t|/2 siempre que n > ny. Entonces, si n > ng:

[t =1t —tn +ta| < |t —ta| +[ta] = 0 < [t]/2 < |t] — |tn — t] < |tn]
N——

<|tl/2

y en particular, t,, # 0y |1/t,| < 2/|t|. Veamos que la sucesion (1/t,),>n, converge a 1/t.
En efecto: sea € > 0 y sea n; > ng tal que

1
t, —t| < =|t|%€,
ta—t] < 5t

donde hemos usado que |t|? € > 0. Entonces, si n > ni(> ng)

11 |t—t, 11,
S —[t|*e <e
t, t ty -1 tp -t 2
donde hemos usado que |1/t,| < 2/|t|, de forma que
1 1 1 2
==l < =
tat] |t |ta] = 2

Finalmente, como %+ = s, - ti con n > ng, el item 3 muestra que vale 4.
n n

Para verificar el item 5., notemos que

|5 =3, = [s— sp| = |5 — s

por las propiedades de la conjugacién y el médulo. Lo anterior implica que vale 5. (los
detalles son ejercicio). O

Obs 3.7. Sea (s,)n>1 una sucesién en C que converge a s € C. Definimos a, = R(s,) y
b, = J(sn), n > 1. Entonces las sucesiones reales (a,),>1 Y (bn)n>1 convergen a R(s) y I(s)
en R respectivamente. En efecto,

|an — R(s)| = [R(sn) — R(s)| = [R(sn — 5)| <[5 — s].
De forma anéloga, |b,—S(s)| < |s,—s|. Las desigualdades anteriores prueban que lim,,_, a, =
R(s) y limy, 00 b, = () en R.

En particular, si (s,),>1 una sucesién en R que converge a s € C entonces s € R (el limite
de una sucesién real es un valor real). En efecto, basta notar que $(s,) = 0, n > 1. Por el
parrafo anterior 0 = lim,, o S(s,) = J(s), que muestra que s € R. A

En lo que sigue consideramos R* con su estructura usual de R-espacio vectorial. Ademds
consideramos la métrica (euclidea) usual de R¥ inducida por la norma euclidea, que proviene

del producto interno usual de R*.
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Teorema 3.8. Consideremos (R¥ dy) con su métrica (euclidea) usual.
1. Sea (Tn)n>1 s sucesion en RF,
_ k
Tp = (Q1p,s.-,pn) €ERY para n>1

y sea v = (ay,...,a;) € R*. Entonces (z,)n>1 converge a x en (RF dy) si y solo si
lim,, oo @jn, = @ en (R,dy) (con su métrica euclidea usual) para 1 < j < k.

2. Sean (T,)n>1, (Yn)n>1 sucesiones en R¥, y sea (v, )n>1 sucesion en R tales que
>1, > ’ >

lim z, =z € R* | limy,=yeR* y lim~,=7v€R.
n—oo

n—oo n—oo

Entonces

(a) lim, o0 T +yn =z +y € R,
(b) imy, o0 Vp - T = v - & € R,
(¢) limy, oo (T, yn) = (z,y) € R
(@) limy o0 [|lza]| = [|lz]| € R.

Demostracién. 1. Supongamos que (x,),>1 converge a = en (RF d;). Fijado 1 < j < k,
consideramos la sucesion real (a;,)n>1, dada por las j-ésimas coordenadas de los vectores en
(n)n>1. Queremos verificar que esta sucesién converge en (R,d;) a o; € R. Para ver esto,
sea € > 0: por hipdtesis, existe ng > 1 tal que si n > ngy entonces

k

1/2
1/2
€ > di(wn, v) = |[zn—al = (Z(O‘i,n - Oéz')z> > ((ajn —;)?) "7 = |ajn—aj] = di(jn, a))

=1

donde hemos usado que la suma de términos no negativos es mas grande que cada término
individual y el hecho de que la funcién f(z) = y/x, 2 > 0 es una funcién mondtona creciente
(verificar). Lo anterior muestra que lim,_,o j,, = a; en (R,dy), 1 < j <k.

Reciprocamente, supongamos que lim, . o, = o en (R,d;), 1 < j < k. Sea € > 0:
por hipdtesis, para cada 1 < j < k existe n; > 1 tal que

BN di(ajn, ;) = |og, —ay| >0 para n>n;.

vk

Sea ng = max{ny,...,n;} > 1: si n > ng entonces n > n; para 1 < j < k y entonces
X 1/2 B\ /2
€
(T, @) = ||z — ]| = (;(an — ai)2> < (; E) =

que muestra que lim,, o z, = z en (R* dy).

Para probar 2a) podemos usar el criterio dado en el item 1. (ya probado) y el Teorema 3.6.
En efecto, si escribimos

y= BB Y Un=Bins--,Bkn) ERF para n>1
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entonces
Tn + Yn = (al,n + Bl,'m sy O p + ﬂk,n) € Rk para n Z 1.

Como lim,, s ¥ = y en (R¥ d;) entonces, por el ftem 1, vemos que lim,, o Bjn = Bj en
(R,d;) para 1 < j < k. Por el Teorema 3.6 y los hechos anteriores, ahora podemos ver que

lim o, + Bjn=0o; +8; para 1<j<k.

n—o0
El ftem 1 nos permite concluir que lim,_,o T, + yn = = + y en (R*, dy,).
La prueba de los items 2b) y 2¢) es similar (ejercicio).
Para ver 2d), notamos que

[zall = llzn =2 + 2] < flzn =2l + ||2]] = (znll = llzl] < 20 — ]

De forma similar ||z|| — ||z,|| < ||l — z,|| = [[(=1)(z, — z)|| = ||zn — z||. Las desigualdades
anteriores muestran que

dy([|znll, |2]]) = [lnll = l2[[] < {lzn — 2]
Asi, dado € > 0, si ng > 1 es tal que di(z,,z) = ||z, — z|| < €, para n > ny entonces:
di(||znlls ||1z]]) < €, para n > ng. Esto dltimo prueba 2d). |

3.2 Subsucesiones

Definicién 3.9. Sea X un conjunto y sean (x,)n>1, (Yn)n>1 dos sucesiones en X. Decimos
que (Yn)n>1 es una subsucesion de (x,,),>1 si existe una funcién f : N* — N* estrictamente
creciente (si n < m entonces f(n) < f(m)) tal que y, = z(n), para n > 1.

En este caso notamos (yx)g>1 = (2, )k>1 (donde ny, = f(k) para k > 1) para indicar que
(Yr)k>1 €s subsucesion de (2y,)n>1. A

Obs 3.10. Dada una sucesion (z,),>1 en X podemos pensar que una subsucesién se obtiene
de tomar algunos de sus términos dando saltos hacia adelante:

T i) T3 T4 Ty Tg T T T9 10 - -

:113n1 :$n2 :$n3

donde hemos elegido los saltos f(1) =n; =3, f(2) =ns =5, f(3) =n3 =8, ...

Obs 3.11. Sea X un conjunto y sea (z,),>1 una sucesién en X. Sea (z,, )y>1 una subsucesion
determinada por la funcién estrictamente creciente f : N* — N*. Notemos que (yg)i>1 =
(Tp, )k>1 €s en si misma una sucesién (donde y, = ), kK > 1). De forma que podemos
tomar una subsucesion (z;);>1 = (Yk,)j>1 de la sucesion (yx)r>1, determinada por la la funcién
estrictamente creciente h : N* — N* (es decir, z; = yp(;), j > 1). Entonces (z;);>1 es también
una subsucesién de (z,),>1: en efecto, sea g = foh : N* — N* la composicién de las
funciones estrictamente crecientes h y f. Entonces g es estrictamente creciente: si n < m
entonces h(n) < h(m) y luego g(n) = f(h(n)) < f(h(m)) = g(m); ademas, z; = yny) =
THh() = Lo J 2 1.

Asi, una subsucesion de una subsucesion es subsucesion! A
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Obs 3.12. Sea f : N* — N* una funcién estrictamente creciente. Entonces f(k) > k para
todo k € N*. Verificamos lo anterior por induccién: notemos que f(1) € N* y luego f(1) > 1.
Si asumimos que k > f(k) para un cierto k € N* entonces f(k+ 1) > f(k) > k que muestra
que f(k+1) > k+ 1. A

Proposicién 3.13. Sea (X,d) EM, sea (x,,)n>1 una sucesion en X y seap € X. Si (Ty)n>1
converge a p en X entonces toda subsucesion de (,)n,>1 converge a p en X.

Demostraciéon. Suponemos que x,, — p en X, y sea (yg)r>1 = (Tpn, )r>1 una subsucesion.
n—oo - -

En este caso, existe f : N* — N* estrictamente creciente, tal que y, = x4 para k € N*.

Por hipétesis, dado ¢ > 0 existe ng € N* tal que si n > ng entonces d(p,z,) < €. Por la

observacién anterior, si k > ng entonces f(k) > k > ng, de forma que d(p, yr) = d(p, xfx)) <

€. Pero esto indica que y; k—> pen X. O
— 00

Proposicién 3.14. Sea (X,d) EM, sea (x,)n>1 una sucesion en X y sea p € X. Entonces
(Tn)n>1 tiene una subsucesion que converge a p en X si y solo si se verifica que: para todo
e >0, el conjunto B, = {n € N*: d(z,,p) < e} es infinito.

Demostracién. Sea (yx)r>1 = (%, )k>1 una subsucesion. En este caso, existe f : N* — N*

estrictamente creciente, tal que ¥, = x4 para k € N*: notemos f es inyectiva en este caso.

Supongamos que Y k—> pen X: si e > 0 entonces por hipdtesis existe kg € N* tal que
—00

para todo k > ko d(p,yx) = d(p, zsu)) < €. Lo anterior muestra que
A={f(k): k>ki} CB.={neN": dp,x,) <e}.

Como A es conjunto infinito (porque f es inyectiva), concluimos que B es conjunto infinito.

Reciprocamente, supongamos que para todo ¢ > 0 el conjunto B. = {n € N*: d(z,,p) < ¢}
es infinito. En particular, tomando € = 1 podemos elegir n; € B;. Supogamos que hemos
elegido ny < ... < ny tales que n; € Byj; para 1 < j < k: entonces, como By /(41) es infinito,
podemos elegir g1 € By/r+1) tal que ngq > ny (de otra forma, By/gqry € {1,...,nk} que
contradice que By (;41) sea infinito). Continuando de esta forma, determinamos una funcién
f : N* — N* dada por f(k) = ng, k € N*: f resulta estrictamente creciente (por la
construccién de ng, k > 1). Sea (z,, )r>1 la subsucesion construida a partir de f. Sie > 0
entonces existe kg € N* tal que 1/ky < e: si k > ko entonces 1/k < 1/ky < € y como
Tp, € By entonces d(p, x,,) < 1/k < ¢, con lo que (2, )r>1 converge a p en X. O

Corolario 3.15. Sea (X,d) EM y sea (x,),>1 una sucesion en X. Entonces

L={xe€ X : 3 una subsucesion (x,, )g>1 , Tn, — x} CX
- —00
es un conjunto cerrado en (X,d).

Demostracién. Veamos que X \ L es abierto: sea y € X \ L. Por la Proposicién 3.14
existe ¢ > 0 tal que C = {n € N* : d(y,z,) < ¢} € N* es un conjunto finito. Si
z € B.(y) entonces existe 6 > 0 tal que Bs(z) C B.(y) (porque B.(y) es abierta). Sea
D ={neN: d(z,z,) <d}: sin € D entonces z,, € Bs(z) de forma que x, € B:(y) y
luego n € C. Asi, D C C' que muestra que D es un conjunto finito y que z € X \ £ por la
Proposicién 3.14. El argumento anterior muestra que B.(y) C X \ L. O
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Teorema 3.16. Sea (X,d) EM y sea K C X compacto. Sea (T,)n>1 una sucesion en K (es
decir, x, € K, n > 1). Entonces (x,)n>1 tiene una subsucesion que converge a un punto en

K.

Demostracién. Sea A = {z,, : n > 1} C K. Si A es un conjunto finito, entonces debe
existir p € A tal que B = {n € N* : p = z,} es infinito. En este caso, podemos constuir
una funcién f : N* — B C N* estrictamente creciente: en efecto, como B es no vacio, sea
by € By definimos f(1) = b;. Como B es infinito debe existir by € B tal que by > b;
(de otra forma, B C {1,...,b1}, que contradice que B es infinito) y definimos f(2) = bs;
si suponemos definidos f(1) < ... < f(k) € B entonces, como B es infinito, debe existir
brr1 € B tal que by .y > f(k) y definimos f(k + 1) = bgy1... De esta forma, la subsucesién
(@, )k>1 asociada a f es constantemente igual a p € K, con lo cual converge a p (ejercicio).

Si suponemos que A C K es conjunto infinito, como K es compacto se debe tener que
A'N K # () (probado en Cap 2). Sea p € A’ N K: por propiedades de A’, si € > 0 se tiene
que C. = B.(p) N A es conjunto infinito. Asi, si definimos

B.={neN": d(z,,p) <e} CN*

debe ser infinito: en efecto, si z € C. entonces existe n € N* (posiblemente no tnico!) tal que
z=2x,ydp,x,) =d(p,z) < e, de forma que n = h(z) € B.. Asi queda definida una funcién
h : C. — B.; pero h es inyectiva: si z, w € C, son tales que z # w entonces claramente
h(z) # h(w) (porque z = Tp(z) # W = Tpw)); como h es inyectiva y C. es infinito, entonces
h(C.) C B. es infinito. Como ¢ > 0 era arbitrario, la Proposicién 3.14 muestra que existe
una subsucesion (z,, )r>1 que converge a p. O

Corolario 3.17. Consideremos (R¥,d) con la métrica usual. Toda sucesion acotada en R¥
tiene una subsucesion convergente en RF.

Demostracién. Sea (r,),>; una sucesién acotada, es decir tal que {z, : n > 1} C R¥ sea
un conjunto acotado. En este caso, podemos encontrar un M > 0 tal que la sucesion esté
contenida en B (0) = {z € RF : d(2,0) < M}. Como Bj(0) C R* es cerrado y acotado
(ejercicio) entonces resulta compacto. Por el Teorema 3.16 concluimos que, en particular,
(Zn)n>1 tiene una subsucesién convergente (a un punto del compacto By (0)). O

3.3 Sucesiones de Cauchy

Definicién 3.18. Sea (X,d) EM y sea (z,,),>1 una sucesiéon en X. Decimos que (z,),>1 es
una sucesién de Cauchy! si para todo € > 0 existe un ng € N* tal que si m, n > ng entonces
d(zp, ) < e. A

Definicién 3.19. Sea (X,d) EM y sea A C X no vacio. Definimos el didmetro de A, notado
diam(A), dado por B
diam(A) = sup{d(z,y) : =,y € A} € Ryy.

'En honor al matemaético francés Augustin Louis Cauchy (1789-1857)
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Ejemplo 3.20. Sea (R*, d) con la métrica (euclidea) usual; sean a;, b; € R tales que a; < b,
1 < j < k. Entonces, si

k
A= Ha], xj)JleRk a;j <z; <b;, 1<j5<k}
7j=1
entonces diam(A) = (Z§:1(bj — a;)})Y? (ejercicio). A

Obs 3.21. Sea (X,d) EM y sea A C X no vacio. Verificar las siguientes afirmaciones
(ejercicios):

—_

. diam(A) = oo si y solo si para todo n € N* existen z, y € A tales que d(z,y) > n
2. Si A C B entonces diam(A) < diam(B).

3. Sidiam(A) <r < ooy x € Aentonces A C B,(x).

-

Sir >0y x € X entonces diam(B,(x)) < 2r.
5. A es acotado si y solo si diam(A) < oo.

Proposicién 3.22. Sea (X,d) EM y sea A C X, A# (). Entonces diam(A) =diam(A).

Demostracion. Como A C A el ftem 2 de la observacién anterior muestra que diam(A) <diam(A).
Por otro lado, si p,q € A entonces, dado ¢ > 0 existen z, y € A tales que d(p,z) < €y
d(q,y) < e (porque B.(p)NA# 0y B(q)NA # (), ver Cap 2). Por la desigualdad triangular

d(p,q) < d(p,x) +d(z,q) < d(p,x) + (d(x,y) +d(y,q) < d(z,y) + 2¢ < diam(A) + 2¢.

Como € > 0 es arbitrario, d(p,q) < diam(A). Como p, g € A eran arbitrarios, diam(A) es
una cota superior del conjunto {d(p,q) : p,q € A}. Entonces, diam(A) < diam(A). ]

Proposicion 3.23. Sea (X,d) EM y sea (T,)nen una sucesion en X.
1. Si (zp)nen es de Cauchy entonces la sucesion es acotada.

2. (Tp)nen es de Cauchy si y solo si la sucesion (ap)n>1 dada por a, =diam{z,, : m > n}
esta en R y es tal que lim,, .o, a, = 0.

Demostraciéon. Por hipdtesis, existe ng > 1 tal que si n,m > ny entonces d(z,,x,) < 1.
Consideremos r = max{d(z1,x,) : 1 < n < ng} € Rsg. Notemos que si n € N entonces:
sil <n < mng, dlxy,z,) <r < r+1. Por otro lado, si ng < n entonces d(zq,z,) <
d(z1, Tpy) +d(zpy, xn) <7T4+1. Asi, A= {2, : n>1} C B,;1(x1) y es un conjunto acotado.
En particular, por la observacién anterior, estd definido diam{z,, : n > 1} < co.

Si suponemos que (Z,)nen €s de Cauchy entonces como {z,, : m >n} CA={z,: m>1}
concluimos que 0 < a, < diam(A) € R. Por otro lado, dado ¢ > 0 existe ng > 1 tal
que si n, m > ng entonces d(x,,x,,) < e. Asi, dado n > ng, si r, s > n (> ng) entonces
d(x,,xs) < g, de forma que 0 < a,, < € para n > ng. Asi, dg(a,,0) = |a, — 0| = a, < ¢, si
n > ng; esto muestra que la sucesién (a,),>1 converge en R (con la métrica usual) a 0.
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Reciprocamente, si la sucesion (a,)n,>1 estd en R y converge (con la métrica usual) a 0
entonces: dado € > 0 existe ng > 1 tal que si n > ng entonces

sup{d(zpm,x;) : m, t > n}=diam{z,,: m>n}=a, =la, — 0| <¢

Como ng > ng (jal) vemos que si m, t > ng entonces d(x,, r;) < . Esta ultima afirmacion
muestra que (z,),>1 es sucesién de Cauchy en (X, d). O

Proposicién 3.24. Sea (X,d) EM y sea (x,)n>1 sucesion en X.
1. Si (xp)n>1 converge en X entonces es de Cauchy.

2. Si (xp)n>1 es de Cauchy y tiene una subsucesion (T, )ik>1 tal que limy o0 Tp, =p € X
entonces (x,)n>1 converge ap € X.

Demostracién. 1. Supongamos que (x,),>1 converge a p € X. Dado € > 0 entonces existe
ng € N tal que si n > ng entonces d(p, z,) < €/2. Entonces, si n,m > ng:

d(Tp, ) < d(Tn, p) +d(p, zm) < €/2+¢/2 =¢.

2. Supongamos que (z,),>1 es de Cauchy y tal que su subsucesion (z,, )x>1 converge ap € X.
Sea € > 0: por hipétesis, existe ng > 1 tal que si n, m > ng entonces d(x,,x,) < €/2.
Ademaés, existe kg > ng tal que si k > ky entonces d(p, z,, ) < €/2. Entonces, si n > ny:

d(p, zn) < d(p,Tny) + d(@n, , Tn) < €/2+€/2 =€
donde hemos usado que ng, > ko > ny para acotar el segundo término de arriba. O

Teorema 3.25. Sea (X,d) EM, sea K C X compacto y sea (T,)n>1 una sucesion en K.
Entonces (x,)n>1 converge en X si y solo si (x,),>1 €s una sucesion de Cauchy.

Demostracion. Hemos visto que toda sucesion convergente es de Cauchy. Por otro lado,
sea (Z,)n>1 una sucesién en K que es de Cauchy. Entonces, por el Teorema 3.16 (x,,),>1
tiene una subsucesion (z,, )i>1 que converge en X. Por el item 2 de la proposicién anterior
concluimos que (z,),>1 converge en X. O

Teorema 3.26. Sea R* con la métrica usual y sea (Tn)n>1 una sucesion en R*. Entonces
(2)n>1 converge en RF si y solo si (1,)n>1 es de Cauchy.

Demostraciéon. Basta probar que si (z,),>1 es de Cauchy entonces converge. En este caso,
por la Proposicién 3.23 (x,,),>1 es acotada. Entonces, por el Corolario 3.17 (z,,),>1 tiene una

subsucesion convergente. Finalmente, por la Proposicién 3.24 vemos que (z,),>1 converge.
O

Obs 3.27. El teorema anterior se llama criterio de Cauchy para la convergencia de sucesiones
en R¥: la gran ventaja de este criterio sobre la definicién de convergencia es que podemos
determinar que una sucesién converge sin la necesidad de conocer (6 determinar) el (limite)
punto al cual converge. A

La Observacién anterior motiva la siguiente nocién
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Definicién 3.28. Sea (X,d) EM. Decimos que (X,d) es un EM completo si toda sucesién
de Cauchy en (X, d) converge en (X, d).

Notemos que el Teorema 3.26 muestra que R¥ con la métrica usual es un espacio métrico
completo. El Teorema 3.25 prueba que si (X,d) es EM tal que X es compacto, entonces
(X,d) es completo. Por otro lado, si (X,d) es un EM completo entonces notemos que vale
un criterio de Cauchy: una sucesién en (X, d) converge si y solo si es de Cauchy (momento
de reflexién).

Teorema 3.29. FEl espacio métrico (C,d) con la métrica usual es completo.

Demostraciéon. Sea (z,)n,>1 una sucesion en C que es de Cauchy. Para cada n > 1 sea
a, = R(z,) € Ry b, =3(2,) € R las partes real e imaginarias de z,. Notemos que

|n — am| = [R(zn) — R(zm)| = [R(zn — 2m)| < |20 — 2| = d(20, 2m) -

De forma similar, |b, — by < |2, — 2| Las desigualdades anteriores muestran que las
sucesiones reales (an)n>1 ¥ (bn)n>1 son de Cauchy en R, con la métrica usual (dada por
el médulo en R). Como R es completo, existen a, b € R tales que a = lim,, yoca, y b =
lim,,_,o b,. Dado € > 0 se tiene que

d(z, — (a+bi)) = |(ap+byi) — (a+bi)| = |(a, — a) + (b, — b) )|
< an —a| + |by = b].

donde usamos la desigualdad triangular del médulo y el hecho de que |i] = 1. Las desigual-
dades anteriores muestran que lim,_,, 2, = a+ bi € C. O]

Proposicién 3.30. Sea (X,d) EM y sea E C X. Dado p € X entonces p € E si y solo si
existe una sucesion (p)p>1 en E tal que lim, o x, = p.

Demostracién. Supongamos que existe una sucesion (z,),>1 en E tal que lim,_,o z,, = p.
Si p € E estamos, porque £ C E. Si p ¢ E entonces p # x, € E para todo n > 1. Sea
e > 0; por hipdtesis existe ng > 1 tal que si n > ng entonces d(p, z,,) < . Pero en este caso,
Ty € (Bo(p) \ {p}) N E # (). Lo anterior muestra que p € £’ C E.

Reciprocamente, sea p € E = FUE'. Si p € E entonces podemos definir ,, = p, n > 1. En
este caso (x,),>1 €s una sucesion en E que converge a p. Por otro lado, si p ¢ E entonces
p € E": en este caso hemos probado en la Proposicién 3.4 que existe una sucesion (2, )n>1
en E que converge a p. O]

Corolario 3.31. Sea (R, d) con la métrica usual, y E C R. Si E estd acotado superiormente
entonces existe una sucesion (xr,)p>1 en E tal que lim,, o x, = sup E.

Demostracién. Recordemos que hemos probado que sup E € E. Ahora podemos aplicar la
Proposicién 3.30. A

Proposicién 3.32. Sea (X,d) EM completo y sea E C X cerrado. Entonces el subespacio
métrico (E,dg) es completo.

Demostraciéon. Sea (z,),>1 una sucesién de Cauchy en (E,dg). Entonces (z,),>1 una
sucesién de Cauchy en X. Por hipotesis existe p € X tal que lim,_, x, = p. Pero esto
tiltimo muestra que p € E = E (porque E es cerrado). Ahora es sencillo verificar que (,,),>1
converge a p € E en el subespacio métrico (E,dg). ]
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3.4 Sucesiones en R

En lo que sigue vamos a considerar R (y mds generalmente R¥) con la métrica usual d(r, s) =
|r — s|, r,s € R. Recordemos que en R tenemos definido una relacién de orden, que tiene la
propiedad de la minima cota superior. Esto sugiere considerar las siguientes nociones.

Definicién 3.33. Sea (s,),>1 una sucesién en R. Decimos que es
1. mondtona creciente si s, < s,41 paran > 1.
2. mondétona decreciente si s, > s,.1 para n > 1.

3. mondtona si es mondtona creciente 6 mondtona decreciente.
AN

Dada una sucesion (x,,),>1 en R decimos que estd acotada superiormente (respectivamente
inferiormente) si existe M € R tal que x,, < M (respectivamente x,, > M), n > 1. Notemos
que la sucesion (x,),>1 en R estd acotada (en el sentido de espacios métricos) si y solo si
estd acotada superiormente e inferiormente a la vez! (ejercicio).

A modo de observacion, notemos que una sucesion (z,),>1 en R que es mondtona creciente
siempre estd acotada inferiormente, porque z1 < z,,, n > 1. De forma similar, si (z,,),>1 en
R es mondtona decreciente entonces esta acotada superiormente (ejercicio).

Teorema 3.34. Sea (s,)n>1 una sucesion mondtona en R. Entonces (S,)n>1 converge en R
sty solo si es acotada.

Demostracién. Si suponemos que (s,),>1 es convergente en R entonces es una sucesion de
Cauchy; v ya hemos probado que toda sucesion de Cauchy es acotada.

Supongamos que (s,),>1 €s mondtona creciente y que estd acotada. En este caso, existe
peERyr>0talques, € B.(p)=(p—r,p+7r),n>1. Asi, s, <p+rconn>1loque
muestra que £ = {s, : n > 1} C R estd acotado superiormente. Sea « = sup £ y notemos
que s, < a paran > 1. Dado € > 0 entonces a—e < « de forma que a— € no es cota superior
deE: asi, existe ng > 1 tal que o — € < s,,,. Pero si n > nj entonces a — e < s,,, <5, <
que muestra que d(a,s,) < €, n > ng. El caso de sucesiones mondtonas decrecientes es
similar (ejercicio). O

Obs 3.35. Sea (s,),>1 una sucesién monodtona creciente y acotada superiormente en R.
Entonces la prueba anterior muestra que (s,),>1 converge a sup{s, : n > 1}. De forma
similar se verifica que si (s,),>1 una sucesiéon monétona decreciente y acotada inferiormente
en R entonces (s,),>1 converge a inf{s, : n > 1} (ejercicio). A

En lo que sigue desarrollamos las nociones de limite inferior y superior de sucesiones
reales. Vamos a necesitar las siguientes nociones de convergencia hacia los infinitos

Definicién 3.36. Sea (x,),>1 sucesién en R. Decimos que

1. (z,)n>1 converge a +o0o si para todo M € R existe ng € N tal que z,, > M, n > ny.
En este caso escribimos lim,,_, -, , = +00.

2. (xn)n>1 converge a —oo si para todo M € R existe ny € N tal que z,, < M, n > ny.
En este caso escribimos lim,,_ o ,, = —00.
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A

Obs 3.37. Sea (z,),>1 una sucesién en R. Entonces (z,),>1 no es acotada superiormente
si y solo si existe una subsucesion (z,, )r>1 tal que limy_,o ,, = +00.

De forma similar, (z,),>1 no es acotada inferiormente si y solo si existe una subsucesién
(Tny k1 tal que limy o 2, = —00. (ejercicios). A

Obs 3.38. Sea (z,),>1 una sucesiéon monétona en R. Entonces (z,),>1 converge a algin
punto en R: en efecto, si (7,),>1 estd acotada, hemos probado que (z,),>; tiene alguna
subsucesién convergente. Si (z,),>1 no estd acotada, entonces la Observacion 3.37 muestra
que (z,)n,>1 tiene alguna subsucesién que converge a p, donde p — 0o 6 p = +o0. A

La siguiente observaciéon sera de gran utilidad.

Obs 3.39. Sea (2,),>1 una sucesién en R tal que lim, ,x, = p € R. Supongamos que
a € R es tal que existe ng > 1 tal que z,, < a para n > ng. Entonces p < a: para verificar
esta afirmacion, consideramos casos. Si suponemos que o, p € Ry a < p,seaec=p—a > 0.
Por hipdtesis existe n; > 1 tal que z,, € B.(p) = (p —&,p+ €), si n > ny. En particular, si
n > max{ng, n, } entonces x, < o, « =p —¢e < z,, !! La contradiccién anterior muestra que
p < . Los demés casos son ejercicios! (tener en cuenta las convergencias hacia los infinitos
cuando p = —00 6 p = +00).

De forma andloga se verifica que: si (z,),>1 una sucesién en R tal que lim, ooz, = p € R
y existen « € R y ng > 1 tal que z,, > « para n > ng entonces p > « (ejercicio). AN

Definicién 3.40. Sea (x,),>1 una sucesién en R. Sea
E={peR: I(zn ) e>1 , klim T, =p} CR.
— 00

Entonces definimos:
e el limite inferior de (z,,),>1 dado por: liminf, ,o z, = inf £ € R.
e el limite superior de (z,),>1 dado por: limsup,,_,. 7, =sup £ € R.

A

Obs 3.41. Sea (z,),>1 una sucesién en R. Recordemos que si A C R es no vacio entonces
existen inf A, sup A € R. Asi, para verificar que los limite superior e inferior estdn bien
definidos basta con verificar que E C R (como en la definicién anterior) satisface que £ # (.
Para esto, consideramos dos casos: si (z,),>1 estd acotada entonces hemos probado que
(Zn)n>1 tiene una subsucesién convergente en R C R. Por otro lado, si (z,),>1 no estd
acotada entonces la Observacién 3.37 muestra que (z,),>1 tiene una subsucesion que converge
en R. Ademdés se verifica por definicién que

liminf z, < limsupz, € R.
n—00 n—00
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Ejemplo 3.42. Recordemos que Q es un conjunto infinito numerable. Asi, Q N [0,1] es
un conjunto infinito numerable. Sea f : N — QN [0, 1] una funcién biyectiva; en este caso
podemos definir la sucesién (z,),>1 dada por z,, = f(n), n > 1.

Sip e [0,1] y r > 0 entonces B,.(p) N (Q N[0, 1]) es un conjunto infinito (verificar): entonces
{n >1: =z, € B,(p)} es infinito; como r > 0 es arbitrario concluimos que existe una
subsucesion (z,, )r>1 tal que limy_,o z,, = p. Por otro lado, para cualquier subsucesién
(zn, )k>1 que converge a q € R se tiene que 0 < ,, < 1; en este caso hemos probado que
0<¢<1

De lo anterior vemos que

E={peR: (v, )r>1, lim z,, =p}=10,1].

k—o0
En este caso, limsup,,_,., ©, = 1 y liminf, , z, = 0. AN

Obs 3.43. Sea A C R no vacfo. Definimos —A = {—x: 2 € A} C R (en este caso seguimos
la convencién —(—o0) = +00y —(400) = —00). Entonces se verifica que sup(—A) = —inf A
y inf(—A) = —sup A.

Por otro lado, si (z,),>1 es una sucesién en R, podemos considerar la sucesion (—zy,),>1 en
R y se verifica: si
E={peR: I(zp i1, lim 2, =p} CR

F={qgeR: I(~zn )i>1 , klim —zn, =q} CR
—00
entonces ' = —F. Las observaciones anteriores permiten verificar que

liminf(—x,) = —limsupz, € R 'y limsup(—=,) = —liminfxz, € R.
n—o0 n—00 n—00 n—00

Todas las afirmaciones anteriores son un (largo pero sencillo) ejercicio. A
Teorema 3.44. Sea (x,),>1 una sucesion en R. Entonces

LS1. Existe (xp, )k>1 tal que x,, k—> limsup,, .. Tn € R.
—00

LS2. Si a > limsup,, . T, entonces existe ng > 1 tal que x, < a , n > ny.
De forma similar

LI1. Existe (xy, )k>1 tal que x,, k—> liminf, o x, € R.
—00

LI2. St o < liminf, .., z, entonces existe ng > 1 tal que x, > a , n > nyg.

Ademds, las propiedades LS1. y LS2. (respectivamente LI1. y LI2.) caracterizan alimsup,, ., T,
(respectivamente liminf, . z,) en R.

Demostracion. Consideramos el conjunto
E={peR: I(xn )i>1 , klim T, =p} CR.
— 00
como en la Definicién 3.40.
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Probamos LS2: Sea o > limsup,,_,., Zp; si @ = +o00 la propiedad LS2 se verifica trivialmente.
Supongamos que a € R: en particular, limsup,_,, .z, < co. Supongamos que C' = {n >
1: =z, > a} es conjunto infinito (numerable). En este caso podemos elegir elementos
ng € C tales que ny < ngyq para k > 1 (ejercicio). Esta elecciéon nos permite determinar una
subsucesion (yi)k>1 = (2n, )k>1 tal que yp = z,,, > «, k > 1 (porque n; € C, k > 1). Pero si
aplicamos la Observacion 3.41 a la sucesién (yx)r>1, entonces existe una subsucesion (yg, );>1
tal que lim;j o Y, = q € R. Por la Observacién 3.11 (Yk;)j>1 es subsucesion de (zp)n>1 y
luego ¢ € E de forma que ¢ < limsup,,_,,, z, < co. Como z,, > «, k > 1 entonces, por la
Observacion 3.39, concluimos que ¢ > a. Pero entonces a < ¢ < limsup,,_,, v, < «!! Esta
contradiccién indica que C' = {n >1: x, > a} es conjunto finito y vale LS2.

Para probar LS1. consideramos los siguientes casos.

Caso 1: limsup,,_,., ¢, = +00. Supongamos que existen M € R tal que z,, < M paran > 1.
Sea (Zy, )r>1 una subsucesién que converge a p € R. Notemos que vale que Tn, < M para
k > 1. Por la Observacion 3.39 concluimos que p < M: lo anterior muestra que M es cota
superior de E' y luego que limsup,,_,., x, < M, en contra de nuestra hipé6tesis. Asi, (,)n>1
no estd acotada superiormente. La Observacién 3.37 muestra que existe (x,, )r>1 tal que
Ty, — F00.

k—o0

Caso 2: ¢ = limsup,,_,,, , € R. Si e > 0 entonces ¢ — ¢ no es cota superior de E, por lo que
existe una funcién estrictamente creciente (y en particular inyectiva) f : N* — N* tal que la
subsucesion ($f(k))k21 es tal que £ > limy_,oc 7y = € > £ — e. Este ultimo hecho muestra
que B = {f(k) > 1: xps) > {—c} es conjunto infinito. Asi, BC C.:={n>1: x, > {(—¢}
es conjunto infinito.

En particular, podemos elegir n; € C1; como C 3 es infinito, podemos elegir n; < ny € C2;
de esta forma, si suponemos que hemos elegido n; < ... < mnp conn; € Cyy;, 1 <5 <k
entonces (usando que C'1/(k+1) €s conjunto infinito) podemos elegir ny < ng1 € C1)(k+1)- De
esta forma determinamos la subsucesion (z,, )r>1 que verifica: z,, > ¢ — 1/k. Dado € > 0
entonces, por LS2., existe ng tal que z, < £ 4 € para n > ng. Ademas, existe kg > 1 tal que
1/ko < e. Sik > max{no, ko} entonces: ny > k > ng garantiza que z,, < {+e¢; por otro lado,
1/k < 1/ko < € garantiza x,, > ¢ —1/k > { — e. De esta forma, para todo k£ > max{ng, ko }
se tiene que |z, —f| < &; como € > 0 era arbitrario, vemos que limy_, o T, = /.

Caso 3: limsup,,_,., &, = —00 = sup £. Como E C R es no vacio y tal que sup £ = —o0,
entonces F = {—oo} (ejercicio). En este caso, por construccién de E existe una subsucesién
(@, )k>1 tal que limg oo z,, = —00.

Finalmente, supongamos que £1, /, € R son tales que satisfacen LS1. y LS2. (asi como
limsup,, ,., ;). Supongamos que {; < ¢y y sea r € R tal que ¢; < r < fy. Por LSI.
aplicado a ¢, existe una subsucesién (z,,)r>1 tal que limy_,o 2z, = f3. Por otro lado,
por LS2. aplicado a ¢;, existe un ky > 1 tal que z,, < r para todo k > ky. Entonces
Uy = limy_yoo Ty, < 1 < {3, que es un absurdo. Entonces ¢; = (5.

Las afirmaciones para el limite inferior se prueban de forma andloga (ejercicio). Otro
método para probar éstas afirmaciones es usar la Observacién 3.43. O

Teorema 3.45. Sea (z,,),>1 una sucesion en R. Entonces son equivalentes:
1. (zn)n>1 converge a £ € R;

2. liminf,_, z, = limsup, ,._ 1z, = ¢ € R.
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Demostracién. Notar que si (z,,),>1 converge a ¢ € R entonces E = {¢} (los detalles cuando
¢ = +00 quedan como ejercicio).

Reciprocamente, si ¢ = liminf, ,, z, = limsup, ,. =, € R, consideramos casos. Si
¢ = +o00 entonces usando LI2, dado M € R entonces M < ¢ y existe ng € N tal que z,, > M
si n > ng. Esto prueba que lim,, ;oo 2z, = +o00 = £. Si ¢/ € Ry ¢ > 0 entonces, usando
LS2 y LI2, existen ng, ny > 1 tales que z, < {+esin>nyyl—¢e < x, sin > n.
Asi, si n > max{ng,n;} entonces |¢ — x,| < e. Lo anterior prueba que lim,,_,o, z, = £. Si
¢ = —oco entonces se puede hacer un argumento similar al primer caso (ejercicio) y concluir
que lim,,_, x, = —00 = /. O

Teorema 3.46. Sean s,, t, € R tales que s, < t,, n > 1. Entonces,

liminf s, <liminft¢, y limsups, <limsupt,.
n—00 n—00 n—00 n—o0

Demostracién. Si liminf,_,., s, = +00 entonces lim,,_,, s, = +00 (momento de reflexién!);
como s,, < t,,n > 1, entonces debemos tener que lim,,_,, t,, = +oc con lo que lim inf,,_, t,, =

+o00. Por otro lado, si liminf, . ¢, = —o0 entonces existe una subsucesién (¢,, )r>1 tal que
im0 tn, = —00 que fuerza a que limy_,o s, = —00 (porque s,, < t, para k > 1)y en
ese caso liminf,_, s, = —o0, y el resultado vale.

Entonces podemos suponer que co > a = liminf, .. s, y que g = liminf, . ¢, > —ooc.
Supongamos que o > [y sea r € R tal que a > r > . Entonces existe un ng tal que
$p, > 1 paran > ng (porque r < a 'y la propiedad LI2). Sea (t,, )r>1 tal que limg_o0 tn, = f;
notemos que si k > ny entonces ny > k > ng y t,, > s,, > r. Este ultimo hecho implica que
B = limy_ o tn, > r > (. Esta contradiccion muestra que debemos tener que oo < 5. El caso
de los limites superiores se verifica de forma similar (ejercicio). ]

3.5 Series

Sea a = (a,)n>1 una sucesién de numeros complejos. Vamos a considerar la sucesién de
sumas parciales (sy(a))ny>1 dada por

N
sN(a):sN:ZanEC para N >1.

n=1

Definicién 3.47. Sea a = (a,),>1 una sucesiéon en C. Decimos que la serie de los a,’s
converge en C si la sucesion (sy(a))ny>1 de sumas parciales converge en C dotado de la
métrica usual. En este caso, notamos

o0 N
azlimsNa:hmEa.
j{: " N—o00 ( ) N—o00 "
n=1 n=1
Si la serie no converge, entonces decimos que la serie diverge. A

Teorema 3.48 (Criterio de Cauchy para series). Sea a = (a,)n>1 una sucesion en C. En-
tonces la serie de los a,’s converge en C si y solo si: para todo € > 0 existe ng > 1 tal que

st m > n > ng entonces
m
E aipl <e€.
k=n-+1
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Demostracion. La serie de los a,’s converge en C si y solo si la sucesion de sumas parciales
(sy)n>1 es de Cauchy en C con la métrica usual. Pero la sucesiéon (sy)y>1 es de Cauchy si
y solo si para todo € > 0 existe ng > 1 tal que si m, n > ng (y digamos que m > n)

m n m
€ > d(sm,$n) = [sm = sal =D _ar— Y _al =] D al,
k=1 k=1 k=n+1

en donde hemos cancelado los términos comunes en las sumatorias del ante-ultimo miembro
de arriba. n

Corolario 3.49. Sea a = (a,)n>1 una sucesion en C. Si la serie de los a,’s converge en C
entonces lim,_, a,, = 0.

Demostraciéon. Por el resultado anterior, dado ¢ > 0 existe ng > 1 tal que si m > n > nyg
entonces |y )L, 1 ax| < e. Sin > ngy tomamos m = n+ 1 entonces | ;" ar| = |ani1] <
€. Lo anterior muestra que lim,, , a, = 0. O

Obs 3.50. Sea a = (ay),>1 una sucesién en C. Recordemos que la condicién lim,, o a, = 0
no garantiza que la serie de los a,,’s converge en C. A

Proposicién 3.51. Sean a = (an)n>1, b = (bn)n>1 sucesiones en C tales que las series
Yo japn=a€Cyd> 2 b,=p€C. SiyeC entonces la serie y .~ (yan +b,) =va+f
0 dicho de otra forma

Z(”yan +b,) =7 Zan + an
n=1 n=1 n=1

(es decir, converge al valor indicado).

Demostracién. Ejercicio (usar la definicién de convergencia de series y las propiedades de los
limites de sucesiones en C vistas antes). [

Teorema 3.52. Sea a = (a,)n,>1 una sucesion de términos no negativos (a, > 0, n > 1).
Entonces la serie de los a,’s converge en C (a un valor en Rsq) si y solo si la sucesion de
sumas parciales esta acotada superiormente. En este caso

o0

Zan = sup{sny(a): N >1}.

n=1

Demostracion. Notemos que si 1 < N < M entonces

M N M
SM—SN:Z%—Z%: ZanZO:OgsNSSM.
n=1 n=1 n=N+1

Asi, la sucesién de sumas parciales es mondtona creciente en Rso. En este caso, hemos
probado que la sucesién (sy)n>1 converge en R (6 equivalentemente en C, porque R es un
subespacio métrico cerrado de C) si y solo si estd acotada superiormente. M4ds atn, si la
serie converge entonces hemos probado la identidad para calcular el limite (ver los resultados
sobre sucesiones mondtonas crecientes!) [

Teorema 3.53 (Criterio de comparacién). Sean (ay)n>1, (bn)n>1 ¥ (¢n)n>1 sucesiones en C.
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1. Si|a,| < ¢, n>1yla serie de los ¢, ’s converge entonces la serie de los a,,’s converge.

2. 8:0<b, <a, y la serie de los b, ’s diverge entonces la serie de los a,’s diverge.

Demostracién. 1. Por hipotesis, dado ¢ > 0 existe ng tal que si m > n > ny,

m m
| Z Ck|: Z Cp < €.

k=n+1 k=n+1

Entonces, si m > n > ng se tiene que

m m m
D> akl < Dl < D e <e.

k=n+1 k=n-+1 k=n+1
Lo anterior muestra que la sucesion de sumas parciales de los a,,’s es de Cauchy.

2. Si suponemos que la la serie de los a,,’s converge entonces, por el item anterior, concluimos
que la serie de los b,,’s converge, en contra de la hipétesis. En conclusion, la serie de los a,,’s
diverge. ]

Lema 3.54. Sea x € C. Entonces

1. Si|z| <1 entonces lim,,_,o 2" = 0;

2. 8i x| > 1 entonces lim,,_, [2"] = +00.

Demostraciéon. 1. Si |z| < 1 entonces existe p > 0 tal que |z| = 1/(p +1). Como p > 0
entonces (usando el binomio de Newton y notando que los términos de la férmula son todos
positivos)

(p+1)" > (T)p-ln‘lzn% n>1.

Dado € > 0 seang > 1 tal que 0 < 1/ng < p-€; si n > ng entonces

1 ., 1 11 1
(p+1)) < <—-<(p-e)-=c¢.

ol = (pn) ~ no p p

2. Si |z| > 1 entonces existe p > 0 tal que |z| = p+ 1. Entonces |z|" = (14 p)" > np. Si
M € Rsq, sea ng > 1 tal que ng > M/p. Sin > ng entonces |z|* >np >nogp > M. O

Teorema 3.55. Sea v € C. Entonces
1. Silz| <1 entonces la serie y - x" converge y y - x" = (1 —xz)".
2. Si|z| > 1 entonces la serie Y~ x" diverge.

Demostracién. Si xz # 1 entonces (verificar)

n+1

= 1—£L’
(1—2x) kg_ox x s E 2" Tz

Usando el item 1. del lema anterior, junto con propiedades de limites para sumas y cocientes
en C, vemos que si |z| < 1 entonces lim, o s, = (1 — )7

Por otro lado, si |z| > 1 entonces el término general de la serie, que es 2", no converge a 0
(notar que |z"| = |z|* > 1). O
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Teorema 3.56. Sea (a,),>1 una sucesion en Rso mondtona decreciente (0 < a1 < ay,
n >1). Entonces la serie Y7 | a, converge si y solo si la serie 3 7° 27 ay; converge.

Demostracion. Como se trata de series de términos no negativos, las series convergen si y
solo si las sucesiones de sumas parciales estdn acotadas superiormente. Consideremos las
sumas parciales

n k
sn:Zaj y tk:ZQj as para k,n>1.
i=1 j=0

Sea n > 1; sea k > 1 tal que n < 2¥1 — 1: en este caso

n 2k+1_1 Eo2t+1q
W=D G S D =) )
j=1 Jj=1 =0 j=2¢

la segunda igualdad se obtiene de haber asociado (de forma conveniente) los términos de
la segunda sumatoria: notemos que la segunda sumatoria es sobre el conjunto de indices
A={1,...,281 —1}. Podemos escribir a este conjunto de indices como A = U5_, Ay, donde

={h: 28 < h <29 -1} 0 < /¢ < k: pero notemos que A, N Ap = () si £ # (.
Entonces sumar sobre los indices de A es lo mismo que sumar (parcialmente) primero sobre
los indices de cada Ay, y después sumar todas esas sumas (parciales) porque sumamos todos
los términos sin repetir ninguno!

Por hip6tesis, age > aj, 2¢ < j < 21 — 1 y entonces

2£+1

Z aj < 2ea24

j=2¢
porque la sumatoria tiene 2¢ términos. Las desigualdades anteriores muestran que

Eo20+tlg

Por otro lado, dado k > 1 sea n > 1 tal que n > 2¥ — 1: notemos que si £ > 0 entonces

261 261
Aogri1 < — a; = 28y <2 a,
20+1 > 2[ J 20+1 > J

j=2¢ j=2¢

porque como cada ag+1 < a; para 26 < j < 271 — 1 entonces el promedio de estos a;’s
supera a aqe+1. Entonces

k—1 2611
ty = 22 agz—a1+2a2+22‘+1 Gt < 201 +2a+2) Y ay
(=1 j=2¢
k—12¢t11 2k_1
= 2@—1—22 Z aj—2a2+22aj<2a2+25n.
=0 j=2¢

Notemos que las dos estimaciones anteriores muestran que la sucesion (s,),>1 esta acotada
si y solo si la sucesién (tx)r>1 estd acotada. O
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Teorema 3.57. La serie ), -, n—lp converge st p > 1 y diverge si p < 1.
Demostracién. Recordemos que n? = e¢P™" con lo que 1/nP = e P"" n > 1. En partic-
ular, si p < 0 entonces lim,, o, 1/n? = 400, que muestra que la serie diverge. Si p = 0 la
serie claramente diverge. Supongamos que p > 0: en este caso, (1/n),>; es una sucesién
mondétona decreciente de términos positivos y podemos aplicar el criterio del resultado ante-
rior: En este caso, tomando n = 2¥ entonces 2Fay. = 2F/(2F)P = 2k(-P) | > 0. Asf,

oo 1 o

5 —  converge siy solo si g (2'77)F  converge.
n

n=1 k=0

Notemos que 0 < 2'"7 < 1 si p > 1 mientras que 2! > 1si 0 < p < 1. Las observa-
ciones anteriores junto con el Teorema 3.55 (sobre la convergencia de las series geométricas)
muestran que y nip converge si y solo si p > 1. [

En lo que sigue vamos a formalizar los criterios de la raiz y de la razon para la convergencia
de series.

Teorema 3.58 (Criterio de la raiz). Sea (a,),>1 una sucesion en C y sea

o = limsup |a,|"" > 0.
n—oo

1. Si oo < 1 entonces la serie Y - a, converge.
2. Si o> 1 entonces la serie Y | a, diverge.

3. Si a =1 entonces el criterio no da informacion sobre la serie.

Demostracion. Supongamos que o < 1 y sea a < 8 < 1. Por las propiedades del limite
superior, existe ng > 1 tal que para todo n > ng, |a,|"/" < 3, con lo que |a,| < A". Como
0 < 8 < 1 entonces la serie Y >~ 3" converge. Por el criterio de comparacién concluimos
: [0.9] . o0 <z . o .
que la serie Y 37 a, converge. Pero entonces la serie ) |~ | a, también converge (ejercicio).

n=n
Supongamos que a > 1: entonces existe una subsucesién (|a,, |'/™),>1 que converge a a.
En este caso, existe un kg > 1 tal que |a — |an, |Y™| < a — 1 que muestra que 1 < |a,, |/
(ejercicio). Pero en este caso, 1 < |ay, |, para k > kg. De esta forma, el limite de la sucesién
(an)n>1 Mo es cero (porque hemos hallado una subsucesién que no converge a 0). Entonces
la serie ), -, a, diverge.

Para finalizar damos ejemplos de dos series para las cuales o = 1, pero una converge y la
otra diverge! El primer ejemplo es > ., 1/n: por el resultado anterior esta serie diverge.
Por otro lado

1
lim (1/n)Y™ = lim =1.

n—00 n—00 nl/n

En efecto, como 0 < (1/n)Y/™ < 1 entonces existe 0 < m,, tal que (1/n)"/" =1/(1 +z,). En
este caso, x, = n'/™ — 1 y luego (usando el binomio de Newton)

n=(r,+1)">22n(n—1)/2.
Lo anterior muestra que 0 < x,, < 2/(n — 1) — 0. Asi, (1/n)/" = 1/(1 + z,) — 1.

Por otra parte, la serie > ., 1/n? converge (por el resultado anterior) y verifica que

11/ = (/)Y (1n)" ——1-1=1

n—oo
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Notemos que

1
i 1/n _ — — lim — — T 1/n
nlgg@(l/n) 1= 1=1/1 nhjEO /)i nlg{)lon .
Esto lo mencionamos porque lo vamos a usar mas adelante. O

Teorema 3.59 (Criterio de la razon). Sea (ay,)n>1 una sucesion en C tal que a,, # 0, n > 1,
Yy sea
An+1

v = limsup
n—oo

Qn
1. Si~y <1 entonces la serie Y~ a, converge.

2. Si existe ng > 1 tal que |a2—“| > 1, n > ng, entonces la serie Y -, a, diverge.

Demostracion. Supongamos que v < 1 y sea v < # < 1. Entonces existe ng > 1 tal que para
todo n > ng se tiene que |**| < 4. En particular

Angy+1
| < B = Jang| < Blan|-

ng
Si suponemos que k > 1 satisface |a,, x| < 8%|an,| (lo anterior dice que esto vale para k = 1)
entonces
Qng+(k+1
|7;0L:)| < ﬁ - |ano+(k+1)| < ﬁ|a’no+k| < Bﬁk‘ano| = 6k+1|ano| .
no+

Por induccion la desigualdad vale para todo & > 1. Como 0 < g < 1 entonces la serie
% |an,| B converge. Por el criterio de comparacién concluimos que la serie Y °7  a
n=1 1“no ge. p q n=ng "
. 0o
converge; entonces la serie ) >~ | a, converge.

Supongamos que existe ng > 1 tal que [*2*| > 1, n > ng. Con un argumento similar al
hecho en la primera parte de la prueba concluimos que en este caso,

|tk > |an,| >0 paratodo k>1.
Lo anterior muestra que la sucesién (a,),>1 no converge a cero, y la serie no converge. [

Ejemplo 3.60. El criterio de la raiz puede ser mas 1til al momento de determinar la conver-
gencia de series. Consideramos el siguiente ejemplo: sea (ay,),>1 la sucesion determinada por
los siguientes casos: si n es impar entonces a, = 2-*1/2 y si n es par, entonces a,, = 37/2.
En este caso la sucesion es

1/2,1/3,1/2% 1/3%,1/2%,1/3% ...

Después de alguna reflexion, podemos ver que

1 1
: 1 : 1/@n+1) _ 7 _
limsup |a,|Y™ = lim |agy | = lim o~ 5z <1

El criterio de la raiz indica que la serie converge. Si ahora aplicamos el criterio de la razén,
notamos que (después de reflexionar un rato...)
A2n+1 1

lim su > limsu = lim = (=)" = +0.
n—)oop An n—>oop Q2n, n—o0 2 <2>

an+1
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En particular, el caso anterior muestra que el criterio de la razén no da informacion si el
limite superior de los cocientes es mayor 6 igual que uno.

Teorema 3.61. Sea (¢,)n>1 una sucesion en C. Entonces

Cn+1
Cn

Cn+1
Cn

0 < liminf 1/n

n—o0

> limsup |, |/ > 0.

n—oo

y  limsup
n—oo

< liminf |c,|
n—oo

Demostraciéon. Vamos a probar la segunda desigualdad (notemos que esta desigualdad dice
que siempre que el criterio de la razoén determina la convergencia de la serie entonces el

criterio de la rafz también lo hace). Sea o = limsup,,_, ., [“*]. Si o = +00 (como en el
n

ejemplo anterior) entonces no hay nada que probar. En otro caso, a € R (y @ > 0). Sea
f > ayseang> 1 tal que || < 3 para todo n > ng. Si n > ngy entonces n = ng + p con

p > 1. Notemos que
c
[ < B = [engta] < B len
ng
y si suponemos que |c,qx| < B¥|cn,| con 1 < k < p (lo anterior dice que vale con k = 1)

entonces

c
|M| < B = |enorrnr] < Blengrrl < B [en]
Cn0+k
Entonces, en particular, |¢,| = |cnotp| < BP|Cny| = B Cne| = " |;Z%|, con n > ng. Asi,

vemos que

len| VM < B(@)U" para n >ng.

B 0

Sea ny > max{nyg, ‘;Z%' }: si m > ny entonces
1/n |C”O| 1/n 1/n
enl 1" <5 <_5no )< B () —— 6.

Asi, limsup,,_, . |c,|"/" < limsup,, .. Bn'/" = B (donde usamos que existe lim,,_,o, n'/™ = 1).
Como f3 > v era arbitrario, vemos que limsup,, . |c,|"/" < 7. ]

En lo que sigue formalizamos algunos hechos relacionados con series de potencias (con coe-
ficientes complejos, y en donde dejamos que la variable varia en C).

Definicién 3.62. Sea (a,),>0 una sucesion en C. La serie de potencias compleja con coefi-
cientes (a,)n>0 es la expresion (formall)

o0
E an 2" .
n=0
En este contexto, z es considerada una indeterminada (6 variable). A

El problema asociado a una serie de potencias es el de determinar el dominio natural de
la serie: es decir, el conjunto de nimeros complejos w € C para los cuales la serie >~ | a,, w"
converge en C. En el contexto de series de potencias es 1util considerar el siguiente criterio
de convergencia fuerte.

Definicién 3.63. Sea (a,)n>0 una sucesiéon en C. Decimos que la serie Y~ a, converge
. . o5
absolutamente si la serie ) " |a,| converge. A
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Supongamos que la serie >~ a, converge absolutamente. Entonces, usando el criterio de
comparacién (de forma trivial: |a,| < |a,|) concluimos que la serie >~  a, converge en C
(convergencia absoluta implica convergencia!).

Por otro lado si la serie )7 a, converge, pero no converge absolutamente, entonces decimos
que la serie Y~ a, converge condicionalmente.

Teorema 3.64. Sea (a,)n>0 una sucesion en C y sea o = limsup,, . |a,|'/™ > 0. Definimos
el radio de convergencia de la serie, notado R, dado por
0 st = +00;
R=<(¢1 si 0 < a < +oo;

+oo 81 a=0.

Entonces la serie Yy >, a, w™ converge absolutamente para |w| < R mientras que y .~ @, w"
diverge si |w| > R.

Demostracién. Sea w € C y apliquemos el criterio de la raiz a la serie > -, |a,w"|: en este
caso consideramos |a,w™ "™ = |a,|*/? |w|; asi

lim sup |a,w" Y™ = |w| limsup |a,|*" = |w| .

Entonces |w|a < 1 siy solo si [w| < Ry en este caso la serie converge absolutamente. Por
otro lado, si aplicamos el criterio de la raiz para la serie )~ ja,w™ vemos que |w|o > 1 si
y solo si |[w| > Ry en este caso la serie diverge. O

Proposicién 3.65 (Criterio de Leibnitz para series alternantes). Sea (an)n>1 una sucesion
en R tal que

1. |an| > |apss], n > 1.
2. a9n_1 >0 yas, <0 paran > 1.
3. lim,, oo @, = 0.

Entonces la serie Y~ a, converge.

Demostraciéon. Sea e > 0 y sea ng tal que |a,| < ¢ paran > ng. Sean M > N > ngy
: M .
consideramos » " \ . @y, segn los casos:

Por ejemplo, si M — N = 2r+1 esimpar y N = 2k es par: entonces ayy1 > 0y —ag, > Go,41
implica que 0 > a9, + agpi1, n=k+1,....k +r. Asi,

M k+r
E ap = an41 + g (agn + azni1) < any1 < €.
n=N-+1 n=k+1

De forma similar, asn41 + @omi1y) > 0y anr = aoggry41 > 0. Asi

M k+r—1
Z ap = Z (a2n+1 + azmi1)) +anr >0,
n=N+1 n==k
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donde hemos usado que el ultimo término asi como la sumatoria son no negativos. En este
caso hemos probado que

M M
OSZan<8:>]Zan]<5.
n=N-+1 n=N+1

Los (muchos!) demds casos se tratan de forma similar (ejercicio). Por el criterio de Cauchy
la serie es convergente. O

Ejemplo 3.66. Consideramos la sucesién ((—1)" £),;. El criterio de Leibnitz muestra que
la serie >~ (—1)" % converge. Pero ya hemos visto que la serie no converge absolutamente.
En este caso decimos que la serie converge condicionalmente. O]

En algunos casos, uno se ve tentado de reordenar los términos de una sucesion para tratar
de calcular la serie correspondiente. Sin embargo, como vemos a continuacion, esto puede
cambiar el valor de la serie de forma drastica cuando la serie es condicionalmente convergente.

icion 3.67. an)p>1 UNAa sucesion en : una bi i6n. nim
Definicién 3.67. Sea >1 una sucesién en C y sea ¢ : N* — N* una biyeccién. Definimos
s / r_ : : 0oy
la sucesion reordenada (ay,),>1 dada por aj, = ag@m), n > 1. Decimos que la serie ) a;, es
un reordenamiento de la serie >, a, (siempre que las series converjan). A

Teorema 3.68. Sea (a,)n,>1 una sucesion en R tal que la serie Y~ a, converge condi-
cionalmente. Si —oo < o < < oo entonces existe un reordenamiento (al,)p,>1 con sumas

parciales sy = 25:1 an, N > 1, tal que

liminfsly =a y limsupsy = 3.
N—oo N—o00

Demostracion. Notemos que como la serie converge, entonces sabemos que

lim |a,|=0.
n—oo

— |anH’an

Para n > 1 definimos p, 5 Y an . Notemos que p, = a, sia, >0y p, =0
si a, < 0 (a veces notamos p, = (a,)" la parte positiva de a,). De forma similar, ¢, = —a,
sia, <0y q,=0sia, >0 (y notamos g, = (a,)” la parte negativa). Con las definiciones
anteriores, tenemos que

_ lanl-an

pnaQn207an:pn_Qna‘an|:pn+Qn para n>1.

En este caso las series Y o > son (ambas) divergentes. En efecto, si las dos
n=1£4n n=11n )

« ey . o0 o
fueran convergentes, entonces (ver Proposicién 3.51) la serie Y " (pn + @) = Y. —; |4l
seria convergente, en contra de la hipotesis. Asi, alguna debe ser divergente: si la serie
> o | b es divergente, pero Y > | ¢, es convergente, entonces es sencillo verificar que la serie
Yo 1 (Pn — qn) es divergente; pero esta tltima serie coincide con la serie y °  a, que es
convergente (y un argumento analogo vale cuando asumimos que » | p, es convergente y
> > | qn es divergente).

En conclusién: > % p, v Y oo, ¢, son (ambas) divergentes. Como se trata de series de
términos no negativos, la divergencia equivale a que la sucesién de sumas parciales no esta
acotada superiormente. Definimos la sucesién estrictamente creciente (ng)r>; en N* de la
siguiente forma: n; = min{n > 1: a, > 0}; asumiendo que definimos n; < ny < ... < ny

73



entonces definimos ng 1 = min{n > ny+1: a, > 0} > ng. Notemos que con esta defincién,
se tiene que si a,, > 0 entonces existe k > 1 tal que n = ny,.

De forma similar definimos la sucesién estrictamente creciente (mg)r>1 en N* con la
siguiente propiedad: si a, < 0 entonces existe k£ > 1 tal que n = my. Notemos que en este

caso
nj J m; J
k=), Y =) =) am, para j>1.
k=1 k=1 k=1 k=1

(verificar lo anterior con cuidado: hacer algunos ejemplos para darse cuenta porqué valen
las identidades!!) El hecho de que las series de los p’s y los ¢’s sean divergentes nos permite
garantizar que: para todo jo > 1 vale que

J J
g Gp, — +00 ¥y E Ay, ——> —O0.
" J—00 - J]—00
k=jo k=jo

Sean —oo < a < < oo: consideramos sucesiones (v, )n>1 Y (Bn)n>1 en R tales que
1. limy, oo v, = a y lim,, o0 B, = 5 en R.
2. ay < By, By, n > 1.
3. 81> 0.

Notemos que siempre podemos constuir sucesiones con estas condiciones (ejercicio: plantear
estrategias para obtener las sucesiones de los a’s y §s).

Sea r; > 1 el natural » € N* mas chico tal que

r

xlzz%k >ﬁ1 (> (1/1).

k=1

Notemos que r; estd bien definido, por las condiciones anteriores. Sea s; > 1 el natural
s € N* mas chico tal que

S T1 S
Y1 =121 + E Ay, = E A, + E Ay, <
k=1 k=1 k=1

Entonces s; estd bien definido (porque oy < [; de forma que hay que sumar términos
negativos para ir desde arriba de (3, hasta debajo de ay!) y

r1 S1
ylzg ank+2 (U, < QU7
k=1 k=1

Continuamos con este proceso: asumiendo que hemos definido 1 <7 < ... <7,y 1 <5 <
... < s;j tales que si 0 < ¢ < j —1 (donde convenimos en definir sy = 0):

T4l Sg Te+1 Se+1
E ank‘+ § aﬂm >)ﬁ%+1 Yy E ank‘+ E an% < (672N
k=1 k=1 k=1 k=1
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entonces partiendo de la segunda desigualdad anterior con ¢ = j — 1 podemos definir ;44
como el natural r > r; + 1 mads chico tal que

Tj+1

Zank + Zamk > Bj11 = Za"’v + Zamk > Bt (2)

Como a; < 41 entonces rj11 > r; y estd bien definido. Partiendo de la desigualdad anterior
podemos definir s;;; como el natural s > s; + 1 mas chico tal que

Tj+1 Tj+1 Sj+1
Zank + Zamk <ajp = Zank + Zamk < aji1 (3)
k=1

De esta forma s;;; < s; estd bien definido porque o1 < Sj41. Asi quedan definidas las
sucesiones (7)1 ¥ (8j);>1-

Notemos que por definicién de r;4; > 7; + 1 (es el minimo que satisface cierta desigualdad,
de forma que indices anteriores no puede satisfacer la misma desigualdad!),

S;
Zank Z ank—i—Zamk <Bjy1 para rj+1<r<rj;—1. (4)
k=1

k=r;j+1

En particular, tomando r = r;; — 1 arriba,

T T’j+171 Sj Tj+1
E :a’nk + E : Apy, + E :a’mk E :a”k n,.; j+1 + 2 :amk < BJJrl (5)
k=1 k=r;+1 k=1

Este hecho junto con la desigualdad en Eq. (2) muestan que

Ti+1
De forma analoga, por la definicién de s,
Tj+1
Zank+zamk+ Z A, > 0j41 para s;+1<s<s;.;—1. (7)
k=1 k=s;+1

En particular, tomando s = sj41 — 1 entonces (argumentando como antes):

Tjt1 Sj+1 it Sj+1
E :ank + E :amk - am5j+1 > 0y == E A, + E :amk 2 Qg+ amst (8)
k=1 k=1 k=1 k=1

Usando este hecho y la desigualdad Eq. (3) vemos que
Tj+1 Sj+1

‘ Za’nk + Zamk O‘J-l-l‘ < O, i1 — 0. <9>

— 00
k=1 k=1 J

Definimos la biyeccién ¢ : N* — N* como sigue: definimos ry = 0 ( recordemos so = 0) y si
h € N* entonces se pueden dar dos casos:
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Caso 1: existe j > 0 tal que 7; 4+ 5; +1 < h < rj1 + s; y definimos ¢(h) = nj—;.

Caso 2: existe j > 0 tal que 741 +5; +1 < h < rjq + 5541 y definimos ¢(h) = mu_,,, ;.
De esta forma ¢ resulta una biyeccién (ejercicio).

Se verifica por induccién que: dado h € N* entonces

Si vale el caso 1: entonces
{p(1),....0(h)}={nk: 1<k<h—s;}U{m,: 1<k<s;}

(ejercicio!). En este caso, usando la Eqs. (8) (primero) y (4), (5) (después)

Tj Sj h h— S5
TINED DU SUNED BIIES SIUUD DIRIS BUNEL NETA I
k=1 k=1 n=1 k=r;j+1

Si vale el caso 2: entonces
{6(1),..;o(h)}={np: 1<k<rjpuU{mp: 1<k<h—rjn}

(ejercicio!). En este caso, usando la Eqs. (5) (primero) y (7), (8) (después)

Tit+1 Tj+1 h=rjt1
Bj+1 + an,, 41— Zank + Z Ay, 2 Za¢(” Z Uy, 1 Z Gy, 2 Qi1 + Ums; (11)
k=1 k=1

Usando que lim,,_,, a, = 0, que lim,,_,, @, = a y lim, _,~ 5, = 8 en R, entonces las Eqgs.
(10) y (11) muestran que las sumas parciales de este reordenamiento verifican

liminfsyy >a y limsupsy <23,

n—0o0 n—00

donde esta tltima verificacién es un ejercicio elaborado. Mas aun, eligiendo hy = rj11 +5; ¥
hy = 741 + Sj11, los hechos anteriores junto con las Egs. (6) y (9) muestran que

|85, — Bjtil v 0 vy |sh, —ajl g 0.

de forma que

liminfsy =a y limsupsy =4.
n—0oo n—00

O

Teorema 3.69. Sea (a,)nen una sucesion en C que converge absolutamente y sea ), ., a, =
(. St ¢: N* — N* es una biyeccion entonces la serie asociada a este reordenamiento converge

Y fozl apn) = L.

Demostracion. Sea € > 0: por hipdtesis, existe ng > 1 tal que si M > N > ny entonces
o i lan| < /4. Sea ¢ : N* — N* una biyeccion: sea py = max{¢~'(1),...,¢ ' (ng)} >
no: asi, si 1 < n < ngexiste 1 < h < pg tal que ¢p(h) = n. Entonces {1,...,no} C
{o(1),...,0(po)}. Si N > po entonces los términos de la forma a,, 1 < n < nj aparecen en
las dos sumas parciales

N N M
SN:Z% y S/N:Z%(n) = |sy — S| <2 Z la,| < e/2.
n=1 n=1 n=ng+1
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donde M = max{pg, #(1),...,¢(po)} (verificar: ejercicio!). Por otro lado, sea n; > 1 tal que
|sy =€) <e/2si N >ny: si N > max{pg,n} entonces

|sy — €] < |y — sn|+ sy — €] < €.
[

Corolario 3.70. Sea (a,),>1 una sucesion en C con la siguiente propiedad: existe ¢ € C tal
que para toda biyeccion ¢ : N* — N* la serie Y | aymn) = £ (converge a £ en C). Entonces
la serie Y2 | a, converge absolutamente.

Demostracién. Ejercicio (Sugerencia: notar que si la serie no converge absolutamente, en-
tonces o bien la serie de la sucesién de partes reales (R(ay)),>1 6 bien la serie de la sucesién
de partes imaginarias (3(ay,)),>1 no converge absolutamente. Como ambas series convergen,
en este caso se puede aplicar el resultado sobre reordenamientos de series reales condicional-
mente convergentes a alguna de ellas). O

Para finalizar este capitulo, mencionamos que una serie que verifica que existe ¢ € C tal
que para toda biyeccién ¢ : N* — N* la serie Y | agm) = ¢ se dice incondicionalmente
convergente. Si miramos los enunciados los dos ltimo resultados, veremos que en el caso de
series en C, convergencia absoluta equivale a convergencia incondicional (pero en espacios
normados de dimensién infinita esta equivalencia no vale en general!).

3.6 Ejercicios

Ejercicio 40. Para cada una de las siguientes sucesiones {x,} en R, indicar si son de Cauchy
y, en los casos afirmativos, hallar el niimero real al que convergen.

a) Ty = =

b) xn:%

c) wn:%

d) xn:ngl—il

¢) @, = HCW

f) z, = Y 2—]:, reR
k=0

Ejercicio 41. Verificar las siguientes afirmaciones:

L =0.

a) Sip > 0, entonces lim, . 5

b) Si p > 0, entonces lim, o, {/p = 1.

¢) lim, o /n = 1.
d

Sip > 0y « es un numero real entonces lim,, (12—),1 =0.

)
)
)
)
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e) Si |z| < 1, entonces lim,,_,o 2" = 0.

Sugerencia: Si 0 < z, < s, paran > N, donde N es un nimero fijo y si lim,, .o s, = 0,
entonces lim,,_, x, = 0.

Ejercicio 42. De las siguientes sucesiones, algunas son subsucesiones de otras; determinarlo.
Hallar los limites subsecuenciales y determinar cudles sucesiones convergen.

a) 1,—1,1,—1,

b) 1,1,-1,1,1,—1,
©) L5005

d) 15550 760 250

e) 1,0,3,0,3,0, 1,

Ejercicio 43. Si sy =2y

Sn+1 = \/ 2+ V Sns

probar que {s,} converge y que s,, < 2 para todo n € N.

Ejercicio 44. Hallar el limite inferior y superior de las siguientes sucesiones, y determinar
si alguna de las sucesiones convergen.

a) x, = sen ().
Lcos (nm).
¢) x, = (1+ ) cos (nm).
Ejercicio 45. Hallar el limite superior e inferior de la sucesion {s,} definida por

Saml. g _1 +s
2m+1 — § 2m-
2 2

s1 = 0; Som =

Ejercicio 46. Probar que si (s,),>1 una sucesién mondtona decreciente y acotada inferior-
mente en R entonces (s,),>1 converge a inf{s, : n > 1}.

Ejercicio 47. Probar que si (x,),>1 una sucesion en R tal que lim,,_,o, z, = p € R y existen
a € R ynyg>1tal que x, > a para n > ng entonces p > «

Ejercicio 48. Probar que (x,),>1 no es acotada inferiormente si y solo si existe una sub-
sucesion (x,, )k>1 tal que limy_,oo 2, = —00.

Ejercicio 49. Sea (z,),>1 una sucesiéon mondtona en R. Probar que (x,),>1 converge a
algin punto en R.

Ejercicio 50. Probar las siguientes igualdades:

liminf(—w,) = —limsupz, € R, limsup(—z,) = —liminfz, € R.

n—00 n—oo n—oo n—0o0
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Ejercicio 51. Supongamos que {p, } es una sucesién de Cauchy en un espacio métrico (X, d),
y que alguna subsucesion converge a un punto p. Probar que toda la sucesién converge a p.

Ejercicio 52. Supongamos que {p,} y {¢,} son sucesiones de Cauchy en un espacio métrico
(X, d). Probar que la sucesién

{d(pn,qn)}

converge.

Sugerencia: para todo m,n,

A(Pns @n) < d(Pr, Pm) + dPms Gm) + (G, @n);

Esto implica que

es chico para n, m suficientemente grandes.

Ejercicio 53. Supongamos que {x,} es una sucesién en un espacio métrico (X,d) que
satisface la siguiente condicién: para todo p € Ny todo € > 0 existe N € N tal que sin > N
entonces

d(xp, Tpyp) < €.

. Es necesariamente {z,} una sucesién de Cauchy? Justificar.
Ejercicio 54.

a) Supongamos que (X, d) es un espacio métrico completo y sea {p,} una sucesién en X.
Supongamos que

Z d<pn>pn+l)>
n=1

converge. Probar que {p,} converge.

b) Supongamos que {p,} es una sucesién en un espacio métrico X que converge a un punto
p. Demostrar que

d(p1,p) <Y d(pn, pat1)-

n=1

Observar que la afirmacién es verdadera incluso en el caso que la serie (de términos no
negativos) sea divergente.

Sugerencia (inciso b): Probar que
d(pr, p) = lim d(py, pn).
Ejercicio 55. Sea {z,} una sucesién en (FE,d) espacio métrico completo tal que
d([En, xn—l—l) S rd<xn—17 xn)a

donde 0 < r < 1. Probar que {z,} es una sucesién convergente.
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Ejercicio 56. Para un espacio métrico M probar que son equivalentes:
e )M es completo.

e Para toda sucesion descendiente By D By D B3 D ... de conjuntos no vacios cerrados,

tales que
lim diam(B,,) =0,
n—oo

la interseccién ()=, B; es no vacia.

Sugerencia: Para una sucesién {z,},en, los conjuntos A; = {z,},>; forman una sucesién
de conjuntos descendiente. Tomar B; = A; el cual es un conjunto cerrado.

Ejercicio 57. Sea (R*,d) con la métrica (euclidea) usual; sean a;, b; € R tales que a; < b,
1 < j < k. Probar que si

k
A=]]laj. b5l = {(z))f_, €eR*: @y <y <b;, 1< j <k}
7j=1

entonces diam(A) = (Z] (b —aj)?)V2
Ejercicio 58. Sea (X,d) EM y sea A C X no vacio. Probar las siguientes afirmaciones:
a) diam(A) = oo si y solo si para todo n € N* existen z, y € A tales que d(z,y) > n.

b) Si A C B entonces diam(A) < diam(B).

)
)
¢) Sidiam(A) <r <ooyz € A entonces A C B,.(z).
d) Sir >0y z e X entonces diam(B,(z)) < 2r.

)

e) A es acotado si y solo si diam(A) < oco.

Ejercicio 59. Analizar la convergencia y/o la convergencia absoluta de las series dadas:
a) Yso(=1)"(Vn+1—=1/n).
b) > (/n—1)".

00 1
c) Zn=2 \/m

f) 2nzo(=1)"5x
g) fo;l :_7'1
Ejercicio 60. Hallar el radio de convergencia de las siguientes series de potencias:

a) >.ndz
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b) 342
c) 35
d) e,
Ejercicio 61. Probar que la convergencia de ) a,, implica la convergencia de
T Van
n
sia, > 0.

Ejercicio 62. ;Es verdadero que si a, > 0 es tal que ) a, < 0o, entonces {ay},y €s una
sucesion decreciente?

Ejercicio 63. Sia, >0,b, >0y

demostrar que Y a, < oo siy sélosi ) b, < oo ;jQué sucede sic=0o0sic=o007

Ejercicio 64. Demostrar que si Y  a,, converge pero no absolutamente entonces

E a, = 00, E a, = —00.

an>0 an<0

Ejercicio 65. Supongamos que a,, > 0y que > a, converge. Sea

m=n
a) Probar que
— 4.+ —=>1-
m n 7‘.’I’I’l
si m < ny deducir que

an

N

T'n

diverge

b) Probar que

y deducir que

converge.
Ejercicio 66. Supongamos que
a) Las sumas parciales A, de > a, forman una sucesién acotada;

b) by > by > by > .. ;
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¢) lim b, =0.

n—o0

entonces »  a,b, converge.
Ejercicio 67.
a) Definimos una sucesién {x, },en en R recursivamente donde zg = 0, y

2
Tyt 2
xn_ Y

3

para n > 1. Probar que la serie converge y calcular justificando

lim z,,.
n—oo

b) Justificar si la serie
oo

1
; 2n—1)(2n+1)

es converge o no. En caso que sea convergente calcular justificadamente el valor de la
sumatoria.

Ejercicio 68. Hallar el radio de convergencia y el intervalo de convergencia de la siguiente

serie de potencias:
o0

Z 2%(42 —8)".

n=1

o)
=1

Ejercicio 69. Probar que la convergencia de >, a,, implica la convergencia de

Y
n=1

n

si a, > 0 para todon € N.

Ejercicio 70. Probar que
o0 2

2 T

n=1

converge para todo x € R y hallar el nimero al que converge para todo = € R.

Sugerencia: Separar en dos casos.

Ejercicio 71. Probar que si la serie Y |a,| converge entonces la serie Y a2 también converge.
Dar un contraejemplo para la reciproca, es decir, que > a? converja pero Y. |a,| diverja.
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4 Continuidad en espacios métricos

En este capitulo vamos a desarrollar las nociones de limite y continuidad para funciones entre
espacios métricos. Més adelante vamos a usar estas nociones en contextos mas especificos (de
dominios compactos 6 conexos) para formalizar varios resultados fundamentales del an4lisis.

4.1 Limites de funciones entre espacios métricos

Obs 4.1. Sea (X,d) EM y sea £ C X. Recordemos que si p € E’ entonces para todo > 0
se tiene que

(Bsp) \ (PHNE={z € B: 0<d(p,z) <35} #0.

En particular, este hecho nos ha permitido construir una sucesién (x,),>1 en E con las
siguientes dos propiedades: x, # p, n > 1y lim,_, x, = p. A

Definicién 4.2. Sean (X,dx) y (Y,dy) EM’s y sea E C X. Sea f: E — Y funcién y sea
p € E' un punto limite de E. Decimos que existe el limite de f(x) cuando x tiende p, si
existe ¢ € Y tal que: para todo € > 0 existe 6 = d(e,p) > 0 tal que si

re€FE y 0<dx(p,x)<d entonces dy(q,f(x)) <ce.
En este caso notamos lim,_,, f(x) = q. A
Obs 4.3. Con las notaciones de la definicion anterior: notemos que
1. p puede no ser elemento de E;

2. Si p € E entonces puede que lim,,, f(x) =g # f(p).
A

Teorema 4.4. Sean (X,dx) y (Y,dy) EM’s y sea E C X. Sea f : E — Y funcidn y sea
p € E' un punto limite de E y sea ¢ € Y. Entonces lim,_,, f(z) = q st y solo si: para toda
sucesion (Tn)n>1 en E tal que x, # p, n > 1 y lim, ooz, = p en (X,dx), se tiene que
limy, o0 f(x,) = q en (Y, dy).

Demostracién. Supongamos que lim,_,, f(x) = ¢ y sea sucesién (x,),>1 en E tal que z,, # p,
n > 1y lim, oz, = pen (X,dy). Consideramos la sucesién (f(x,)),>1 en Y: dado
e > 0 entonces, por hipétesis, existe § > 0 tal que si x € F'y 0 < dx(p,x) < § vale que
dy(q, f(z)) < e. Usando este § > 0, concluimos que existe nyg > 1 tal que si n > ny entonces
dx(p,z,) < d. Como x, # p para n > 1 entonces, si n > ng

0<dx(p,xy,) <d = dy(q, f(z,)) <e.

Lo anterior muestra que lim,, . f(z,) = ¢ en (Y,dy).

Supongamos ahora que NO se verifica que lim,_,, f(z) = ¢: si negamos la Definicién 4.2
(teniendo cuidado con la légica!) entonces concluimos que debe existir € > 0 tal que para
todo § > 0 vale que existe e € E tal que 0 < dx(p,es) < 0y dy(q, f(es)) > €. Asi, dado
n > 1 podemos considerar x,, = e/, € E: de esta forma, construimos la sucesién (z,,),>1 tal
que 0 < dx(p,x,) < 1/n (y en particular z,, # p, n > 1) y dy(q, f(z,)) > €. Notemos que
entonces lim,, ., x, = p pero NO vale que lim,, ., f(z,) = ¢.

|
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Corolario 4.5 (Unicidad de limites). Con las notaciones del teorema anterior: silim,_,, f(z) =
q ylim,_,, f(xz) = ¢ entonces ¢ =¢'.

Demostracién. Recordemos que hemos probado la unicidad de limites de sucesiones. El
corolario es entonces una consecuencia de la Observacién 4.1 y del Teorema 4.4 (ejercicio). [

Obs 4.6. Sea (X,d) EM, F C X y sean f, g : E — C funciones. Dado b € C podemos
definir f +bg: £ — C dada por (f +bg)(z) = f(z) +bg(z) € C,z € E.

De forma similar, definimos f ¢ : E — C dada por (f - g)(z) = f(z) - g(z) € C, z € E.
Finalmente, si g(x) # 0 para x € E entonces queda definida f/g : E — C dada por
(f/9)(x) = f(x)/9(x) €C, z € E. A

Teorema 4.7. Sea (X,d) EM, E C X y consideramos C con la métrica usual. Sean f, g :
E — C ype FE tales que

limf(z)=2€C y limg(z)=weC.

T—p T
Entonces
1. lim,p(f + 9)(2) = 2 4+ w.
2. lim,,,(f - 9)(z) = z - w.
3. Siw#0, sea F={zx € FE: g(x)#0} C E; entonces p € F' y vale que

. z
IGEI&W(E)(@ T

Demostracion. Para verificar las afirmaciones anteriores podemos usar el Teorema 4.4 y
reducir el problema al estudio de sucesiones. Mas ain, recordemos que hemos probado
propiedades similares en el caso de sucesiones. Por ejemplo, para probar 1: sea (x,),>1 una
sucesién en E tal que z, # p, n > 1y lim, ooz, = p (como p € E’, la Observacion 4.1
muestra que podemos considerar este tipo de sucesiones). Por hipdtesis

lim f(z,) =2, lim g(z,) =w = lim (f + g)(z,) = lim f(z,) +g(z,) =2+ w.
n—o0 n—oo n—oo n—oo
Usando nuevamente el Teorema 4.4 vemos que vale 1. La prueba del item 2 es similar. Para
probar 3. hay que notar que para poder considerar la funcién cociente f/g hay que restringir
el dominio de esta funcién al conjunto F' (donde g no se anula). Si (z,,),>; una sucesion en
E tal que x,, # p, n > 1y lim,,_, x,, = p entonces hemos probado que existe ng > 1 tal que
g(x,) # 0 para n > ny (porque lim, . g(z,) = w # 0). Esto muestra que (z,),>n, €s una
sucesion en F' tal que z, # p, n > ng y lim, . x, = p; esto dltimo permite verificar que
p € F' (ejercicio). En este caso, podemos aplicar el argumento con sucesiones para deducir
la afirmacién de este item (ejercicio). Para enfatizar que hemos restringido el anédlisis a F,
incluimos esta restriccion en la notacién del limite. O]
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4.2 Funciones continuas

Comenzamos considerando la nocién de continuidad para funciones entre espacios métricos.
Definicién 4.8. Sean (X,dx) y (Y,dy) EM’s y sea f : X — Y funcién.

1. Dado p € X decimos que f(x) es continua en p si para todo € > 0 existe 6 = d(e,p) > 0
tal que si
dx(p,x) < entonces dy(f(p),f(x)) <e.

2. Decimos que f(x) es una funcién continua (en X) si f(x) es continua en cada uno de
los puntos de X.

A

Obs 4.9. Sean (X,dx) y (Y,dy) EM’s y sea f : X — Y funcién. Sea p € X y supongamos
que p es punto aislado (p € Ais(X)) es decir, existe § > 0 tal que Bs(p) = {p}. En este caso,
f es continua en p: en efecto, dado £ > 0 arbitrario, tomando el § > 0 anterior (que existe

porque p es aislado) entonces dx(z,p) < § garantiza que x = p y luego dy (f(z), f(p)) =0 <
€. JAN

La observacién anterior muestra que el anélisis de la continuidad de la funcién f(z) se
puede restringir a los puntos limite.

Teorema 4.10. Sean (X,dx) y (Y,dy) EM’s y sea f : X — Y funcion. Sea p € X' un
punto limite de X. Entonces f(z) es continua en p € X si y solo si lim,_,, f(x) = f(p).

Demostraciéon. Supongamos que f(z) es continua en p € X. Entonces, por definicion,
lim,,, f(z) = f(p). Reciprocamente, si lim,_,, f(z) = f(p) entonces dado ¢ > 0 existe § > 0
tal que 0 < dx(p,x) < ¢ entonces dy(f(p), f(z)) < €. Pero como dy(f(p), f(p)) = 0 (con
x = p) entonces es claro que si dx(p,x) < ¢ (es decir, o bien 0 < dx(p,z) < 0 6 bien x = p)
entonces dy (f(p), f(x)) < e. |

Corolario 4.11. Sea (X,d) EM y consideramos C con la métrica usual. Sean f, g: X — C
funciones continuas en p € X. Entonces (f + g)(x) y (f - g)(x) son continuas en p € X. Si
pe F={xe X: g(x)#0} entonces f/g: F — C es continua en p.

Demostracion. Ejercicio. O

Teorema 4.12. Sean (X,dx) y (Y,dy) EM’s y sea f : X — Y funcidn. Entonces f(x) es
continua en p € X si y solo si para toda sucesion (x,)p>1 en X tal que lim, . x, = p en
(X, dy) se tiene que limy, o0 f(z0) = f(p) en (Y, dy).

Demostraciéon. Supongamos que f(x) es continua en p y sea (z,),>1 sucesion en X tal que
limy, 00 T, = p. Dado € > 0 existe § > 0 tal que si dx(x,p) < entonces dy (f(z), f(p)) < e
por hipdtesis. Pero en este caso, existe ng > 1 tal que si n > ng entonces dx(x,,p) < 0y
luego dy (f(xy), f(p)) < € (para n > ng). Lo anterior muestra que lim, o f(z,) = f(p) en
(Y7 dY)

Por otro lado, si f(z) no es continua en p notemos que p no puede ser un punto aislado.
En este caso, p € X’. Por otro lado, debe existir € > 0 tal que para todo § > 0 existe
x5 € X tal que dx(p,x5) < dy dy(f(xs), f(p)) > €. En este caso, la sucesion (z,),>1 dada
por z, = xy/, € X verifica que lim,_,o 2, = p pero lim,_, f (z,) o bien no existe ¢ bien
existe pero es distinto de f(p) . O
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Obs 4.13. Sea (X, d) EM. Recordemos que hemos considerado 7y = {U C X : U es abierto
en X}, llamada la topologia en X inducida por la métrica d. 7,4 es una clase de subconjuntos
de X cerrada bajo uniones arbitrarias e intersecciones finitas que siempre contiene a X y 0.

A

El siguiente resultado muestra que la nociéon de continuidad de una funcién es una
propiedad topoldgica en el sentido que solo depende de las topologias inducidas por las
métricas (y no de las métricas mismas).

Teorema 4.14. Sean (X,dx) y (Y,dy) EM’s y sea f : X — Y funcion. Entonces f(x) es
continua (en X ) si y solo si: para todo V-CY abierto en (Y, dy) vale que

V) ={zeX: fl@)eV}CX
es abierto en (X, dx).

Demostracién. Supongamos que f(x) es continua; sea V C Y abierto y sea p € f~1(V), es
decir, f(p) € V. Como V es abierto existe ¢ > 0 tal que

B(f(p) ={y €Y : dy(f(p),y) <e}CV.

Como f es continua en p € X entonces existe 0 = §(p,e) > 0 tal que si dx(p, z) < J entonces
dy (f(p), f(z)) < e. Pero entonces,

z € Bs(p) = dx(p,x) <6 = flz) € B(f(p)) €V .
Lo anterior muestra que Bs(p) € f~'(V). Es decir, p € (f~!(V))° es un punto interior.
Como p € f~1(V) era arbitrario, concluimos que f~1(V) C X es conjunto abierto.

Reciprocamente, supongamos que siempre que V' C Y es abierto en (Y, dy) entonces f~(V) C
X es abiertoen (X,dy). Seap € X yseac > 0. SeaV = B.(f(p)) C Y que es abierta. Como
p € f7HV) (porque f(p) € V = B.(f(p))) entonces existe § > 0 tal que Bs(x) C f~(V);
entonces: dado z € X,

d(p,x) <6 = x € Bs(x) C f71(V) = f(x) SV =Bf(p)) = d(f(p). f(x)) <e.
Esto muestra que se verifica la Definicién 4.8 y f(z) es continua en p € X. Como p era
arbitrario, entonces f(z) es continua. |

Con las notaciones del resultado anterior, f es continua en X si y solo si
fﬁl(V) € Tdy YV e Tdy -

Corolario 4.15. Sean (X,dx) y (Y,dy) EM’s y sea f : X — Y funcidn. Entonces f(z) es
continua (en X ) si y solo si: para todo F C'Y cerrado en (Y,dy) vale que f[~Y(F) = {z €
X: f(x) € F} C X es cerrado en (X, dx).

Demostracion. Recordemos que la preimagen por cualquier funcion tiene la siguiente propiedad:
si HCY entonces f[~(Y\ H)= X\ f~'(H).

Supongamos que para todo F' C Y cerrado en (Y,dy) vale que f~Y(F) = {x € X :
f(z) € F} C X es cerrado en (X,dx): si V C Y es abierto entonces F' :=Y \V C Y es
cerrado y

fTHF)=X\f1(V)C X escerrado = f (V) C X es abierto.

86



Reciprocamente, supongamos que para todo V' C Y abierto en (Y,dy) vale que f~}(V) =
{reX: f(x) eV} C Xesabiertoen (X,dy). Si FF C Y es cerrado entonces V =Y\ F CY
es abierto y

fHV) =X\ f'(F) C X es abierto = f~'(F) C X es cerrado.
El corolario es una consecuencia de la equivalencia previa y del Teorema 4.14. O]

Teorema 4.16. Sean (X,dx), (Y,dy) y (Z,dz) EM’s y sean f : X =Y, g:Y — Z
funciones continuas. Entonces go f: X — Z es funcion continua entre los EM’s (X,dx) y

(Z,dz).

Demostraciéon. Para probar la continuidad de la composicién usamos el Teorema 4.14 junto
con el siguiente hecho (vélido para funciones arbitrarias): si W C Z entonces

(go ' (W) =fg ' (W) CX.

Asi, si W C Z es abierto, entonces g~ '(W) C Y es abierto, porque g es continua. Pero
entonces f~1(g71(W)) C X es abierto, porque f es continua. Asf, hemos probado que
(go )W) = fY(g7*(W)) C X es abierto, para W C Z abierto. El Teorema 4.14 muestra
que g o f es continua. |

Obs 4.17. En realidad es posible probar una versién local del teorema anterior, en donde sélo
suponemos que las funciones son continuas en puntos (convenientemente elegidos). Concre-
tamente, sean (X, dx), (Y,dy)y (Z,dz) EM’sysean f: X — Y, ¢g:Y — Z funciones tales
que f es continua en p € X y g es continua en f(p) € Y. Entonces go f : X — Z es funcién
continua en p € X (ejercicio: como sugerencia, argumentar en términos de sucesiones en X
que tienden a p). A

Obs 4.18. Sea X un conjunto y sea f : X — R* una funcién. Recordemos para 1 <i < k
podemos definir la funcién 7; : R* — R dada por m((z;)5_,) = z; € R, (z;)¥_, € R"; m; es
la proyeccion sobre la i-ésima coordenada. Notemos que formalmente,

(xla"ka) = (Wl((xj);?:l)v"'vﬂk«xj) )) e R".

Podemos definir las funciones coordenadas de la funcién f, dadas por f; =m0 f : X — R,
para 1 <i < k. De esta forma, como f(x) € R¥,

f@) = (m(f(@),....m(f(2)) = (fi(2),..., fu(z)) ER" para z€X.

Lo anterior muestra que las funciones coordenadas de f nos permiten representar a los valores
de f. A

Obs 4.19. Sea 1 < i < k y consideremos la proyeccion sobre la coordenada i-ésima: m; :
RF = R. Siz = ()%, y = (y;)f_, € R* entonces

k

mi(x) = mi)P = o —wl* <l —yilP = e —yl*.
j=1

La estimacién anterior permite ver que 7; es una funcién continua en R* segiin la Definicién
4.8 (tomando 0 =€ >0), 1 <i < k. A
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Teorema 4.20. Sea (X,d) EM, sea R* con la métrica (euclidea) usual y sea f : X — R*
funcion. Para cada 1 < i < k, sea f; = mof : X — R, la i-ésima funcion coordenada.
Entonces

1. f es continua si y solo si f; es continua, 1 <1 < k.

2. Si f, g: X — RF son funciones continuas y o : X — R es continua entonces
frg: X =R | (f,9): X=>R 9y af:X—->R*

son funciones continuas.

Demostracion. Veamos 1: por un lado, si f es continua entonces f; = m; o f es continua por
el Teorema 4.16. Reciprocamente, supongamos f; = m; o f es continua para todo 1 <i < k.
Sea p € X y (2,)n>1 una sucesion en X tal que lim,,_,, , = p. Entonces, por hipdtesis y el
Teorema 4.12 vemos que

lim fi(z,) = fi(p) paratodo 1<i<k.
n—oo

Por resultados del Cap 3. vemos que (como hay convergencia coordenada a coordenada)
entonces

con respecto a la métrica usual de R*. En Teorema 4.12 ahora muestra que f(z) es continua
en p € X; como p era arbitrario vemos que f es continua.

Antes de probar el item 2, aclaremos la notacién: en este caso f + ¢ : X — R* es la funcién
dadapor (f+g)(z) = f(z)+g(z) € R*, z € X. De formasimilar, (f, g)(z) = (f(z),g9(x)) € R
v (a f)(z) = a(x) - f(x) € R* determinan los valores de las demds funciones.

Notemos que si denotamos f; = m; 0o f v g; = m; o g a las funciones coordenadas de f y g,
1 <1 < k entonces las funciones coordenadas (f + ¢); = fi + ¢;, 1 <i < k. Por el Corolario
4.11 vemos que estas funciones coordenadas son continuas. Por la primer parte de la prueba
concluimos que f + ¢ : X — R¥ es continua. Los demds casos se prueban de forma similar
(y se dejan de ejercicio!). ]

Ejemplos 4.21. Consideramos los siguientes ejemplos:

1. Si z,y € R entonces se verifica ||z| — |y|| < |z —y|. Asi,si f: R — Res la
funciéon f(z) = |z| y d : R x R — R>( denota la métrica usual en R, tenemos que
d(f(x), f(y)) < d(z,y). Esto ultimo implica que f es una funcién continua (de hecho,
podemos tomar § = ¢ > 0 en la Definicién 4.8).

2. Recordemos que las funciones coordenadas m; : R¥ — R son continuas, 1 < i < k.
Usando los resultados anteriores sobre funciones continuas podemos concluir que todo
polinomio en las variables (xy,...,z}) es una funcién continua en RF.

3. Sea (X,d) EM y sea E C X. Consideramos la funcién distancia al conjunto E, notada

d¥: X -+ Ry, dadapor d¥(x)=inf{d(e,z): ec B}, € X.
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Notemos que d¥ estd bien definida en X y toma valores no negativos. Veamos que d”
es una funcién continua: en efecto, si z,y € X y e € F entonces

d¥(z) < d(z,e) < d(z,y) +d(y,e) = d(z) —d(z,y) < d(y,e).

Como e € E es arbitrario, tomando nfimo sobre e € E vemos que d¥(x) — d(z,y) <
dE(y) y luego que d¥(x)—d¥(y) < d(z,y). Cambiando los roles de z e y, (y repitiendo el
argumento anterior) vemos que —(d¥(z) —d®(y)) = d¥(y) — d¥(z) < d(y,x) = d(x,y);
las desigualdades anteriores muestran que

|d"(x) —d"(y)| < d(z,y) para zyeX.

Esto tltimo implica que d¥ es una funcién continua (de hecho, podemos tomar § =
e > 0 en la Definicién 4.8). A

4.3 Continuidad, compacidad y conexion

En lo que sigue vamos a usar algunas de las nociones topoldgicas consideradas previamente
(conjuntos compactos, conexos) en espacios métricos en conjunto con la nocién de con-
tinuidad. De esta forma, obtenemos una serie de resultados centrales del analisis.

Teorema 4.22. Sean (X,dx) y (Y,dy) EM’s, y supongamos que (X,dx) es compacto. Si
f:X =Y esuna funcion continua entonces f(X) CY es compacto en (Y, dy).

Demostracion. Sea {V,}aea un cubrimiento por abiertos de f(X) C Y: queremos mostrar
que este cubrimiento tiene un subcubrimiento finito de f(X). Para mostrar esto, para o € A
consideramos U, = f~%(V,): entonces U, C X es un abierto, por el Teorema 4.14. En
este caso {U,}aca €s un cubrimiento (por abiertos) de X. En efecto, si x € X entonces
f(z) € f(X) y existe a € A tal que f(z) € V,: entonces z € f~1(V,) = U,. Como X es
compacto, existe un conjunto finito £' C A tal que {U, }q4er cubre a X. En este caso, {V, }acr
es un subcubrimiento de f(X): como antes, siy € f(X) entonces y = f(x) para algin z € X;
en este caso existe a € F tal que z € U, y luego f(x) € f(Us) = f(f'(V.)) C Vi, (verificar).
Lo anterior muestra que f(X) C Y es compacto. O

Teorema 4.23. Sea (X,d) EM compacto y sea f : X — R funcion continua. Entonces
f(X) C R es cerrado y acotado.

Demostracién. Por el teorema anterior f(X) C R* es subconjunto compacto y ya hemos
verificado que en este caso f(X) resulta cerrado y acotado. O

Obs 4.24. Sea A C R un conjunto no vacio y acotado. En este caso, existe supA € R e
inf A € R. Méas aun, recordemos que hemos verificado que sup A € A. De forma similar, se
verifica que inf A € A (ejercicio). A

Teorema 4.25. Sea (X,d) EM compacto (y no vacio) y sea f: X — R funcion continua.
Entonces existen xg, 1 € X tales que

f(zo) =max{f(x): z€ X} y flx;)=min{f(z): v € X}.
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Demostracién. Hemos mencionado que f(X) C R es un conjunto cerrado y acotado (y no
vacio). Por la observacion anterior, sup f(X) € f(X) = f(X) (porque f(X) es cerrado). De
forma similar, inf f(X) € f(X) = f(X). Lo anterior muestra que existen g, 1 € X tales

que

flzo) =sup{f(z): z€ X} y f(z)=inf{f(z): z€ X}.
Asi, f(z1) < f(z) < f(xo) para todo x € X. En particular, valen las identidades propuestas
en el enunciado del teorema. O]

Lema 4.26. Sean (X,dx), (Y,dy) EM’s tal que (X,dx) es compacto. Supongamos que
f:X =Y es continua. Si F C X es cerrado entonces la imagen directa f(F) C Y es
cerrada.

Demostraciéon. Si F' C X es cerrado entonces (F,dg) es compacto. Por otro lado, la re-
striccion f|p : F' — Y es una funcién continua de (F,dp) en (Y,dy) (ejercicio: como
sugerencia, notar que (f|r)™(V) = f~1(V) N F para todo V C Y, y recordar la de-
scripcién de los abiertos (relativos) en el espacio métrico (F,dg)). Por el teorema anterior,
flr(F) = f(F) CY es compacta y en particular, cerrada. O

Sean (X,dx), (Y,dy) EM’sy f : X — Y funcién. Decimos que f es cerrada (respectivamente
f es abierta) si f manda cerrados en X en cerrados en Y (respectivamente, abiertos de X en
abiertos de Y'): formalmente, f es cerrada si f(F) C Y es subconjunto cerrado siempre que
F C X sea subconjunto cerrado. Notemos que el resultado anterior muestra que si (X, dx)
es compacto y f es continua, entonces f es cerrada.

Definicién 4.27. Sean (X,dx), (Y,dy) EM’s y sea f : X — Y. Decimos que f es un
homeomorfismo entre X e Y si f es continua, biyectiva y la funcién inversa (que estd bien
definida) f~!':Y — X es continua. A

Teorema 4.28. Sean (X,dx), (Y,dy) EM’s tal que (X,dx) es compacto. Supongamos que
f: X =Y es continua y biyectiva. Entonces f~:Y — X es continua, es decir, f es un
homeomorfismo.

Demostracién. Por hipétesis, la funcién inversa ¢ = f~! : Y — X estd bien definida. Para
probar su continuidad, basta verificar si /' C X es cerrado en X, entonces la preimagen
g ' (F) CY es cerrada en Y. Pero

g (F)=(f")7F) = [(F)

coincide con la imagen directa f(F) C Y. Por el lema anterior, f(F) C Y es cerrada y
g = f~! resulta continua. 0

Ejemplo 4.29. La hipotesis de compacidad de X no puede ser omitida en el enunciado
anterior. Por ejemplo, la funcién h(z) : [0,27) — S' = {(z,w) € R? : 2% +w? = 1} dada
por h(x) = (sin(z), cos(z)), z € [0,27) es continua y biyectiva; pero h™! : S* — [0, 27) no es
continua en p = (0,1) € S* (verificar). En este caso, h(x) no es homeomorfismo. A
Definicién 4.30. Sean (X,dy), (Y,dy) EM’s y sea f : X — Y una funcién. Decimos que f
es uniformemente continua si para todo € > 0 existe 6 = d(¢) > 0 tal que

dx(z,y) <0 = dy(f(z),f(y)) <e.

Notemos que el § anterior solo depende de £ > 0: asi siempre que dos puntos cualesquiera
x,y € X estén a distancia menor que 9, los valores f(z) y f(y) estardn a distancia menor
que € > 0. A
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Con las notaciones de la definicion anterior, notemos que si f es uniformemente continua,
entonces resulta continua en el sentido de la Definicién 4.8 (con la condicién adicional que
el  no depende de p!).

Ejemplo 4.31. En general, se pueden construir funciones continuas que no son uniforme-
mente continuas (es decir, la condicién de ser uniformemente continua es més fuerte que ser
solo continua). En efecto, consideremos f : (0,1) — R dada por f(z) = 1/z, z € (0,1).
Entonces f es continua pero no uniformemente continua (ejercicio).

Teorema 4.32. Sean (X,dx), (Y,dy) EM’s y supongamos que (X,dx) es compacto. Si
f: X =Y es funcion continua entonces resulta uniformemente continua

Demostraciéon. Sea € > 0; como f es continua, para cada p € X existe 0, > 0 tal que si
dx (p, x) < 6, entonces dy (f(p), f(z)) < /2. Entonces {Bj,/2(p) }pex s un cubrimiento por
abiertos de X; como X es compacto, existe F' C X tal que {Bj, )2(p)}per es un subcubrim-
iento finito. Sea § = min{J,/2: ¢ € F'}; como se trata de un minimo de una cantidad finita
de niimeros positivos, se tiene o > 0.

Sean z,y € X son tales que dx(z,y) < 0: notemos que debe existir p € F tal que = €
Bs,)2(p). En este caso, dx(p,z) < 0,/2 < 6,. Pero entonces
dx(p,y) < dx(p,z) +d(z,y) <8,/24+ 0 <0,/240,/2=10,.
Asi, dx(p,y) < 0,. Por definicién de 6, tenemos que dy (f(p), f(z)) < e/2y dy(f(p), f(y)) <
€/2 : entonces, por desigualdad triangular
dy (f(z), f(y)) < dv(f(p), f(z)) +dv(f(p), f(y)) <e.
[

Teorema 4.33. Sean (X,dx), (Y,dy) EM’s y supongamos que (X,dx) es conexo. Si f :
X =Y es funcion continua entonces f(X) CY es subconjunto conezo.

Demostracion. Supongamos que f(X) C Y no es conexo. En este caso existen abiertos
Vi, Vo CY tales que

ViNfX)#0#Vnf(X), infX)nl=0 y f(X)SWUV;.

Consideremos U; = f~1(V}) y Uy = f~1(V3). Entonces (verificar: ejercicio) Uy, Uy C X son
abiertos
Uliw#Ug,Ulngzw y X§U1UU2.

Los hechos anteriores contradicen la hipotesis de que X es conexo. Esta contradiccion mues-
tra que f(X) es conexo. O

Teorema 4.34 (de los valores intermedios). Sea f : [a,b] — R una funcién continua y
tal que f(a) < f(b) (respectivamente f(a) > f(b)). Si f(a) < ¢ < f(b) (respectivamente
f(a) > ¢ > f(b)) entonces existe x € [a,b] tal que f(x) = c.

Demostracién. Como [a,b] es conexo (probado antes) entonces, por el teorema anterior,
f(la,b]) € R es conexo. Por la caracterizacién de los subconjuntos conexos de R (probada
antes), si f(a) < ¢ < f(b) entonces (como f(a), f(b) € f([a,b])) vemos que ¢ € f([a,b]). Lo
anterior muestra que existe = € [a, b] tal que f(z) = c. O

)

Ejemplo 4.35. Consideremos f : Rsy — R dada por f(z) = z?, x > 0. Entonces f(x
resulta continua (restriccién de una funcién polinomial). Como f(0) =0 <2 < f(2) =4
concluimos que debe existir = € [0,4] tal que f(z) = 2: en este caso, z = v/2 € Rx.
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4.4 Limites laterales en R

Definicién 4.36. Sea (X, d) espacio métrico, ¢ € X, a, b € Ry sea f : (a,b) - X una
funcion.

1. Sea a < ¢ < b: decimos que el limite, cuando x tiende a ¢ por la derecha, de f(z)
es ¢ € X, notado lim, ,.+ f(x) = ¢ si para toda sucesion (z,),>1 en (c,b) tal que
lim,, .. z, = c en R, se verifica que lim,,_,, f(x,) = q en (X, d).

2. Sea a < ¢ < b: decimos que el limite, cuando x tiende a ¢ por la izquierda, de f(x)
es p € X, notado lim, ,.- f(x) = p si para toda sucesién (z,),>1 en (a,c) tal que
lim,, 00 T, = ¢ en R, se verifica que lim,,_, f(z,) = p en (X, d). A

Obs 4.37. Sea (X, d) espacio métrico, ¢ € X, a, b € R y sea f : (a,b) — X una funcién. Si
¢ € (a,b) entonces lim, . f(z) = ¢ si y solo si lim,_,.- f(z) = ¢ = lim,_..+ f(x) (ejercicio!).

Definicién 4.38. Sea (X, d) espacio métrico, a, b € R y sea f : (a,b) — X una funcién tal
que f no es continua en ¢ € (a,b). Decimos que f tiene una discontinuidad de primer clase
(6 simple) en c¢ si existen los limite laterales lim, ,.- f(z) = ¢ y lim, ,.+ f(z) = ¢ en X. En
otro caso, decimos que f tiene una discontinuidad de segunda clase en c. A

Definicién 4.39. Sea f : (a,b) — R una funcién. Decimos que f es:
1. mondtona creciente si a < x <y < b entonces f(z) < f(y).
2. mondétona decreciente si a < x <y < b entonces f(x) > f(y).
3. monoétona si es monotona creciente 6 mondtona decreciente.

A

Teorema 4.40. Sea f : (a,b) — R una funcion mondtona creciente en (a,b). Si c € (a,b)
entonces

xlincqif(x):sup{f(a:): a<z<ct<fle) §x1LI£1+f(:r):inf{f(x): c<z<b}.

Demostracién. Sea ¢ € (a,b): entonces A = {f(x) : = € (a,c)} estd acotado superiormente
por f(c), porque f es mondtona creciente. En particular, existe sup A = o < f(c). Sea
(Zn)n>1 sucesion en (a,c) tal que lim, oo, = ¢. Sie > 0 entonces @ — ¢ < a no es cota
superior de A: en este caso, existe d € (a,c) tal que f(d) > o —e. Como lim,, oo, =Cy
c¢—d > 0 entonces existe ng € N tal que |z, —¢| < (¢c—d). En este caso, d < x,, < ¢, n > np;
entonces

a—e< f(d) < f(z,) <a = |f(z,) —a|<e para n>ng.
Lo anterior muestra que lim,, .. f(z,) = a; a su vez, esto muestra que existe

lim f(z) =a=sup{f(z): = € (a,c)} < f(c).

T—Cc

La existencia del limite por derecha y el hecho de que coincida con el infimo indicado se
deducen con argumentos similares (ejercicio). O
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Corolario 4.41. Sea f : (a,b) — R funcion mondtona creciente.
1. f no tiene discontinuidades de sequnda clase.

2. El conjunto de puntos en donde f es discontinua es a lo sumo numerable.

Demostracion. El primer item es consecuencia de la definicién de discontinuidad de segunda
clase y el resultado anterior.

Para probar el segundo item, sea E C (a,b) el conjunto formado por los puntos en donde f
es discontinua. Si p € E entonces necesariamente tenemos que

lim f(zx)=1¢, < lim f(x)=r,.

T—p~ z—pt

En este caso podemos elegir ¢(p) € Q N (¢,,7,). De esta forma, queda definida una funcién
q: E'— Q. Notemos que esta funcion es inyectiva: en efecto, si p, p’ € E, p < p’ entonces

rp,= lim f(z) < lim f(z) ="~y
z—pt z—(p')~
(ejercicio: usar el resultado anterior). Entonces ¢(p) < 1, < £, < ¢(p') y en particular,
q(p) # q(p'). Notemos que de esta forma hemos construido una biyeccién ¢ : E — q(E);
como ¢(F) C Q entonces ¢(F) es un conjunto a lo sumo numerable (por ser subconjunto

de un conjunto numerable). Como E y ¢(FE) tienen el mismo cardinal, vemos que E es a lo
sumo numerable. O

Para finalizar este capitulo incluimos la nocién de limite hacia los infinitos.
Definicién 4.42. Sea (X,d) espacio métrico, E CR y sea f: E — X.

1. Supongamos que E no estd acotado superiormente en R. Decimos que f(x) tiende a
q € X cuando x tiende a 400 si para todo € > 0 existe un M € R tal que para todo
x € E tal que x > M se tiene que d(f(z),q) < €.

2. Supongamos que E no estd acotado inferiormente en R. Decimos que f(x) tiene a
r € X cuando x tiende a —oo si para todo € > 0 existe un M € R tal que para todo
x € E tal que x < M se tiene que d(f(z),r) < €.

A

4.5 Ejercicios

Ejercicio 72. Sea f : X — Y una funcién continua donde X e Y son espacio métricos.
Probar que

f(E) C f(E),

para todo conjunto £ C X. Por medio de un ejemplo, mostrar que f(E) puede ser un

subconjunto propio de f(F).

Ejercicio 73. Sea f : [0,1] — [0, 1] una funcién continua. Demostrar que f(x) = x para al
menos un z € [0, 1].
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Ejercicio 74. Sean f,g: X — Y dos funciones continuas donde X,Y son espacio métricos,
y sea E un subconjunto denso de X. Probar que f(E) es denso en f(X). Si g(p) = f(p)
para todo p € E, probar que g(p) = f(p) para todo p € X.

Sugerencia: Para probar la densidad usar el ejercicio anterior. Probar que el conjunto

Z(e) =A{p:o(p) =0},
es cerrado (¢ debe ser continua).
Ejercicio 75.

a) Sea f >0, f continua en [a,b], y

b
/ f(z)dz = 0.
Probar que f = 0 para todo z € [a, b].

b) Demostrar que en C([a,b]) la funcién

b
I£1,= [ \7ta)ldo,
es una norma (llamada la norma 1).

c¢) Probar que el espacio métrico (C([a,b]), ||-]|;) con la métrica inducida por la norma 1 no
es completo.

d) Probar que en C([a, b]) la funcién:

(f,g) = / F(@)g(a)de,

es un producto interno. Deducir que la expresion

I11,= b i) "

es una norma, llamada norma 2. Verificar que C([a,b]) con la métrica inducida por la
norma 2 no es completo.

Ejercicio 76. Probar la propiedad arquimediana de las potencias de funciones continuas
crecientes: Supongamos que f : R — R es una funcién continua tal que f(z) > z. De-
mostrar que dados z,y € R existe n € N tal que f"(x) > y (donde n puede depender de z e

Y)-

Importante: En este ejercicio entendemos por f™ a componer n veces a la funcién f consigo
misma. Es decir, no es una potencia.
Ejercicio 77. Sea f : E — R. Se define el grafico de f como el conjunto

gr(f) ={(z. f(z)) :z € E}.

Supongamos que £ C R™ es un conjunto compacto. Demostrar que f es continua si y sélo
si gr(f) es un subconjunto compacto de R™*1.
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Ejercicio 78. Probar que f : R — R dada por

0, Si z es irracional
flx) = %, Siz="2 (m,n)=1
1, Siz=0

es continua en los irracionales y discontinua en los racionales.

Ejercicio 79. Utilizar la funciéon continua

2
r)=——;,
para probar que existen conjunto U C R abiertos tales que f(U) no es un conjunto abierto.

Ejercicio 80. Una funcién de X en Y se dice abierta si f(V') es abierto en Y para todo
abierto V' de X. Probar que toda f : R — R abierta y continua es mondétona.

Ejercicio 81. Sea f: X — Y dada por

f(t) = (cos(t), sen(t)),

donde X = [0,27),Y = {(z,y) € R? : ||(z,y)|| = 1} C R?. Demostrar que f es continua y
biyectiva, pero que f~! no es continua. En este caso, f(x) no es homeomorfismo.

Ejercicio 82. Sean A y B dos conjuntos disjuntos, cerrados y no vacios de un espacio métrico
X. Definimos
d A(ZL‘ )

1) = 0@ + da(@)

Demostrar que f es una funcién continua cuyo rango esté en [0, 1] y ademds: f(a) = 0 para
todo a € A, f(b) =1 para todo b € B.

(x € X).

Ejercicio 83. Una funcién f : (a,b) — R es convexa si
fz+ (1= XNy) <Af(x) + (1= A)f(y),
dondea<xr<ba<y<b <A<l
1. Demostrar que toda funcién convexa es continua.

2. Supongamos que f es una funcién continua definida en (a, b) tal que

f(aﬁ—;y) < f(fﬂ);f(y),

para todo x,y € (a,b). Demostrar que f es convexa.

Ejercicio 84. Una funciéon f : R — R es Lipschitz continua si existe una constante K > 0
tal que

[f(2) = fy)l < K|z —y].

Probar que las funciones Lipschitz continuas son densas en C([a, b]).

Ejercicio 85. Sea (X, d) un espacio métrico.
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a) Supongamos que existen U,V dos conjuntos abiertos tales que UNV =(, UUV = X.
Probar que la funcién definida como

1 sizeU
f(z) = { 0 sizeV
es continua.

b) Demostrar que (X, d) es conexo si, y sélo si, toda funcién continua f : X — {0,1} es
constante.

Ejercicio 86. Probar que f(x) = ﬁ es uniformemente continua en R.

Ejercicio 87. Probar que f(z,y) = ® + 3y es uniformemente continua en [0, 1] x [0, 1] pero
no en todo R%

Ejercicio 88. Sea E C R un conjunto no compacto. Dar ejemplos de f : £ — R tal que
a) f sea continua pero no acotada.

b) f sea continua y acotada y que no tenga méaximo.

¢) Suponiendo E acotado, f sea continua pero no uniformemente continua.

Ejercicio 89.

a) Sea . C R un conjunto acotado y sea f : E — R uniformemente continua. Demostrar
que f es acotada.

b) Ver que el resultado anterior es falso si £ no es acotado.

Ejercicio 90. Sean A y B dos conjuntos disjuntos de R y supongamos que f : AUB — R es
continua. Supongamos que f es uniformemente continua en A y en B jEs f uniformemente
continua en AU B?

Ejercicio 91. Sea F un subconjunto no vacio de un espacio métrico X. Definimos la
distancia de x € X a E por medio de

dg(z) = inf d(z,y).

yeE
a) Probar que dp(r) =0siy sélosix € E.
b) Probar que dg es una funcién uniformemente continua en X.
Sugerencia: dg(xs) < d(xq,y) < d(x9, 1)+ d(x1,y), por lo tanto
dp(x9) < d(xe,x1) + dp(z1,Y).

Ejercicio 92. Considerar a la funcién identidad de N a N, donde el dominio se considera
con la métrica discreta y el codominio con la métrica usual. Probar que esta funcién es
uniformemente continua pero que su dominio es acotado mientras que su rango no lo es.
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Ejercicio 93. Supongamos que f : R — R es una funcion periédica continua, es decir, existe
p > 0 tal que f(z + p) = f(z) para todo x € R. Probar que f es uniformemente continua y
acotada en R.

Ejercicio 94. Supongamos que f : R — R es una funcion periédica continua, es decir, existe
p > 0 tal que f(z + p) = f(z) para todo x € R. Probar que f es uniformemente continua y
acotada en R.

Ejercicio 95. Sea X C Y un conjunto acotado donde (Y, d) es un espacio métrico completo
y sea f: X — Y una funciéon uniformemente continua.

a) Probar que si {z,} es una sucesién en X tal que

Tp — a,

n—oo
donde a € X', entonces f(z,) converge.

b) Demostrar que para todo a € X', existe lim f(z).

r—a

Ejercicio 96. Probar el siguiente enunciado: Para que f : R — R sea uniformemente
continua es necesario y suficiente, para todo par de sucesiones {x, }nen, {Un}neny en X tales
que

lim |y, — z,| =0,
n—oo

se tiene que
Tim |£(y) — F(za)| = 0.

Ejercicio 97. Dada una funcién f : [0, 00) — R, supongamos que existe un a > 0 tal que f
es uniformemente continua en [0,a] y f es uniformemente continua en [a, c0). Probar que f
es uniformemente continua.

Ejercicio 98. Sea D C X denso y sea f : X — Y una funcién continua tal que fp es
uniformemente continua. Probar que f es uniformemente continua.
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5 Diferenciacion e integracién en una variable real

En este capitulo vamos formalizar los conceptos de derivada e integral de funciones de una
variable. Ademas, formalizamos varias de las relaciones entre estas nociones ya vistas en
Anélisis I. En un capitulo préximo vamos a continuar con la formalizacién de la nocién de
derivada para funciones de varias variables a valores vectoriales.

5.1 Funciones diferenciables de una variable real

Comenzamos recordando el concepto de derivada.

Definicién 5.1. Sea f : (a,b) — R, x € (a,b). Notemos que en este caso, (a,b)’ = [a,].
1. Decimos que f es diferenciable en x si existe

o) ity T~ @)

h—0 h €R.

En este caso definimos la derivada de f en x como el valor (limite) f’(z) obtenido
arriba.

2. Definimos f’: D — R, donde D = {x € (a,b) : [ es derivable en 2} C (a,b). Decimos
que f es la (funcién) derivada de f.

3. Decimos que f es diferenciable en (a,b) si D = (a,b); en este caso queda definida
i (a,b) = R. A

Obs 5.2. Sea f: (a,b) = R, z € (a,b).

1. f es diferenciable en = (por definicién) si y solo si existe £ € R tal que: para todo e > 0
existe 0 > 0 tal que si 0 < |h| < 0 es tal que z+h € (a,b), entonces |w—€] <e.
En este caso, definimos f'(x) = £. Notemos que el hecho de que 0 < |h| < ¢ garantiza
que se puede dividir por h # 0 en el cociente incremental.

2. Existe f'(x) siy solo si existe

f@t) — f(=)

lim eR
t—x t—=x
y en este caso el limite anterior coincide con f’(z) (ejercicio). A

Teorema 5.3. Sea f : (a,b) — R, x € (a,b). Si f es diferenciable en = entonces f es
continua en x.

Demostracion. Vamos a usar la Observacion anterior: en efecto, notemos que

lim £() = tim[ £ = /@)

t—x t—x t—=x

(t—2)+ f@)] = f(2) -0+ fz) = f(z).
[l

Obs 5.4. Recordemos que el reciproco del teorema anterior no es cierto: consideremos
f(z) = |z|, para = € (—1,1). Entonces f es funcién continua en (—1,1). Sin embargo, f no
es diferenciable en x = 0 (ejercicio). A
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Teorema 5.5. Sean f, g : (a,b) = R, z € (a,b). Supongamos que f y g son diferenciables
en x. Entonces f+g, f-qg, y (si g(x) #0) f/g son diferenciables en x y vale que

1LA(f+9)(x) = f'(x) + g'(x);
2. (f-9) (@) = f'(z) - g(x) + f(x) - ¢ (2);

3. (f +g)/(w) = el phets),

Demostracién. El item 1. es ejercicio (sugerencia: usar las hipdtesis y las propiedades de los
limites). Veamos el item 2 (usamos el item 2 de la Observacién 5.2): sea t € (a,b), t # x,

f@)-g@t) = f(x)-glx) = ft)-9@)— f(t) -g(x)+ f@)-g(x) — f(x) g()
f(@) - (g(t) —g(x)) +g(x) - (f(t) — f(x)).
Entonces

f@)-g(t) — f(z)-g(z) _ (1) - 9(t) — g(x)

t—x t—=x

£~ f(x)

tg(@) = —

Notemos que por las propiedades de los limites y por la continuidad de f en = (ver Teorema
5.3) vemos que

i (1) X029 ) ).
De forma similar,
timg(a) 10T gy .

Los hechos anteriores junto con las propiedades de los limites muestran que vale 2 (detalles:
ejercicio).

Veamos 3: notemos que si como g es diferenciable en x entonces g es continua en x. Como
hemos supuesto que g(z) # 0 entonces por hipétesis, dado € = |g(z)|/2 > 0 existe § > 0 tal
que si |z —t| < 4 entonces [g(x) — g(t)] < |g(x)[/2. Como |g(z)| —[g(t)] < |g(x) —g(t)| <
lg(x)|/2 vemos que |g(x)|/2 < |g(t)| siempre que |z — t| < §; en particular, g(t) # 0.

En el resto del argumento, vamos a restringirnos a los t’s tales que 0 < |z —¢] < § (con
0 > 0 como antes: esto no implica ninguna restriccién esencial, porque estamos interesados
en calcular limites de expresiones cuando ¢t — x). Notemos que

(L0 1@y (KOS, S0 S0

g(t)  g(x) g(t) gt)  gt) g
L f(t) = f(x) Ly, 9@ —g(®)
O O e

Notemos que por un lado,

lim — ft) —fl@) _ 1 fl(z) = ! f(x) - g(x).

tmag(t) t—uz 9(x) 9*(x)
Ademas,

. 1 g9(x) — g(t) 1 :

lim ———— - f(z) - = flx) - —g (x

e A i R A
Los hechos anteriores, junto con las propiedades de los limites muestran que vale el item 3
(detalles: ejercicio). O
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Obs 5.6. Si f(x) = ¢, x € R, entonces f'(z) = 0, x € R; si g(z) = x, x € R, entonces
g (x) =1, z € R (ejercicio). Usando estos hechos, el resultado anterior e induccién se verifica
que: si h(x) = 2™, x € R (para n € N*) entonces '(z) = na™ . A partir de aqui se verifica
que si

plaz) = ZajiCj — p/(z) = Zjaﬂyj*l para x € R.
=0 i=1
A

Teorema 5.7 (Regla de la cadena). Sea f : (a,b) — (¢, d) una funcion diferenciable en x €
(a,b) y sea g : (¢,d) — R una funcion diferenciable en f(z) € (c,d). Entonces la composicion
go f:(a,b) = R es diferenciable en x € (a,b) y vale que (go f) (z) = ¢ (f(x)) - f'(z).

Demostracién. Seat € (a,b),t # x: definamos u(t) = W—f’(x) Entonces lim;_,, u(t) =
0; si definimos u(x) = 0 entonces u : (a,b) — R es continua en x. Despejando de la definicién
de u(t); tenemos que

f) = f(w) = (=) (f'(x) +ut)) para € (ab).

De forma similar, definamos v(s) = %ﬁ’;g@) — ¢ (f(z)), para s € (¢,d) \ {f(z)}. En este

caso tenemos que lim, ) v(s) = 0; si definimos v(f(z)) = 0 entonces v : (¢,d) — R es
continua en f(x). Ademaés,

g(s) = g(f(x)) = (s = f(x)) - (¢'(f(x)) + v(s)) para s € (c.d).

Si consideramos t € (a,b) \ {z} entonces, usando las identidades de mas arriba con s = f(t):

g(f@) —g(f(x)) = (f(t) = f(x)) - (¢'(f(2)) + v(f(2)))
= (t=2)-(f'(x) +u@®) - (¢'(f(2)) +o(f(#)))

de forma que

g(f(t) = g(f(x))

t—x

= (f'(x) +u®)) - (¢'(f(z)) +v(f(t)) para € (a,b)\{z}.

Como v es una funcién continua en f(z) entonces u y v o f son funciones continuas en x,
que se anulan en x. Asi, podemos calcular

lim(f'(z) +u(t)- (¢'(f(x)) +o(f(})) = (f'(2) +ul@))- (¢ (f(2)) +v(f(2))) = ' (f () ['(x) .
Los hechos anteriores prueban el resultado. O

En lo que sigue desarrollamos la formalizacién del teorema del valor medio (que es una
herramienta fundamental en el anélisis de funciones de una variable real).

Definicién 5.8. Sea (X,d) un EM, f: X - Ry x € X. Decimos que f tiene un méximo

local (respectivamente un minimo local) en x si existe € > 0 tal que si d(z,t) < & entonces
f(t) < f(x) (respectivamente, f(t) > f(x)). A

Teorema 5.9. Sea f : [a,b] = R y sea x € (a,b) tal que f tiene un mdzimo local (respecti-
vamente un minimo local) en x y tal que f es diferenciable en x. Entonces f'(x) = 0.
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Demostracién. Supongamos que f tiene un maximo local en . Como x € (a,b) existe € > 0
tal que B.(x) = (z — e,z + ¢) C (a,b) de forma que si t € B.(z) entonces f(t) < f(z). Si
r — e <1t < x entonces

O~ @) o iy~ i 1O =)

<0
t—=x t—sz— t—x -

donde hemos usado que el numerador del cociente es no negativo y el denominador es nega-
tivo, y el hecho de que como existe el limite (que define a la derivada), entonces este limite
debe coincidir con el limite lateral. De forma similar, si x < ¢t < x + ¢ entonces

0 =1@) S0 p — i L0 =@

>0
t—x t—axt t—x

De las desigualdades anteriores vemos que debe valer que f'(z) = 0. El caso de minimo local
se prueba con un argumento similar y queda como ejercicio. O]

Teorema 5.10 (Teorema del valor medio generalizado). Sean f,g : [a,b] — R funciones
continuas en |a,b] y diferenciables en (a,b). Entonces, eziste x € (a,b) tal que

(f(b) = f(a)) - d'(x) = (9(b) — g(a)) - ['(z).

Demostraciéon. Definamos h(t) = (f(b) — f(a)) - g(t) — (g(b) — g(a)) - f(t), para t € |a,b].
Entonces h es una funcién continua en [a,b] y diferenciable en (a,b). Ademé&s, h(a) =
f()-gla) — f(a) - g(b) = h(b). Sea x € [a,b] tal que h alcanza su valor maximo en [a, b].
Notemos que, en particular, z es un maximo local de f. Si x € (a,b) entonces, por el teorema
anterior, se tiene que h'(x) = 0: pero en este caso,

0="n'(z) = (f(b) — fa)) - g'(x) — (9(b) — g(a)) - f'().

Lo anterior implica que vale el enunciado. Por otro lado, si = a 6 * = b entonces sea
z € |a,b] un punto en donde f alcanza su valor minimo en [a,b]. En este caso, si z € (a,b)
podemos repetir el argumento anterior: notemos que h’(z) = 0 (por el teorema anterior) que
implica 0 = A'(2) = (f(b) — f(a))-¢'(z) — (9(b) — g(a)) - f'(2) y vale el enunciado (ahora con
un z € (a,b)).

Finalmente, si z = a 6 z = b (recordemos que estamos suponiendo, ademés, que z = a 6
x = b) entonces concluimos que h es una funcién constante en [a,b]: porque h(a) = h(b) y
si w € [a,b] entonces h(a) = h(z) < h(w) < h(z) = h(a). En particular, h es constante en
(a,b): siw € (a,b) es arbitrario, en este caso tenemos que h'(w) = 0 (porque h es constante)
y luego 0 = h'(w) = (f(b) — f(a)) - ' (w) — (g(b) — g(a)) - f'(w) y vale el enunciado (ahora
con un w € (a,b)). O

Notemos que las vueltas que dimos en la prueba anterior tienen que ver con el hecho de que
sabemos que h es diferenciable en (a,b) (y la expresiéon h'(y) = 0 sélo tiene sentido para

y € (a,b)).

Teorema 5.11 (Teorema del valor medio). Sea f : [a,b] — R una funcion continua en |a, b
y diferenciable en (a,b). Entonces existe x € (a,b) tal que f(b) — f(a) = (b—a) - f'(x).

Demostraciéon. Consideremos ¢ : [a,b] — R dada por g(z) = z, € [a,b]. Entonces g es
continua en [a, b] y diferenciable en (a, b); més atn, ¢'(x) = 1 para x € (a,b). Por el teorema
anterior, existe un = € (a,b) tal que (f(b) — f(a)) - ¢'(x) = (9(b) — g(a)) - f'(x): usando que
g(a) =b, g(b) =by ¢(x) =1 estamos. O
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Teorema 5.12. Sea f : [a,b] = R una funcion continua en [a,b] y diferenciable en (a,b).
1. 8t f'(z) > 0 para x € (a,b) entonces f es mondtona creciente en [a, b].
2. 8 f'(x) <0 para x € (a,b) entonces [ es mondtona decreciente en [a,b.

3. 8t f'(x) =0 para x € (a,b) entonces f es constante en [a, b].

Demostraciéon. Supongamos que f'(x) > 0 para z € (a,b). Sean a < x1 < x9 < by consider-
emos f|z, 2] (21, 72] = R. Entonces f|f, 4, €s continua en [z, 5] (por ser restriccién de
una funcién continua) y es diferenciable en (z1,x2). Por el teorema del valor medio, existe
x € (z1,22) tal que f(z2) — f(21) = (x2 — 21) - f/(z) 2 0, porque (z2 —21) >0y f'(z) > 0.
Lo anterior implica que f(x3) > f(z1) y f es mondtona creciente. Los otros dos items se
prueban de forma similar (ejercicios). O

5.2 Derivadas de orden superior

Definicién 5.13. Sea f : (a,b) — R y supongamos que f es diferenciable en (a,b); en este
caso queda definida f': (a,b) = R, la funcion derivada de f. Si f' es a su vez diferenciable
en un punto x € (a,b), entonces (f')(x) es simplemente notada f"(x) ¢ f@(x). Si f' = fM
es diferenciable en (a,b) entonces queda definida f® : (a,b) — R.

En general, asumiendo que estd definida la funcion fV : (a,b) — R (derivada de orden
n —1 > 1) entonces podemos definir el valor de la derivada de orden n de f en x € (a,b),
notada " (x), como el limite del cociente incremental de f"~Y en x (siempre que este
limite ezista,). A

En general, dada f : (a,b) — R vamos a convenir en notar f = .

Definicién 5.14. Sea f : (a,b) — R tal que est4 definida derivada n-ésima f™ : (a,b) — R,
para algin n > 1. Dado « € (a,b) definimos el polinomio de Taylor de f alrededor de « de
orden n, notado P, ,(x), dado por

P,.(z) = i % (x —a)® para x € (a,b).
k=0 '

A

Con las notaciones de la definicién anterior, es claro que el polinomio de Taylor es una
funcion polindmica a coeficientes reales de grado a lo sumo n. En este caso estan definidas
las derivadas de todos los érdenes de P, ,(z). Notemos que P, ,(z) se construye de forma
que se verifican

f(a) = (Pon)®(a) para 0<k<n.

Teorema 5.15 (Desarrollo de Taylor). Sea f : (a,b) — R tal que estd definida la funcidn
f™ : (a,b) — R, para algin n > 1. Sea Py (n—1)(z) polinomio de Taylor de f alrededor de
a € (a,b) de orden n—1. Dado B € (a,b) entonces existe un numero vy (estrictamente) entre
a y B, de forma que

F(8) = Pagsy(8) + 1
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Demostraciéon. Vamos a suponer que o < 3 (el otro caso se prueba de forma similar y se
deja como ejercicio). Sea M € R tal que f(f) = Pa(-1)(8) + M (8 — a)” € R; en este caso

ueremos probar que M = £20) para algin o < 7 < . Definamos
q p q l

g(z) = f(x) = (Pon-ny(z) + M (x —)") para x € (a,b).

Por construccién vemos que g(3) = 0. Ademds, notemos que esta definida la funcién g*) :
(a,b) = R, para 0 < k < n; més aun, si 1 < k < n entonces

g®(z) = f® () — Pa(f()n_l)(:c) - (ﬁ(n - h)) M(z—a)"™* para € (ab). (12)

h=0
Notemos que por construccion, tenemos que

k—1

f¥(a) = (Pa,(nfl))(k)(a) y (H(” - h)) M@ —=a)" =0 , 0<k<n—1.

h=0

Asi, usando la Eq. (12) podemos ver que

k-1
¥ (a) = f¥(a)-P® _, (@)~ <H<n = h)) M(2-)" ;e =0 para 0<k<n-1.
h=0

Por otro lado, como P, ,—1)() es un polinomio de grado a lo sumo n — 1 entonces vemos
que P y(@) =0, z € (a,b).

7(”71
Con las observaciones anteriores, ahora podemos argumentar como sigue: como g(a) =
g(B) = 0y g es diferenciable en (a, b), el Teorema del valor medio garantiza la existencia de
un punto v; € (o, 3) tal que gV () = 0.
Ahora recordamos que g (a) = g (v;) = 0; como g™V es diferenciable en (a, b), el Teorema
del valor medio garantiza la existencia de un punto vy, € (o, v1) C (o, 3) tal que g (vy2) = 0.

Repitiendo el argumento anterior (n veces), concluimos que existe un punto 7, € («,v,-1) C
(o, B) tal que g™ (7,) = 0. Usando la Eq. (12) (con k = n) y el hecho de que Po(én()n_l)(x) =0
para x € (a,b), concluimos que

n—1 (n)
0=g(7m) = f™ (1) - (H(n - h)> M= u=1 n(u%) )
h=0 ’

donde hemos usado que (z — )" ™ = (z — @) = 1 para todo = € (a,b). Asi, eligiendo
v =Y € (a, B) estamos hechos. 0

5.3 Diferenciacién de funciones vectoriales de una variable

Definicién 5.16. Sea F : (a,b) — R* una funcién a valores vectoriales, definida en (a,b).
Dado z € (a,b), decimos que F' es diferenciable en x si

F(z+h) — F()

IF'(z) = 1 R*.
(z) b h ©
Notemos que la condicién anterior es equivalente a IF’(x) = lim,_,, w € R~
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Con la notacién de la definicién anterior, F' es diferenciable en x y F'(z) = ¢ € R¥ si y solo
si: para todo € > 0 existe § > 0 tal que

te(ab) y O0O<l|t—z|<d = HM

— < €.
t—x qH

Obs 5.17. Sea F' : (a,b) — R* una funcién a valores vectoriales, definida en (a,b). En este
caso podemos considerar sus funciones coordenadas: f; =m0 F : (a,b) = R, 1 < j <k, de
forma que

F(z) = (fi(z),..., fr(lz)) €R* para z € (a,b).
A

Teorema 5.18. Sea F : (a,b) — R* y sean f; = mj0 F : (a,b) — R, sus funciones
coordenadas, 1 < j < k. Dado x € (a,b), entonces

1. F es diferenciable en x y si y solo si para cada 1 < j < k se tiene que f; es diferenciable
en . En este caso: F'(x) = (fj(x))i_, € RF.

2. Si F, G : (a,b) — R* son diferenciables en x € (a,b) y a € R entonces F + G, (F,G)
y o - F son diferenciables en x y

(F+G)(z)=F(x)+G'(x) , (FG)(x)=(F(z),Gx)+ (F(z),G'(x))
(a-F)(x)=a-F'(z).

Demostracién. Verificamos primero el item 1. Sea t € (a,b), t # x: si calculamos las
coordenadas del cociente incremental, vemos que

F(t) — F(x) _ (fl(t) — fi(z) fi(?) —fk(ﬂf)) c RE
t—x t—=x Y t—ux '
Por un resultado anterior
. F(t) - Fx) . . - fit) = fi(x) :
H%ET_(@)jzl si y solo si ng?—@, 1<j<k.

Si miramos con cuidado y recordamos las correspondientes definiciones de derivadas, vemos
que la equivalencia de arriba prueba el item 1.

Para probar las identidades del item 2, podemos usar el item 1. Por ejemplo, si F(t) =
(fi@)k_y vy G(t) = (g;(t))i,, t € (a,b), describen las funciones F'y G en términos de sus
funciones coordenadas, entonces

(F+G)t)=F)+G(t) = (f;() + ;)= v (- F)(t) = (o f;(t)j= -

Como F'y G son diferenciables en z, usando el item 1., vemos que f; y g; son diferenciables
en z, 1 < j < k. En este caso, hemos probado que (f; + g;) es diferenciable en z y
(fj +95)(x) = fj(z) + gj(x), 1 < j < k. Usando nuevamente el item 1., ahora podemos ver
que F'+ G es diferenciable en z y que (F'+G)'(z) = F'(2)+G'(x). El caso de - F es similar,
ejercicio. La identidad del producto interno es en realidad consecuencia de las propiedades
de las derivadas de funciones reales de una variable: en efecto, notemos que

k

(F,G)(x) = (F(2),G(2)) = Y f;(x) gj(x).

J=1
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Lo anterior permite ver que, usando resultados ya probados para funciones reales de una
variable, (F,G) es diferenciable en x. Para obtener la identidad propuesta, hay que usar las
reglas de la suma y el producto para derivadas e interpretar de forma conveniente el resultado
(ejercicio). O

Obs 5.19. Sea F : [a,b] — R* una funcién continua en [a, b] y diferenciable en (a,b). En
este caso, en general no vale un teorema de valor medio: por ejemplo, si F' : [0,27] — R?
dada por F(z) = (cos(x),sin(z)) entonces

F0)=(1,00=F2n) vy |F'®)|=|(-sin(t),cos(t))|| =1 para te[0,27].
A

A pesar de los comentarios de la observacion anterior, se pueden probar algunos resultados
interesantes relacionados con controlar la distancia entre los valores de una funcion vectorial
en términos de su derivada (que van a ser importantes més adelante).

Teorema 5.20. Sea F : [a,b] — R* una funcion continua en [a,b] y diferenciable en (a,b).
Entonces eziste © € (a,b) tal que ||F(b) — F(a)|| < [|[F'(x)]| (b — a).

Demostracién. Definimos la funcién ¢ : [a,b] — R dada por ¢(t) = (F(b) — F(a), F(t)),
t € [a,b]. Si F(t) = (f;(t))*_; entonces

j=1

k

g(t) =) (f;(b) = f;(@) f;(t) para € [a,0].

Jj=1

Lo anterior muestra que la funcién g es continua en [a, b] y diferenciable en (a,b). Notemos
que, por las propiedades del producto interno (linealidad en la segunda componente, fijada
la primera)

9(b) —gla) = (F(b) — F(a), F(b)) — (F(b) = F(a), F(a)) = (F(b) — F(a), F(b) = F(a))
= [F(®) - F(a)|*.

Por otro lado, si calculamos

g(x)=> (f;(b) = fi(a)) fj(t) para t€ (a,b).

J=1

En este caso, interpretando la sumatoria anterior como un producto interno y usando la
desigualdad de Cauchy Schwarz, tenemos que

9] < [|1F(b) = F(a)[[ IF'@)]| para t € (a,b).
Entonces, aplicando el teorema del valor medio a g, vemos que existe z € (a, b) tal que
1F(0) = F(a)|* = 9(b) — g(a) = ¢'(x) (0—a) < |¢'(x)] (b—a) < (1)~ F(a)[| || F'(@)[| (b—a),

donde hemos usado que (b — a) > 0. Si simplificamos a ambos lados de la desigualdad
anterior, obtenemos la desigualdad deseada. [
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5.4

La integral de Riemann de funciones de una variable

En lo que sigue formalizamos la nocién de integral de Riemann para funciones de una variable

real.

Definicién 5.21. Sea [a,b] C R y sea f : [a,b] — R una funcién acotada (es decir, existen
¢ <d € R tales que ¢ < f(x) < d, para = € [a,b]).

1.

Una particién de [a, b] es un conjunto finito P = {zo, ..., z,} tal que
a=Tg<T1<...<xp_1 <xp=0>0.

En este caso escribimos A; = z;—x;_1 > 0, para 1l <i <mn: yvaleque ) . | A; =b—a.

. Dada una particiéon P = {xy,...,z,} de [a,b] denotamos

M; =sup{f(z): z € [x;i_1,z]} v my=inf{f(x): z € [r;.1,2]} , 1<i<n,
y definimos U(P, f) = >0 M; A; y L(P, f) = >, m; A;. Notar que como
d>M;>m;>c = d(b—a)>U(P, f) > L(P, f)>c(b—a).
Definimos o
/bf dr = inf{U(P, f) : P es particién de [a,b] } € R

b
/ fdx =sup{L(P, f): P es particién de [a,b] } € R

Decimos que f es integrable Riemann en [a, b] si

ffdx:/abfdx

y en este caso definimos la integral de Riemann de f, notada

/abfdx

como el nimero (valor) en la identidad anterior. En este caso notamos f € R([a, b]).

A

Obs 5.22. Con la notacién de la definicién anterior, recordemos que L(P, f) es llamada
la suma inferior de Riemann de f asociada a la particiéon P; de forma similar, U(P, f)
es llamada la suma superior de Riemann de f asociada a la particion P. Finalmente, las
expresiones en el item 3. de la definicién anterior corresponden a las integrales superior e
inferior de Riemann de f.

Definicién 5.23. Sea [a,b] C Ry sean P y P* particiones de [a,b]. Decimos que P* refina
aPsiPC P~ AN
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Sea [a,b] C Ry sean Py P’ particiones de [a,b]. Notemos que entonces P U P’ es una
particién de [a, b] que refina simultdneamente a Py P’

En la prueba que sigue vamos a usar que si A C B C R son tales que B estd acotado
inferiormente (con lo cual A también estda acotado inferiomente) entonces inf B < inf A
(ejercicio).

Teorema 5.24. Sea f : [a,b] — R funcidn acotada y sean P y P* particiones de [a,b] tales
que P* refina a P. Entonces

U, f)zU(F", f) = L(P*, f) = L(P, f).

Demostracién. Notemos que por construccién U(P*, f) > L(P*, f). Probamos que L(P*, f) >
L(P, f). Supongamos que P* tiene exactamente un punto mas que P: asi, si P = {xq, ..., 2.}
entonces existen 1 < j < ny x;_; < z* < x; tales que P* = {zg,...,z;_1,2%, 2;,... ,.CEn}.
Sean m; = inf{f(z) : x € [x;_1, 2]}, 1 <1 < n.

Notemos que por construccién [z;_1, z*], [z*, x;] C [z,;_1, z;]: entonces, usando la observacién
previa al enunciado del teorema (dos veces), vemos que si

=inf{f(z): z €[z;o1,2"]} v we=inf{f(z): z €z 2]} = my <w, w,.

Maés aun, en este caso tenemos que

j—1
L(P, f) = ZmZA +wy (2 —xj) +ws (z Zml i
=1 i=j+1
—1
> ZmlA +my (2" — ;- 1)+m] Zml i =L(P,f).
= =my (z;— m] 1)=m; A =
En general, si P* se obtiene de agregar los puntos {zj,...,x;} a P, es decir P* = P U
{z7,...,2}} entonces podemos definir las particiones auxiliares P, = P U {z],... 2} =

P_yU{xf}, 1 <i<k, donde Py = Py P, = P*. Si aplicamos el caso considerado en la
primera parte de la prueba (agregando un solo punto P = Py C P, C ... C P, = P*),

L(P, f)=L(P, f) < L(P1, f) < ... < L(Pp-1, f) < L(Px, f) = L(P*, f).

(cada desigualdad estd justificada por la primer parte de la prueba, porque P; se obtiene de
P,_; agregando un punto). Los hechos anteriores muestran que L(P, f) < L(P*, f). El caso
U(P, f) > U(P*, f) se prueba de forma similar (ejercicio). O

Teorema 5.25. Sea f : [a,b] — R funcion acotada y sean Py y P particiones de [a,b].
Entonces L(Py, f) < U(Py, f). En particular,

/abfdxg/abfdx.

Demostracion. Sea P* = P; U Ps; entonces P* refina a P, y P, a la vez. Aplicando el
resultado anterior (dos veces) vemos que
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donde la desigualdad L(P*, f) < U(P*, f) vale por construccion.

Si fijamos P, y tomamos supremo sobre todas las particiones P; de [a, b], la primer parte de
la prueba muestra que

/ far<UPL ),

porque U(P;, f) es una cota superior de toda suma inferior de Riemann. Finalmente, si
ahora tomamos infimos sobre las particiones P de [a, b] concluimos la desigualdad requerida
(porque la integral inferior es una cota inferior de toda suma superior!). O

Teorema 5.26. Sea f : [a,b] = R funcion acotada. Entonces f € R([a,b]) si y solo si para
todo € > 0 existe una particion P de [a,b] tal que U(P, f) — L(P, f) < e.

Demostraciéon. Supongamos que para todo € > 0 existe una particién P de [a,b] tal que
U(P, f)—L(P, f) < e. Dado € > 0 sea P es una particién tal que 0 < U(P, f) — L(P, f) < e:

entonces, por el teorema anterior, se tiene que

L(P,f)g/abfd:vgffdng(P,f) — ngfdx—/abfdx<s.

Como ¢ > 0 es arbitrario, concluimos que las integrales inferior y superior deben coincidir.
Esto muestra que f € R([a,b]) en este caso.

Reciprocamente, si f € R([a,b]) entonces dado € > 0 existen particiones P, y P, de [a, b
tales que

b b
OSU(Pl,f)—/fdx<5/2 y Og/fdx—L(P2,f)<5/2

donde hemos usado el hecho de que podemos aproximar (arbitrariamente) el infimo (respec-
tivamente supremo) de un subconjunto de R a través de los elementos del conjunto, y que
las integrales superior e inferior coinciden (y son iguales a la integral de Riemann de f). Si
ahora consideramos la particiéon P = P, U P5, entonces se tiene que

/fda:—e/2<L(P2,f)<L(Pf)<U(Pf)<UP1, /fdx+5

Las desigualdades anteriores garantizan que 0 < U(P, f) — L(P, f) < e. O

Obs 5.27. Sea f : [a,b] — R funcién acotada y sea P = {xy,...,x,} una particién de |a, b].
En este caso hemos considerado las sumas superior e inferior de Riemann asociadas a P.
Maés generalmente, si elegimos t; € [x;_1,z;], 1 < i < n entonces podemos considerar la suma
de Riemann > | f(t;) A; € R. Usando las propiedades de los supremos e infimos ahora
podemos comparar

Zf YA <U(P, f).

A

Teorema 5.28. Sea f : [a,b] — R funcidn acotada y sea P = {x,...,x,} una particion de
la,b] tal que 0 < U(P, f) — L(P, ) < e. Entonces

108



1. Si P* es una particion de [a,b] que refina a P entonces 0 < U(P*, f) — L(P*, f) < e.
2. 80 s, bt € [, 1y), 1 <i<mn entonces Y o |f(t;) — f(si)] A; < e.

3. Si f € R([a,b]) entonces

<e€.

n b
Zf(ti)Ai—/ fdx

Demostracion. Ejercicio! O

Teorema 5.29. Sea f : [a,b] — R una funcion continua. Entonces f € R(|a,b]).

Demostracion. Notemos que en tanto f es una funcién continua definida en un espacio
métrico compacto, entonces f resulta acotada (ejercicio). Sea € > 0 arbitrario (pero fijo
durante el argumento). Sea n > 0 tal que (b —a)n < e. Como f es una funcién continua en
la,b] ¥ [a,b] € R es un conjunto compacto, entonces f resulta uniformemente continua. Asi,
dado existe 6 > 0 tal que si z, y € [a, b] son tales que |z — y| < & entonces |f(z) — f(y)| < n.
Sea P = {xy,...,x,} una particién de [a, ] tal que A; = x; — ;1 < 9, 1 < i < n (notemos
que siempre podemos construir una particion con estas caracteristicas: por ejemplo, podemos
considerar n € N tal que (b—a) < n-0 y en este caso definimos x; = a+i-(b—a)/n, 0 <i < n:
entonces se tiene que A; < §, 1 < i < n, verificar!). Notemos que como f es continua en
la, b] entonces, en particular, f es continua en el compacto [z;_1, z;]: entonces

m; = inf{f(z): = € [r;1,2;]} = min{f(x) : = € [z;_1, 2]}

y en particular, existe t; € [x;_1,2;] tal que m; = f(¢;). De forma andloga, existe s; €
[z;_1,x;] tal que f(s;) = M; = sup{f(z): = € [x;_1,2;]}. Como t;, s; € [x;_1, ;| entonces
|si —t;| < A; < 0 lo que muestra que |M; — m;| = |f(s;) — f(t:)] <n, 1 < i < n (por la
continuidad uniforme). Entonces

n

OSU(Paf>—L(Paf>:Z(Mi—mi)AiSZUAizn(b—a)<5-

i=1 i=1
Aplicando el Teorema 5.26 concluimos que f € R([a,b]). O

Teorema 5.30. Sea f : [a,b] = R una funcion mondtona. Entonces f € R([a,b]).

Demostracién. Sea € > 0; dado n > 1 sea P = {zy, ..., x,} una particiéon de [a,b] dada por
xi=a+1i-(b—a)/n,0<i<n. En este caso, A; = (b —a)/n, 1 <i <n. Supongamos que
f es mondtona creciente: en este caso, por hipdtesis, para 1 < ¢ < n tenemos que

m; =inf{f(z): x € xi_1, 2]} = f(wiy) vy M, =sup{f(z): x € [x;_1, 7]} = f(x;).
Asi,

n

U(P, f) = L(P, f) :Zf(ﬂﬁz‘)ﬁz‘—Zf(%—l)Ai:Z(f(l‘z‘)—f(l‘i—l)) (b—a)/n

=1
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Si observamos con cuidado, la sumatoria corresponde a una suma telescépica:

S ()~ Flia)) = 30 F) + Fea) = S 1) — fln) = F(a) — F(ao)

Reemplazando la suma anterior en la identidad previa, vemos que

U(P, f) = L(P, f) = (f(zn) = f(20)) (b—a)/n.

Ahora elegimos n € N suficientemente grande de forma que (f(z,) — f(zo)) (b—a)/n < e. Lo
anterior prueba que podemos construir una particién P de [a, b] tal que U(P, f)—L(P, f) < e.
El Teorema 5.26 nos permite ver que f € R([a,b]). El caso en que f es monétona decreciente
se prueba de forma similar y queda como ejericio. O]

Teorema 5.31. Supongamos que f : [a,b] — R es una funcion acotada y continua, salvo en
una cantidad finita de puntos de [a,b]. Entonces f € R([a,b]).

Demostracién. Sea e > 0y sea M > 0 tal que |f(z)| < M, para = € [a,b]. Sea
E ={x €a,b]: f es discontinua en x}.

Por hipétesis, £ = {eq,...,ex}. Sil1 < j < kye; # a, ej # b entonces podemos elegir
u; < vj € [a,b] tales que e; € (u;,v;) y v; — u; < £/2%; si e; = a entonces elegimos u; = a 'y
v; € (a,b] tal que v; — u; < /27 y de forma similar, si e; = b entonces elegimos u; € [a,b) y
v; = b tal que v; —u; < /2.

Sea
K =la,b] \ U(Uja%')

Notemos que K C [a,b] es un subconjunto compacto y tal que f|x : K — R es funcién
continua. De hecho, por construccién hemos eliminado las discontinuidades de f en (a, b); si
f es discontinua en a, notemos que si bien a € K, a € Ais(K) es un punto aislado y f|x es
continua en a, por definicién; y algo similar sucede con b!

Como K es compacto, entonces f|x es uniformemente continua (por un resultado previo):
asi, existe & > 0 tal que si z, y € K son tales que |x — y| < ¢ entonces |f(x) — f(y)| < e.
Construimos una particiéon P = {x, ..., z,} de [a, b] que verifique las siguientes propiedades:
uj, v; € Pyparal <j <k;si0<i<nyexistel <j <k tal que z; = u; entonces ;41 = v;;
sil <i<nywx_1 # u; para todo 1 < j < k entonces A; = z; — x;,_; < ¢ (la particién
puede construirse tomando una particién P’ = {y, ..., yn} de [a, b] que contenga los u;, v,’s
y que verifique y; —y;_1 < 0, 1 < i < m: en este caso, podemos quitar de P' aquellos puntos
y;i € (uj,v;) para algin 1 < j < k).

Con la notacién anterior, si 1 <i <ny z;_; # u; para todo 1 < j < k, entonces [z;_1,z;] C
K (ejercicio!) y la restriccion f|j, 2, es una funcién continua en el compacto [z;_1,z;]:
entonces existen s;, t; € [z;_1, x;] tales que

m; =inf{f(z): z € [xi,m]} = f(s)) v Mi=sup{f(z): z € [ri, ]} = f(t:).

Como |s; — t;] < x; — 2,1 < § vemos que M; —m; = f(t;) — f(s;) < e.
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Por otro lado, si 1 <7 <mny x;_1 = u; para algun 1 < j < k entonces: si

—M <m;=inf{f(z): x€xi1,z5]} v M, =sup{f(x): z€[z;_1,x]} <M
verifican (M; — m;) (z; — 2-1) = (M; — my) (v; — uj) < 2M /27, donde hemos usado que
x; = vj, por construccion.

Notemos que entonces si definimos A = {1 < i <mn: w,1 # u; paratodo 1 < j <k} y
B={1,...,n}\ A entonces

n

UP,f) = L(P. f) = Y (Mi—mi)-(x; — xi1)

=1

= D (M —my) - (= mim) + Y (M —my) - (2 — 1)

i€A i€B
k
< e (ri—wi)+2M Y e/¥ <e-((b—a)+2M),
icA j=1

donde hemos usado que B esta formado por k elementos y para cada x;_; € B se tiene que
x;— ;1 < &/2 (verificar!). Como ¢ > 0 era arbitrario, el Teorema 5.26 nos permite ver que
f € R([a,b]). O]

Teorema 5.32. Sea [ € R([a,b]) y tal que m < f(x) < M, para © € [a,b]. Si ¢ :
[m, M| — R una funcion continua y consideramos la composicion ¢ o f : [a,b] — R entonces

po fe€R(la,b]).

Demostraciéon. Sea ¢ > 0 fijo y notamos h = ¢ o f. Como ¢ es una funcion continua en el
compacto [m, M] entonces resulta uniformemente continua; en este caso, existe 0 < § < ¢
tal que si s,t € [m, M] son tales que |s — t| < J entonces |¢(s) — ¢(t)] < .

Como f € R([a,b]) concluimos que existe una particién P = {x, ..., x,} de [a,b] tal que
U(P, f) — L(P, f) < 6. Para cada 1 < i < n definimos:

M; =sup{f(z): z € [xi1,z]} , my=inf{f(z): x € [r;_1, 2]},

M! =sup{h(z): z € [x;_1,z]} , m=inf{h(z): z € [z;_1, 3]} .
Sea A={1<i<n: 0<M;—m;<dé}yB={1<i<n: M;—m;>d}. Notemos que
AuB={1,...,n} y ANB = .
Sii € A entonces: six,y € [x;_1, ;] vale que |f(z) — f(y)| < M; —m; < 6 que garantiza que
|h(z) — h(y)| = |o(f(z)) — ¢(f(y))| < e (por continuidad uniforme de ¢). Entonces, usando

que M} = limy 00 &(f(2x)) vy mf = limy00 ¢(f(yr)), para ciertas sucesiones (zx)g>1, (Yk)p>1
en [x;_1,x;] convenientemente elegidas, vemos que

0< M7 —m; = Jim 6(f(24)) — O () < Jim [0 (21) — o/ ()| < .

Sii € B fijo: notemos que la funcién |¢(z)| es continua en el compacto [m, M] de forma que
alcanza su méaximo: max{|p(x)| : = € [m, M|} = K € R. En particular —K < m} < M <
K que muestra que M —m; < 2K.

Por otro lado, usando que M; — m; > J para todo i € B:

0 (i —mim1) <Y (M —my) A SU(P, f) = L(P, f) < 6.

i€B i€B
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Asi, la desigualdad anterior muestra que » . p(z; — 2i—1) = > ,cp A <6 < €.
Finalmente, vemos que

n

U(P.h)— L(Ph) = > (M;—m) A=Y (M; —m}) A+ Y (M —m}) A

€A i€B

1=1
< EZAi+2KZAi§e-((b—a)+2K).

€A i€B

Como € > 0 es arbitrario, el Teorema 5.26 nos permite concluir que h = ¢o f € R([a,b]). O

5.5 Propiedades de la Integral
Teorema 5.33. Sean f, g € R([a,b]) y sea a € R entonces:

1. Linealidad: f+ g, a- f € R([a,b]) y

/ab<f+9)d$:/abfdﬂf+/:gdﬂf Y /aba-fdxza-/abfd;c.

2. Monotonia: si f(z) < g(x), x € [a,b] entonces

b b
/fdxﬁ/gd:r;.

8. 8i h:la,b] = R es acotada y a < ¢ < b entonces h € R([a,b]) si y solo si hlj,q €
R([a,c]) y hlry € R([c,b]). Mds ain, en este caso

b c b
/hdm:/hdx—l—/hdx.

4. Si|f(z)| < M, x € [a,b] entonces

/abfdx

Demostracién. Veamos la prueba de la primer parte del item 1. Notemos que f y ¢ son
funciones acotadas (dado que son integrables). En este caso, la funcién p = f+g¢: [a,b] = R
también resulta acotada (ejercicio). Sea P = {zo,...,x,} una particién de [a,b]. Dado
1 < i < n definimos

<M(b-a).

m;(f) =inf{f(z) : © € [wi1, m]}, mi(g) = inf{g(z) : = € [w;i1, x]}
y de forma similar m;(p) = inf{p(z) : z € [z;_1,2;]}. Six € [x;_1, x;] entonces
f(x) =mi(f), g(x) 2 mi(g) = plz) = f(z) +9(x) = mi(f) +mi(g) .

Como la acotacién anterior vale para todo = € [x;_1, x;], podemos ver que m;(p) > m;(f) +
m;(g).
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Por otro lado, si definimos

M;(f) =sup{f(z) : x € [y, 2]}, Mi(g) = sup{g(z) : z € [v;1, 7]}

y de forma similar M;(p) = sup{p(z) : = € [x;_1,x;]} entonces, con un argumento parecido
al anterior, podemos ver que M;(p) < M;(f) + M;(g), 1 < i < n. Teniendo en cuenta la
estimacion del parrafo anterior, tenemos que M;(p) — m;(p) < (M;(f) + M;(g)) — (mi(f) +
mi(g))-

Por hipétesis, dado e > 0 existen particiones Py, P, de [a, b] tales que U(Py, f)—L(P1, f) < &,
U(Ps, f) — L(P,, f) < e. Si definimos P = P; U P, entonces, en este caso tenemos que

UP.p) = L(Pp) = Y (Mip) = mi®) i < D IOL(S) + Mi(9) = (mal ) + malg))] A

= (U(P.f)— L(P,.f)) + (U(P.g) - L(P,g)) < 2¢,

donde hemos usado que P refina a P; y P, junto con el item 1. del Teorema 5.28. Como
e > 0 entonces concluimos que p = f + g € R([a,b)).

Con la misma particién P, tenemos que

b
0<UPf)—L(Pf)<e ¥y L(P,f)s/fd:ch(P,f):>

b b
/fdx—eSL(P,f)gU(P,f)g/fd.:z:—{—e. (13)

De forma similar,

b b
/gdx—sgL(P,g)gU(P,g)g/gdx—i—g. (14)

Por otro lado, usando las desigualdades verificadas mas arriba tenemos que

b
L(P.f) + L(P.g) < L(P.f +g) s/ frgde <UPf+g)<UPf) +UPg).

Entonces, usando la desigualdad anterior y las desigualdades de las Eqs. (13) y (14) vemos

que
b b b b b
/fdx+/gdx—2e§/(f+g)dx§/fdx+/gdx+2e.

Como ¢ > 0 es arbitrario, las desigualdades anteriores muestran la primer igualdad de
integrales del item 1.

El resto de los items se prueba con argumentos similares, y se dejan como ejercicio. O
Teorema 5.34. Sean f,g € R([a,b]). Entonces

1. f-g€R(a,b]).

2. |fl € R(la, b)) y

/abfdx g/ab|f\dx.
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Demostraciéon. Veamos el item 1. Sea h € R([a,b]); en este caso, h es acotada y existen
m, M € R tales que m < h(z) < M. Sea ¢ : [m, M] — R dada por ¢(z) = 2%, = € [m, M]:
entonces ¢ es continua en [m, M]. Por un resultado previo, poh = h* € R([a,b]). Aplicando
la observacién previa a las funciones f+ g, f — g € R([a, b]), usando que R([a, b]) es cerrado
bajo sumas y bajo productos por escalares, concluimos que (f + g)?, (f — g)? € R([a,b]) y
finalmente que

i[(f +9)" = (f—9)’)=f-g € R([a,b]).

Para probar el item 2., notemos que si como f € R([a,b]) entonces f es acotada y y existen
m, M € R tales que m < f(z) < M. Sea ¢ : [m, M| — R dada por ¢(z) = |z|, z € [m, M]:
entonces ¢ es continua en [m, M]. Por un resultado previo, ¢ o f = |f| € R(]a, b]).

Sea ¢ € {—1,1} tal que |fffdx| =c fabfdx. En este caso, |c f| = |c||f| = | f|; en particular
cf(z) <|f(x)|, x € [a,b]. Aplicando las propiedades de linealidad y monotonia de la integral

de Riemann, podemos ver que
b b b
:c/ fdm:/ cfd:cg/ |f| dx .

/abfdx

5.6 Integracién y diferenciaciéon en una variable real

Teorema 5.35. Sea f € R([a,b]) y definamos la funcion F : |a,b] — R dada por F(x) =
[F f(t)dt, para x € [a,b]. Entonces F estd bien definida y es una funcidn continua en |a, ]
Mads ain, si f es continua en xy € (a,b) entonces F' es diferenciable en xg y F'(zo) = f(xo)

Demostraciéon. Por el Teorema 5.33, la funcién F' estd bien definida en [a,b]. Como f es
integrable entonces es acotada; sea M > 0 tal que |f(t)] < M para todo t € [a,b]. Si
a < x <y <bentonces

\F(y)—F<x>|=\/yf<t>dt—/xf<t>dtr=|/yf<t>dt\ S/y\f(t)ldtSM\y—x\-

La estimacién anterior muestra que F' es uniformemente continua en [a, b]; en particular, F'
es continua.

Supongamos que f es continua en xg € (a,b): dado € > 0 sea & > 0 tal que si t € [a,b] es
tal que |t — x| < & entonces |f(t) — f(xg)| < e. Sea x € [a,b] es tal que 0 < |x —xzo| < Iy
consideremos los siguientes casos:

ler caso: si To < x < Tyt 0 entonces
1

r — T
1

T — 2o

1

r — 2o

Fx) — F(wo)

r — Xy

— f(z0)

/ ") — flao)) de

zo

/ " F(0)dt — flao)

e(r—x9) =c¢

donde hemos usado que

flawo) = — / " fao) dt.

r — T
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la linealidad de la integral y el hecho de que |f(t) — f(x0)| < € para o <t < 2 < 9+ 6.

2do caso: si rg — 0 < x < x( entonces

r — l’o

(:UO —r)=¢

xo_x/ f(xo)d

la linealidad de la integral y el hecho de que |f(t) — f(x)| < € para g — 6 <z < t < x.

1

l’O—ZL‘

Fx) = Fxo)

r — g

— f(z0)

/%uw—ﬂ%»w

To— X
donde hemos usado que

fiUO

Los casos 1 y 2 muestran la existencia de los limite laterales del cociente incremental de los
valores de F' alrededor de g, y que estos limites coinciden con f(xg). Asi, ahora podemos
concluir que

F(z) - F
3 1im ZO 7 E@) _ e
e—zo X — X
de forma que F' es diferenciable en xy y F'(xq) = f(z0). O

Teorema 5.36 (Teorema fundamental del calculo). Sea f € R([a,b]) y supongamos que
existe una funcion F : [a,b] — R continua en [a,b] y diferenciable en (a,b) tal que tal que
F'(z) = f(z) para, x € (a,b). Entonces

/ (@) de = F(b) — Fla).

Demostracién. Sea ¢ > 0; como f € R([a,b]) podemos considerar una particiéon P =
{zo,...,x,} de [a,b] tal que 0 < U(P, f) — L(P, f) < €. Notemos que si 1 < i < n entonces
Flizi 12 ¢ [Ti—1, 2] = R es una funcién continua en [x;_1, ;] y diferenciable en (x;_1, x;);
por el teorema del valor medio existe ¢; € (x;_1,x;) tal que

F(z;) = F(xio1) = F'(t) (@ — xi1) = f(6) (20 — 2-1) -

Utilizando el hecho de que xy = a, x,, = b entonces
F(b) — F(a) = F(z,) — F(wo) = Y F(a;) = F(wim) = Y f(t) (i — wi1) -
i=1

Por otro lado, usando los hechos anteriores y el item 3 del Teorema 5.28, concluimos que

n b
Zf(tl-)Ai—/ fdx| <e.

‘W@—FWDj[fM

Sea f € R([a,b]); en adelante, dados a < b, convenimos en notar

/bafdx:—/abfdeR.
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Corolario 5.37. Sea f : [a,b] — R continua y sea g : [c,d] — (a,b) continua en [c,d] y
diferenciable en (c,d). Extendamos la funcién ¢’ a una funcion ¢’ : [c,d] — R de forma que
g'(c) = ¢'(d) = 0 (los valores anteriores se determinan de forma arbitraria!) y supongamos
que ¢ € R([c,d]). Entonces la funcion fog-g € R([c,d]) y vale que

d g(d)
/fog-g/dx: f dx.
c g(c)

Demostracion. Consideramos la funcién
F(z) —/ f(t) dt para x € la,b|.
Por resultados previos la funcién F' es continua en [a,b] y diferenciable en (a,b) de forma
que F'(z) = f(x), x € (a,b). Asi, por el teorema anterior
g9(d)
" f(&)dt = F(g(d)) — F(g(c)),
g(c

en donde consideramos la convencién previa, cuando g(c) > g(d)) (y en ese caso también vale
la identidad! ejercicio). Por otro lado, F o g es una funcién continua en [c, d| y diferenciable
en (c¢,d): més adn, por la regla de la cadena

(Fog)(x)=F'(g(z))-g'(x) = fog(z)-g(x) para z€ (cd).

Aplicando nuevamente el teorema anterior concluimos que

/ fog g di=F(g(d) - Flg(c)).

El resultado es una consecuencia de las identidades previas. O

Corolario 5.38 (Integracién por partes). Sean F,G : [a,b] — R funciones continuas en
la,b] y diferenciales en (a,b) y notemos f(x) = F'(x), g(x) = G'(x), x € (a,b). Extendamos
f vy g de forma arbitraria a funciones definidas en [a,b] y supongamos que f, g € R([a,b]).
Entonces

b b
/ Fegde— [F(b)-G(b)—F(a)-G(a)]—/ f-Gdr.
Demostracion: ejercicio. O

5.7 Integracién de funciones vectoriales

Definicién 5.39. Sea F : [a,b] — R* y sean fi,..., fi : [a,b] — R las funciones coordenadas
de F. Decimos que F' es integrable Riemann en [a,b], notado F' € R([a,b]) si cada f; €
R(la,b]), 1 <j < k. En este caso definimos la integral

/;de:(/abfldxa---,/abfkdx)GR’“'

116



Teorema 5.40. Sean F, G : [a,b] — R* tales que F, G € R([a,b]) y sea a € R entonces:

1. Linealidad: F+ G, a-F € R([a,b]) y

b b b b b
/(F+G)dx:/Fdw+/de€Rk Yy /a-Fdx:a-/FdeRk.

2. Si H : [a,b] - R* es acotada y a < ¢ < b entonces: H € R([a,b]) si y solo si
Hljoqg € R([a,c]) y H|ep) € R([c,b]). Mds atin, en este caso

b c b
/de:/Hd:H—/deeR’“.

3. Supongamos que existe P : [a,b] — R* continua en [a,b], diferenciable en (a,b) y tal
que P'(x) = F(x), = € (a,b). Entonces

/bF dzx = P(b) — Pla) € RF.

4. La funcion I : [a,b] — R* dada por
I(x) :/ F(t) dt para x € [a,b]

resulta continua en [a,b]. Ademds, sizo € (a,b) es tal que F' es continua en xo entonces
I es diferenciable en xo y I'(xo) = F(xp).

5. Sea |F| : [a,b] = R la funcion dada por |F||(z) = ||[F(x)|| € R, x € [a,b]. Entonces

||| € R([a,b]) y se tiene que
b b
‘/Fdx §/||F||dm

Demostracién. Los items 1.,2.,3. y 4. son ejercicios (sugerencia: usar la definicién de integral
de funciones de una variable real a valores vectoriales y reducir la prueba al caso de funciones
de una variable a valores reales).

En lo que sigue, verificamos el item 5. Sean fi,..., fi : [a,b] — R las funciones coordenadas
de la funcién F, es decir: F(z) = (f;(z))i—; € R*, = € [a,b]. Como cada f; € R([a,b])

entonces, usando resultados previos, concluimos que ij € R([a,b]), 1 < j < k. Entonces
h = Z?Zl fj2 € R([a,b]). En particular, h es una funcién acotada y existe M € R tal que
0<h< M. Sea ¢ :[0,M] = R dada por ¢(z) = z/2, 2 € [0, M]. En este caso ¢ es una
funcién continua; entonces ¢oh = || F|| € R([a,b]). Usando la definicién de integral de F' en
[a, b] podemos ver que

b
/Fda:

2 k k

S ([ ra) S [ ([ [E([00)

j=1 j=1
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Usando la desigualdad de Cauchy Schwarz podemos dar una cota superior a la funciéon que
aparece dentro de la ttlima integral: dado x € [a, b] tenemos que

B(f s = (£ ([ 09)) " (Soer)
[ra

A 1/2
2
() -
Utilizando la estimacion anterior y la propiedad de monotonia de la integral, podemos con-

j=1
cluir que
b b
/ ( [ 5 czt) f dr < YRLEIS

El resultado se obtiene de simpliﬁcar en la desigualdad entre el primer y ultimo miembro en
la dltima cadena de desigualdades. O]

b

b
Fdac F dx

5.8 Ejercicios

Ejercicio 99. Sea f la funcién definida por: f(z) = 0 si x es irracional y f(z) = 1 si x es
racional. Probar que f no es Riemann integrable en ningtn intervalo [a, b].

Ejercicio 100. Sea f : [2,8] — R, dada por x + 1/23, y para todo n > 1 definimos la
particion 4

— {2 0<i<n}
donde n™ = 4.

1. Calcular
L(Qn, f),  U(Qn, f)

Pueden asumir que para |z| < 1,
r — ot
et
1-z
2. Probar por definicién que f es integrable Riemann sobre [2,8] y hallar el valor de la

integral.

Ejercicio 101. Supongamos que f es dos veces diferenciable en (0,00), f* estd acotada en
(0,00) y f(x) — 0 cuando x — co. Probar que f (z) — 0 cuando x — oo.

Ejercicio 102. Sea f : R — R, decimos que z es un punto fijo de f si f(z) = z.

a) Si f es diferenciable y f'(t) # 1 para todo ¢ € R entonces f tiene como mucho un punto
fijo.

b) Probar que la funcién definida por
fO)=t+(1+e),

no tiene puntos fijos y que 0 < f'(t) < 1 para todo t € R.
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c) Si existe una constante A < 1 tal que |f'(t)| < A, para todo ¢ € R, entonces f tiene un
punto fijo z, y = lim z,, donde x; es un nimero real arbitrario y

Tpy1 = f (xn)v
paran=1,2,...
Ejercicio 103. Sea f una funcién real diferenciable definida en (a, b).
a) Demostrar que f es convexa si y sélo si f es mondtona creciente.

b) Suponer que f"(z) existe para todo = € (a,b). Probar que f es convexa si y sélo si
f"(z) > 0 para todo x € (a,b).

Ejercicio 104. Sea f una funcién diferenciable sobre [a, b] tal que f(a) = 0y que existe un
niimero real A tal que |f'(z)| < A|f(z)| para todo z € [a,b]. Probar que f = 0.

Ejercicio 105. Supongamos que existen f (), ¢ (x), ademés ¢ (x) # 0, y que f(z) = g(x) =

0. Probar que /
10 1@

=eg(t)  g'(x)

Ejercicio 106. Supongamos que f es continua en [a,b] y sea ¢ > 0. Probar que existe

0 > 0, tal que
f(tiii(x)_f’(m) < e

siempre que 0 < [t — z| < d;a < x < bja <t < b. Podria expresarse esto diciendo que f
es uniformemente diferenciable en [a,b] si f  es continua en [a,b]. ;Se cumple esto también
para las funciones vectoriales?

Ejercicio 107. Suponer que f es continua para z > 0, f existe para z > 0, f(0) =0y f
es monodtona creciente. Probar que la funcién definida por g(x) = f(x)/x (para z > 0) es
mondtona creciente.

Ejercicio 108. Supongamos que f tiene derivada finita en (a,b) y es continua en [a, b] con
f(a) = f(b) = 0. Probar que para todo ntimero real A existe ¢ en (a, b) tal que f (c) = Af(c).
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6 Espacios de funciones

Un tipo muy importante de espacio vectorial son los espacios formados por ciertos tipos de
funciones. En este capitulo vamos a estudiar un tipo de métrica en espacios de funciones
conocida como métrica uniforme. En algunos casos, los limites en la métrica uniforme de
sucesiones formadas por funciones que tienen cierta propiedad heredan esta propiedad (por
ejemplo, el limite uniforme de una sucesién de funciones continuas resulta continuo). Ademés
de la topologia inducida por la métrica uniforme, se pueden considerar otro tipo de topologias
(que no provienen de métricas!) en los espacios funcionales. Vamos a hacer una descripcién
informal de estas topologias y las vamos a comparar con la topologia de la métrica uniforme.

6.1 Convergencias en espacios de funciones

Definicién 6.1 (Convergencia puntual). Sea E un conjunto, (Y,;d) EMy f : E — Y,
fn: E =Y funciones, n € N*. Decimos que la sucesion (f,),>1 converge puntualmente a la
funcién f si: para todo x € F la sucesién (f,(z)),>1 converge a f(x) en (Y,d). A

Con las notaciones de la definicién anterior, notemos que (f,),>1 converge puntualmente a
la funcién f si: para todo z € E' y para todo € > 0 existe ng = ng(x,e) > 1 tal que

d(fu(z), f(x)) <e paratodo n >ng.

Obs 6.2. Sea E un conjunto (Y,d) un EM completo y f, : E — Y funcién, n € N*.
Supongamos que para cada x € E se tiene que (f,(z)),>1 es una sucesién de Cauchy en
(Y,d). Como (Y,d) es un espacio métrico completo, sabemos que la sucesion (f,(x))n>1
converge. En este caso podemos definir f : E — Y determinada por f(z) = lim, s fn(7),
x € E. Asi, queda determinada la funcién f de forma que la sucesién (f,),>1 converge
puntualmente a f. A

Obs 6.3. Sean (X, dx), (Y, dy) espacios métricos, f: X =Y, f, : X — Y funciones, n > 1.
Supongamos ademds que f, es funcién continua, n > 1, y que (f,),>1 converge puntualmente
a f. Entonces, en general, no podemos deducir que el limite (puntual) f sea una funcién
continua. Para verificar esta afirmacién, consideramos el siguiente ejemplo:

Sea [0,1] con la métrica usual (como subespacio de R) y para cada n > 1, sea f, : [0,1] —
[0,1], dada por f,(x) = z", x € [0,1]. Entonces cada f, es funcién continua en [0, 1].
Ademas, la sucesion (f,),>1 converge puntualmente al limite f : [0,1] — [0,1] dado por
f(z) =0siz €[0,1)y f(1) =1 (ejercicio). Es claro que f no es una funcién continua en
este caso. A

El ejemplo anterior muestra que la nocién de convergencia puntual es mas bien débil, en
el sentido que no permite garantizar que el limite puntual de funciones continua sea una
funcion continua. La siguiente nocion de convergencia, que es mas fuerte, si va a permitir
obtener conclusiones del estilo anterior.

Definicién 6.4. Sea E un conjunto, (Y,d) EMy f: E =Y, f,: F — Y funciones, n € N*.
Decimos que la sucesion (f,,),>1 converge uniformemente a la funcién f si: para todo € > 0
existe un ng > 1 tal que

sup{d(fn(x), f(x)): € E} <e paratodo n>ng.
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Obs 6.5. Con las notaciones de la definicién anterior, supongamos que (f,,),>1 converge
uniformemente a la funcién f: entonces (f,,),>1 converge puntualmente a la funcién f. En
efecto, dado z € E y € > 0 entonces existe ng > 1 tal que si n > ng entonces

d(f(2), fn(2)) < sup{d(f(z), fu(2)) : © € E} <e.

En general, la reciproca de la afirmacién anterior no vale (veremos un ejemplo mas adelante).

A

Definicién 6.6. Sea X un conjunto, (Y,d) EM, f, : X — Y funcién, n > 1. Decimos que
la sucesién (f,)n>1 es uniformemente de Cauchy si: para todo € > 0 existe ng > 1 tal que si
m, n > ng entonces

sup{d(fn(x), fm(x)): T€ X} <e.
A

Teorema 6.7. Sea X un conjunto, (Y,d) EM completo y f, : X — Y funcion, n > 1.
Entonces existe una funcion f: X —'Y tal que la sucesion (fn)n>1 converge uniformemente
a f siy solo sila sucesion (fn)n>1 es uniformemente de Cauchy.

Demostraciéon. Supongamos que existe una funcién f : X — Y tal que la sucesion (f,)n>1
converge uniformemente a f. Dado € > 0 entonces existe ng > 1 tal que si n > ng entonces
sup{d(fn(x), f(x)) : x € X} < e/2. En este caso, si n, m > ng entonces: si z € X tenemos
que

d(fu(2), fm(2)) < d(fu(2), [(2)) +d(f(2), fm(2)) <€/2+ /2 =¢.

Tomando supremo sobre todo z € X

sup{d(fn(2), fn(2)) : z € X} <e.

Lo anterior muestra que la sucesién (f,,),>1 es uniformemente de Cauchy.

Reciprocamente, supongamos que la sucesion (f,,),>1 es uniformemente de Cauchy. Entonces,
dado z € X se tiene que (f,,(2))n>1 es una sucesiéon de Cauchy. En efecto, sea e > 0: entonces
existe ng > 1 tal que si m, n > ng

d(fn(2), fm(2)) < sup{d(fn(2), fn(z)) - 2 € X} <e. (15)

Por las Observacion 6.2 concluimos que existe f : X — Y tal que (f,),>1 converge puntual-
mente a f. Sea & > 0 fijo: usando nuevamente la hipdtesis existe ng > 1 tal que si m, n > ng
vale la Eq. (15). Recordemos que como la funcién Y 5 y — d(y, yo) es una funcién continua
(para todo yp € Y fijo) entonces, si z € X y n > nyg:

d(f(2), fa(2)) = d( ~ lim_ fo(2), fu(2)) = = lim_ d(fm(z), fu(z)) <€

m—o0, m>mo Mm—00 , M>M0 N

~~

<e

Como z € X era arbitrario, concluimos que si n > ny entonces

sup{d(f(z), fu(z)) : x € X} <e.

Notemos que los hechos anteriores muestran que la sucesion (f,,),>1 converge uniformemente
a f. O]
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Definicién 6.8. Sea X un conjunto y consideremos un espacio vectorial dotado de una
norma (V,|| - ||) (el ejemplo es mds relevante para nosotros es: (RF,|| - ||) con la norma
euclidea). Consideramos la métrica d(u,v) = |ju — v||, para u, v € V.

Sean f: X =V, f,: X — V funciones, n > 1. En este caso, paran > 1 podemos considerar
la suma parcial s, : X — V dada por

sp(x) = filz) + ...+ fulz) = ij(x) €V para z€X,

donde la sumatoria denota la operacién suma en el espacio vectorial (suma de vectores).
Decimos que

1. la serie ) ., fn converge puntualmente a f si (s,),>1 converge puntualmente a f, es
decir: -

para todo x € X y € > 0 existe ng = ng(z,e) > 1 tal que para todo n > ng se tiene
que [lsa(z) — ()] < &
2. la serie ) ., f, converge uniformemente a f si (s,),>1 converge uniformemente a f,

es decir:

para todo € > 0 existe ng = ng(e) > 1 tal que para todo n > ng se tiene que
sup{||sn(z) — f(z)]] : v € X} <e.
A

Teorema 6.9 (Criterio de Weierstrass para series de funciones). Sea X un conjunto, f, :
X — RF funcién, n > 1. Supongamos que para cada n > 1 existe M,, > 0 tal que

1 [ fa@)|| £ My, para z € X, n>1;

2. D 1 M < 00.
Entonces existe f: X — R tal que la serie Y, -, [ converge uniformemente a f.
Demostracién. Veamos que la sucesién de sumas parciales (s, )n>1, sn() = Y7 fi(z) € R,
x € X, es uniformemente de Cauchy. Para eso, fijamos un € > 0: como la serie del item 2

converge, existe ng > 1 tal que para m > n > ng vale que Z;”:nﬂ M; < ¢/2. En este caso,
sim>n>ngyx € X entonces

d(sm (@), 50(7)) = |sm(x) = su(2)] = HZf;’(@ —ij(x)H = |l Z fi(@)]l

< D@l Y] My<e)2

j=n+1 j=n+1
Como x € X era arbitario, concluimos que si m > n > ng entonces
sup{d(sm(x),sn(z)): v € X} <eg/2<e.

Lo anterior muestra que sucesién de sumas parciales (s,),>1, s uniformemente de Cauchy.

Por el Teorema 6.7 (usando que (R¥ || - ||) es EM completo) concluimos que existe f :
X — R* tal que (s,)n>1 converge uniformemente a f. Entonces la serie Y. _, f, converge
uniformemente a f, por definicion. O
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6.2 Convergencia uniforme

Obs 6.10. En lo que sigue vamos a usar el siguiente hecho: si (Y,d) es espacio métrico
Y (an)n>1, (bn)n>1 son sucesiones en Y que convergen a a € Y y b € Y respectivamente,
entonces

d(a,b) = lim d(a,,b,).

n—oo

(ya hemos usado este tipo de afirmaciones). En efecto: dado e > 0 entonces existe ng > 1
suficientemente grande tal que si n > ng entonces d(a, a,), d(b,b,) < /2. Asi, si n > no,
usando desigualdad triangular (varias veces) vemos que

d(a,b) < d(a,a,) + d(ay,b,) + d(bn, b) < d(an,b,) + €,
d(an,b,) < d(an,a) + d(a,b) + d(b,b,) < d(a,b) + €.

Las desigualdades anteriores muestran que |d(a,b) — d(ay, b,)| < € para n > ng, que prueba
nuestra afirmacion.

De forma similar, si (X,dx) esEM, EC X,z € E'y f, g: E— Y son tales que
limf(t)=a vy 71img(t) =b = Ellimd(f(t),g(t)) = d(a,b).
—z —z

t—x

Esta tdltima afirmacién es un ejercicio (sugerencia: se puede usar la caracterizacién de la
existencia de limite con sucesiones que hemos visto en un capitulo anterior, junto con la
primer parte de la observacién). A

Teorema 6.11. Sean (X,dx), (Y,dy) EM’s, tales que (Y,dy) es completo, sea E C X y
x€FE. Sean f: E =Y, f,: E =Y funciones, n > 1. Supongamos que (fn)n>1 converge
uniformemente a f en E: si suponemos ademds que existe lim;_,, f,(t) = A, € Y paran > 1
entonces existe lim,,_,oo A, = A €Y. Ademdas, se verifica:

lim lim f,(¢t) =lim f(f) = A = lim lim f,(¢).

t—x n—00 t—x n—oo t—x
Demostracién. Sea e > 0: como (f,,),>1 es uniformemente convergente, entonces es uniforme-
mente de Cauchy: asi, existe ny > 1 tal que si n, m > ng entonces sup{dy (f.(2), fm(2)) : 2z €
X} < e. Usando propiedades de la funcién distancia y el hecho de que lim;_,,. f,,(t) = A, € Y,
n > 1, vemos que: si n, m > ng entonces

_ . : o <
(A Ap) = dy (i £,(0).lim £ (8) = i d(a(0), S (1) < .
<e
donde el hecho de que los limites se puedan sacar fuera de la funcion distancia es una

consecuencia de la Observacién 6.10. Asi, la sucesion (A, ),>1 es de Cauchy en (Y, dy): como
este es un EM completo, existe A € Y tal que lim,,_,,, A, = A.

Usando la desigualdad triangular para la distancia (dos veces) tenemos que sin > 1yt € E:

dy (f(t), A) = dy (f(t), fu(t)) + dy (fn(t), An) + dy (An, A) . (16)

Asi, dado € > 0, sea ny > 1 tal que dy(f(t), fu(t)) < ¢/3, para todo t € E y para todo
n > ny (que existe porque (f)n>1 converge uniformemente a f en E); por otro lado, sea
ny > 1 tal que dy (A,, A) < ¢/3, para todo n > ny. Sea ng > max{n;, ny} fijo: en este caso,
existe 0 > 0 tal que si t € E es tal que 0 < dx(z,t) < § entonces d(fn,(t), An,) < /3. En
este caso, usando la Eq. (16) con n = ng vemos que si t € E es tal que 0 < dx(x,t) < ¢
entonces dy (f(t), A) < e. Lo anterior muestra que existe lim;,, f(t) = A. O
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Teorema 6.12. Sean (X,dx) y (Y,dy) EM’s y sean f, : X — Y funciones continuas, n > 1.
Si f: X =Y es funcion tal que (f)n>1 converge uniformemente a f, entonces f es funcion
continua.

Demostracion. Veamos que f es una funcién continua en x € X: six € X es punto aislado no
hay nada que probar. Si z € X’ entonces, por hipdtesis existe lim; . f,.(t) = f.(z)(= An),
n > 1 (porque f, es continua en z € X’). Por el teorema anterior existe limy;,, f(t) =
lim, 00 fn(z) = f(x) (donde la dltima igualdad es porque la convergencia uniforme implica
la convergencia puntual). Lo anterior muestra que f es continua en z € X’. Entonces f es
continua en todo punto de su dominio (y luego es continua a secas!). ]

Ejemplo 6.13. Consideremos X = [0, 1] con la topologia usual y sea f, : X — R dada por
fn(x) = 2™, x € [0,1]. Entonces (f,),>1 es una sucesion de funciones continuas; més atn, esta
sucesiéon converge puntualmente a la funcién f : [0,1] — R dada por f(x) =0,z € [0,1) y
f(1) =1 (verificar!). En este caso, como la funcién limite puntual no es continua, la sucesién
(fn)n>1 no converge uniformemente a f (de hecho, la sucesion (f,),>1 no es uniformemente
de Cauchy! porqué?) A

Teorema 6.14 (de Dini). Sea (X,d) EM compacto y sea f, : X — R continua, n > 1. Sea
f: X — R continua tal que

1. (fa)n>1 converge a f puntualmente en X ;

2. fn(x) 2 fnJrl(x); NS X; n 2 L.

En este caso (fy)n>1 converge uniformemente a f.

Demostracién. En la prueba vamos a usar la siguiente propiedad de interseccién finita (pif)
en compactos: si {K;}ier es tal que K; C X es compacto (en nuestro caso sii K; es cerrado
en X)y NierK; # () para todo F' C I conjunto finito y no vacio, entonces N;e; K; # 0.

Notemos que como la sucesién (f,(x)),>1 es decreciente entonces f(z) = lim,, oo fin(z) <
fn(z), n>1. Sea ¢ > 0: en este caso queremos verificar que existe ng > 1 tal que si n > ng
entonces 0 < f,,(z) — f(z) < € para todo € X. Para esto, definimos g, = f,— f : X — R>g
continua, n > 1. Con esta notacién, vemos que basta probar que existe ng > 1 tal que si
n > ng entonces 0 < g,(x) < ¢ para todo = € X.

Notemos que por construccién ¢, > gn11, n > 1 (es decir (g,)n>1 €s una sucesién decreciente
de funciones continuas). Ademds, por hipdtesis, lim, . g,(z) = 0, x € X. Definamos

K,={r€X:g.(x)>c}=g,"(e,+0)) C X para n>1.

Como g, es continua (y [¢,+00) C R es cerrado) vemos que K,, C X es cerrado, y luego
compacto, n > 1. Ademéds, si x € K, ;1 entonces ¢ < g,11() < gn(x) que muestra que
x € Ky;asi, K, 1 C K,,,n>1. Asi, si FF C N* es conjunto finito y no vacio, n = max F € N*
vemos que

NjerK; = K, .

De esta forma, si suponemos que K, # 0, n > 1, entonces NjcrpK; # 0, para todo FF C N*
finito y no vacfo. Por la pif, concluimos que N,>1K, # 0: pero si x € N,>1 K, entonces
gn(z) > €, n > 1, en contra del hecho de que lim,,_,o g,(z) = 0. Esta contradiccién surge
de suponer que K,, # (), n > 1. Ahora vemos que debe existir ng > 1 tal que K,, = 0; en
este caso, si n > ng vemos que K,, C K,, = ) de forma que si x € X, 0 < g,(x) < e. Por la
primer parte de la prueba, esto muestra que (f,),>; converge uniformemente a f. O
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Obs 6.15. En el teorema de Dini, la hipdtesis de que X es compacto es esencial. En
efecto, consideramos el siguiente ejemplo: sea f, : (0,1) — R dada por f,(z) = #H,
x € X. Entonces (f,)n>1 es una sucesién decreciente de funciones continuas, que converge
puntualmente a la funciéon nula 0 : X — R, que es continua. Sin embargo, la sucesiéon no

converge uniformemente a la funcién nula (verificar!) A

Obs 6.16. Consideramos sucesiones (a;;);>1 en R, para 1 < j < m (es decir, la primer
sucesion es (a;1)i>1, la segunda es (a;2);>1; la m-ésima serfa (a;,,)i>1). Supongamos que las
series correspondientes convergen

n

3 lim Zam :Zaiﬂ' =A; para 1<j7<m.

n—oo
i=1 i>1

En este caso podemos considerar la sucesion (2721 a;;)i>1. En este caso, la serie correspondi-
ente también converge: si calculamos la sucesion de sumas parciales, usando la asociatividad
y conmutatividad de la suma en R

m n m

n m m
> ADa|=> D | — > aiy | =D A,
n—oo
J=1 =1

i=1 i— j=1 i=1 7j=1 i>1

donde la convergencia indicada es consecuencia de nuestra hipétesis inicial (verificar!). Pode-
mos re escribir le hecho anterior como la identidad

m o0

o m
E Qi = E E :am‘

j=1 i=1 i=1 j=1

En el caso de una sucesidn de sucesiones (a;;);>1, para j > 1, el andlisis es mas sutil. El
siguiente es un resultado relacionado con el estudio de este caso. A

Teorema 6.17 (Fubini para series dobles). Sea (a; ;)i j>1 una sucesion doble en R. Supong-
amos que

o
Z la; ;| =b; €Rsg  para i>1.
=1

Mas ain, supongamos que Y . b; converge en R. Entonces, para cada j > 1 se tiene que la
serie Yy .- a;; converge en R y vale que

[e.o] (e 9] o0 [e.o]
EE i = E E Gij

j=1 i=1 i=1 j=1

Demostraciéon. Definamos g =0y x, = 1/n, n > 1. Sea £ = {z, : n >0} C R con la
métrica usual (como subespacio de R). Entonces Ais(E) = {z, : n > 1}y E' = {0} = {x0},
con lim,,_,o x,, = xo. Para ¢ > 1 definamos f; : £ — R dada por

Doy st n=0;

n .

125



Notemos que los valores f;(zg) estan bien definidos porque las series Zj‘;l a;j son absoluta-
mente convergentes por hipdtesis, para ¢ > 1. Notemos que f; : E — R es funcién continua,
para cada 7 > 1.

Finalmente, sea g : E — R dada por g(z) = Y .-, fi(z), para € E. Entonces g es una
funcién bien definida porque | fi(x)| < 3772, ai | = bi, conlo que 3 77°, | fi(z)[ < 3775, by < o0
(lo anterior dice que la serie que define a g(z) es absolutamente convergente! para todo
x € E). M4s aun, los hechos anteriores nos permiten aplicar el criterio de Wierstrass
(Teorema 6.9) para la convergencia uniforme de series de funciones: en efecto, |f;(z)| < b;,
z € E, junto con el hecho de que )°, b; < oo garantizan que la sucesién de sumas parciales

sy =S fi, N > 1, converge uniformemente a g (verificar en detalle). Como cada funcién

SN = Y _;_, fi es continua (porque suma de continuas es continua!), la convergencia uniforme
a g en E implica que g resulta continua en E (por el Teorema 6.12).
Los hechos anteriores muestran que

§:§:am:=§:ﬁ0%)=9@m)zgggg@m%
i=1 j=1 i=1

donde hemos usado que g es continua en xy y que lim,,_, x,, = xo. Por otro lado, notemos
que para todo j > 1

00 o0
|ai7j| < bz — Z |am~| < Zbl < 0.
=1 =1

Asi, la serie Y7 a; j converge en R para todo j > 1. Por la Observacién 6.16 vemos que

S o) = g > fion) = Jim DD i = i D D ong =D D eus

i=1 j=1 j=1 i=1 §>1 i=1

Definicién 6.18. Sea (X, d) EM. En este caso definimos:

1. Cy(X,RF) ={ f: X — R*: continua y acotada }. En este caso, existe r > 0 tal que

fX)CB0)={z€R: |z <7} = 0<||f(x)]|<r para x€X.
2. Si f € Cy(X,RF) entonces definimos

[flloe = sup{[lf(2)[| : = € X} € Rxp.
||/ lloo esté bien definida (ver {tem 1) y es llamada norma supremo (6 norma infinito).
A
Obs 6.19. Con la notacién de la definicién anterior, notemos que (ejercicios!)

1. Cy(X,R¥) es un R-espacio vectorial con la suma y la accién escalar puntual: es decir,
sif, g€ Cy(X,RF) vy a € R entonces af + g : X — R” satisface af + g € Cp(X,RF)
(verificar).

2. Si f, g € Cy(X,R¥) entonces (f, g) : X — R satisface (f, g) € Cy(X,R).
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3. Dada f, g € Cy(X,R¥) y a € R entonces:

(a) || fllec =0 siy solosi f = 0;

() [l flloo = lev| [ flloos

(©) [If + glloe < 1 flloo + [l
)

(d) [I{fs 9)lloo < 11 flloc - [1glloo-

Los hechos anteriores muestran que || - [|oo : Cy(X, R¥) — R5q es una norma en el R espacio
vectorial Cy(X, R¥). En particular, podemos considerar la métrica

doo(f,9) = If = glloo = sup{[|f(z) —g(z)|| : =€ X} vpara [, g€ C(X,R").

Asi, dada una sucesién (f,).>1 en Cy(X,R¥) v f € Cp(X,R*) entonces lim,, o fn = f en
(Co(X,R¥),dy) siy solo si (fy)n>1 converge uniformemente a f. En este sentido, dy, es
llamada la métrica de la convergencia uniforme. A

Teorema 6.20. Sea (X,d) EM. El espacio métrico (Cy(X,R¥),dy) es completo.

Demostracién. Consideremos (f,,),>1 una sucesién de Cauchy en (Cy(X,R*), d.,). Asi, dado
e > 0 existe ng > 1 tal que si n, m > ngy entonces

oo (s ) = sup{|[ fn(2) = S ()| = 2 € X} = sup{dps (fu(2), fm(y)) - v € X} <e.

Lo anterior muestra que (f,,),>1 €s una sucesién uniformemente de Cauchy entre los espacios
métricos (X, d) y (R¥, dgx). Como (R¥, dgx) es completo, el Teorema 6.7 muestra que existe
una funcién f: X — RF tal que (f,)n>1 converge uniformemente a f. Por el Teorema 6.12
vemos que f : X — R” resulta una funcién continua. M4s atin, sea ny > 1 tal que para
n = no,

sup{drx(fn(z), f(z)): x € X} < 1.

En este caso,

[P = 11LF (@) = Fao ()| + o (@) ST+ [[frglloo para e X

Lo anterior muestra que ||f|lec < 14 ||fnglloo < 00. Asi, f € Cy(X,RF); finalmente, como
(fn)n>1 converge uniformemente a f, vale que lim, o doo(fn, f) = 0, por definicién (veri-

ficar!). O

Teorema 6.21 (Convergencia Uniforme e integracion). Sea (f,,)n>1 una sucesion en R(|a, b))
(funciones integrables Riemann) y sea f : [a,b] — R. Si (f,)n>1 converge uniformemente a
f entonces f € R([a,b]) y

n—oo a

/b f(z) de = lim bfn(a:) dx .

Demostracion. Notemos que en este caso, f es funcion acotada: en efecto, sea ny > 1
tal que si n > ny entonces |f(z) — f.(z)] < 1, para z € [a,b]. Como f, € R(|a,b])
entonces resulta acotada y existe M > 0 tal que |f,,(x)] < M, para x € [a,b]: entonces,
[f(@)] < |f(2) = foi (@) + [fr, (2)] 1+ M, para z € [a,b].
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Veamos que f es integrable: para eso, sea € > 0: por hipdtesis existe ng > 1 tal que si
n > ng entonces sup{|f(z) — fu(z)| : = € [a,b]} < e. Asi, si n > ny entonces

folz) —e < f(x) < fu(x) +e  para x € [a,b]. (17)

Fijemos n > ng: como f,, € R([a,b]) entonces existe P = {xy, ..., Z,,} una particién de |a, b|
tal que U(P, f,) — L(P, f,) < e. Notemos que si consideramos

M;(n) =sup{fu(z): z € [z;m, ]} y my(n) =inf{fn(z): z€[r;iy,2]}, 1 <i<n
y de forma similar
M; =sup{f(z): z€lri,z]} vy my=inf{f(x): z€zi,x]}, 1<i<n
entonces, la desigualdad en la Eq. (17) muestra que
mi(n) —e<m; y M <M(n)+e para 1<i<m.

Si multiplicamos las desigualdades anteriores por A; = z; — x;-1 > 0 (de forma que las
desigualdades se preservan) y sumamos, vemos que

L<P7fn) _S(b_a) < L(Paf) < U(Pvf) < U<P7fn)+5<b_a)
donde usamos que » " | A; = b — a. Lo anterior muestra que
UP, f)—L(P, f) <2(b—a)+e=¢(2(b—a)+1).

Como ¢ > 0 es arbitrario, la estimacién anterior muestra que f € R([a,b]).
Asi, si n > ng entonces |f — fu| € R([a,b]) (por resultados previos) y |f(x) — fu(x)] < e,
para x € [a,b]: en particular, vemos que

[ 1@t [ nw wi=1 [0 - s < [ 156 - @) d <o),

]

Ejemplo 6.22. Un pregunta natural es si el resultado anterior puede valer asumiendo la
convergencia puntual (que es una hipdtesis mas débil). El siguiente ejemplo muestra que no.

Recordemos que el conjunto A = QN[0, 1] es numerable. En este caso, podemos considerar
una funcién biyectiva h : N* — A. Vamos a considerar los conjuntos A4,, = {h(1),...,h(n)} C
A, n > 1. Notemos que A =U,>14,.

Por un lado, la funcién f :[0,1] — R dada por f(z) =1siz € A, f(zr) =0siz ¢ Aes
tal que f ¢ R([a,b]) (ejercicio!). Por otro lado, si consideramos la funcién f, : [0,1] — R
dada por f,(z) = 1siz € A, f.(x) =0sixz ¢ A, entonces f,, € R([a,b]) (porque f, es
continua, salvo en una cantidad finita de puntos: los de A,!). Ademds, es sencillo verificar
que la sucesion (f,,)n>1 converge puntualmente a f. Asi, el limite puntual de esta sucesién
de funciones integrables Riemann no resulta integrable Riemann. A

Teorema 6.23. Sea (f,,)n>1 una sucesion en R([a,b]) (funciones integrables Riemann) y sea
fila,b] = R. Sila serie ) -, fn converge uniformemente a f entonces f € R([a,b]) y

/abf(g;) d:z::Z/abfn(x) di .

n>1

128



Demostracion. Para N > 1 consideramos sy = Y.~ f, € R([a,b]). Por hipétesis, la
sucesion (sy)n>1 converge uniformemente a f. Por el Teorema anterior y las propiedades
(de linealidad) de la integral concluimos que f € R([a,b]) y

/abf( dz = lim an d:c:Nnng/fn dx—Z/fn

n>1

En particular, la serie 3, f fn(z) dx converge. [

Con la notacién del teorema anterlor, si escribimos la identidad f = )" ., f. (en el sentido de
la convergencia uniforme de la sucesién de sumas parciales que mencionamos antes) entonces
el resultado se puede escribir como

/ (an> dx—n>1/ fo dx .

n>1

Teorema 6.24 (Convergencia uniforme y diferenciacién). Sea f, : [a,b] — R funcion con-
tinua en [a,b] y diferenciable en (a,b), n > 1. Supongamos que existe o € [a,b] tal que
(fu(x0))n>1 converge en R y que la sucesion (f))n>1 converge uniformemente en (a,b). En
este caso, existe f : [a,b] — R tal que

1. (fa)n>1 converge uniformemente a f en |a,b]
2. [ es diferenciable en (a,b) y (f!)n>1 converge uniformemente a f' en (a,b).

Demostracién. Sea € > 0y sea ng > 1 tal que |f,(x0) — fin(z0)| < /2y |fL(t) — f1.(t)] <
ﬁ, para t € (a,b), n, m > ng. Dados n, m > ng, z,t € [a,b] podemos aplicar el teorema
del valor medio a f, — f,, en el intervalo cerrado determinado por x y ¢, y concluir que

’(fn - fm)<t> - (fn - fm)(x>| < m

|t—x|§g, n,m>mng, x,t€ la,bl. (18)

Entonces, notemos que si n, m > ny,

[(fn = f) (@) < N(fr = fon) (@) = (fu = fon) (@0)| + | fu(w0) = frnlwo)| <€, z € [a,b].
La estimacién anterior muestra que (f,),>1 es uniformemente de Cauchy en [a,b]. Por un
resultado previo, sabemos que existe una funcién f : [a,b] — R tal que (f,),>1 converge
uniformemente a f. En particular, f es continua en [a, b].

Fijemos z € (a,b) y definamos

o fn(t)_fn(x> o f(t)_f(x)
Entonces lim,, o ¢, (t) = ¢(t), t € [a,b] \ {x}; por otro lado, lim; ., ¢,(t) = f/.(x), n > 1.
Ademas, la Eq. (18) muestra que
£

0u(t) = 0nl0)] € g s mm o € fat]\ {a)
de forma que las restricciones (¢n\[a,b}\{x})nz1 son uniformemente de Cauchy. Entonces
(én|[a,b)\{2} )n>1 converge uniformemente a @[\ 23 (Porque?). Como z € ([a,b] \ {x})" en-
tonces, por el Teorema 6.11 vemos que
/ I K T . . /
f'(w) =limg(t) = lim lim ¢,(¢) = lim lim ¢, () = Tim f,(2)

Asi, existe f'(z) = lim,, o f/(2), z € (a,b). Finalmente, notemos que como ( f!),>1 converge
uniformemente, entonces debe converge uniformemente a su limite puntual (que es f'). [
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6.3 Familias equicontinuas de funciones

Definicién 6.25. Sea E un conjunto y sea F C {f: E — R, funcién}. Decimos que

1. F estd puntualmente acotada si para cada = € E existe M, € R tal que |f(z)| < M,,
para toda f € F.

2. F estd uniformemente acotada si existe M € R tal que |f(z)| < M, para todo z € E
y toda f € F.

A

Obs 6.26. Sea (K,d) EM compacto; si C(K,R) = {f : K — R, f es continua} entonces
C(K,R) = Cy(K,R) (si f € C(K,R) entonces la funcién continua |f| alcanza su valor
maximo en el compacto K'). En este caso podemos considerar la métrica do, en C(K,R) (la
métrica de la convergencia uniforme). Un problema interesante es determinar cuales son los
subconjuntos F C C'(K,R) que son compactos con respecto a la métrica d,. En lo que sigue
veremos algunas nociones relacionadas con este problema.

Definicién 6.27. Sea (X,d) EM y sea F C {f : X — R, funcién }. Decimos que F es una
familia equicontinua en X si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que si d(z,y) < & entonces

|f(x) — f(y)| < e, para toda f € F. A

Obs 6.28. Con la notacion de la definiciéon anterior, vemos que si F es familia equicontinua
de funciones entonces cada f € F es una funciéon uniformemente continua, y en particular
continua. A

Teorema 6.29. Sea (K, d) EM compacto y sea (fn)n>1 una sucesion en C(K,R) = Cp(K,R).
Si (fn)n>1 converge uniformemente en K entonces F = {f, : n > 1} C C(K,R) es una
familia equicontinua en K.

Demostracién. Como la sucesion (f,),>1 converge uniformemente en K entonces es uni-
formemente de Cauchy. Asi, dado € > 0, existe ng > 1 tal que si n, m > ngy entonces
| fro = fimlloo < e. Como K es compacto, cada f; es uniformemente continua, 1 < i < ng:
asi, existe 0; > 0 tal que si d(x,y) < §; entonces |fi(z) — fi(y)| < e, para 1 < i < ng. Sea
d =min{d; : 1 <i<ng}>0. En este caso, si d(z,y) < < ¢; entonces |fi(z) — fi(y)| < e,
para 1 <1 < ng. Por otro lado, si n > ngy entonces

|fn(x) - fn(y)| < |fn(x) - fn(y) - (fn()(x) - fno(y))| + |fno(x) - fno(y)|
< fa(@) = fro @)+ 1Y) = fro ()| +€ < 3e.

Las estimaciones anteriores muestran que la familia F = {f, : n > 1} es equicontinua
(verificar con detalle). O

Obs 6.30. Consideremos la siguiente situacién: para cada m > 0, temos una sucesion
(@nm)n>1 de elementos en algun conjunto A.

Vamos a suponer que para todo m > 0, (G m+1)n>1 €8 subsucesion de (apm)n>1. En este
caso, para cada m > 0 existe una funcién estrictamente creciente h,, : N* — N* tal que

Upmtl = Qhp(n),m  Para n >1.
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En esta situacion podemos construir la sucesion diagonal (a,),>1 dada por a,, = ay,,, n > 1:
es decir, el n-ésimo término de la sucesion diagonal es el n-ésimo término de la n-ésima
sucesion !

Veamos que dado m > 0 entonces (G )n>max{1,m} €5 subsucesion de (anm)n>1. Para eso,
fijado m, vamos a tener que construir una funcién estrictamente creciente g, : {n € N* :
n > max{1l,m}} — N* tal que

Un = Opp = Qg (n)m Para n € N° n>max{l,m}.

Para ver que existe una funcién g,, como antes, notamos que si m > 1 entonces a,, = G, m,
de forma que g,,(m) = m; si n > m, usando las funciones hy, m < k <n — 1 tenemos que:

ap = Qpn = ahn71(n),n—1 - ahnfg(hnfl(n)),n—Q - ahnfgohnfl(n),n—Q

T ahn—(n—m)ohn—(n—m)+lo"'oh’ﬂfl(n)vn_(n_m) = agm(n)7m

donde
gm(n) =hyohpiro...0h,_1(n) para n>m.

Asi queda definida la funcién g,, : {n € N*: n > m} — N* tal que a, = @y, = Gy, (n),m:
para n > m. Para completar el argumento, veamos que g,, es estrictamente creciente: si
m < r < s entonces usando que las h;’s son estrictamente crecientes,

m < hn_1<m> < hn_l(’f’) < hn_l(S) — m< h,_q0 hn_l(’i”) < hp_90 hn_1<8) —— ...

m < hpohpiio...0h, 1(r) <hpohpiio...0h, 1(s).

La ultima desigualdad se puede escribir como m < g, (r) < gm(s). A

Obs 6.31. Sea E un conjunto y sean r,, s, : £ — R funciones, n > 1. Supongamos que
(Tn)n>1 €s una subsucesion de (s,),>1: entonces existe una funcién estrictamente creciente
h : N* — N* tal que 7, = spm), n > 1. Entonces, la sucesién numérica (r,(z))n,>1 es
una subsucesién de la sucesién numérica (s,(z)),>1, para x € E. En efecto, basta notar
que la misma funcién h de antes sirve: como 7, = Sp(n) (identidad de funciones) entonces
7 (2) = spmy (), (identidad numeérica) para todo n > 1 (y todo x € EV). A

Teorema 6.32. Sea E un conjunto numerable y sea f, : E — R funcion, n > 1. Supongamos
que la familia F = {f, : n > 1} estd puntualmente acotada en E. Entonces existe una
subsucesion (gn)n>1 de (fn)n>1 tal que: para todo x € E se tiene que la sucesion (g, (z))n>1
converge en R.

Demostraciéon. Como E es un conjunto numerable, podemos numerar los elementos de
E = {z; : i > 1}. Definimos las funciones f,o = f,, n > 1 y construimos la sucesién
(.fn,O)nZl'

Como la familia F estd puntualmente acotada, entonces la sucesion (f,,0(21))n>1 €s una
sucesion acotada en R. Por un resultado de Weierstrass, concluimos que la sucesion tiene una
subsucesion convergente; es decir, existe una funcion estrictamente creciente hy : N* — N*
tal que (fn,(n),0(%1))n>1 €s una sucesion convergente en R.

En particular, la funcién hy determina la subsucesion ( f4,(n),0)n>1 de la sucesion (fn0)n>1-
Para simplificar la notacién, renombramos f,, )0 = fn,1 para n > 1. En resumen (renom-
brando las cosas) hemos constuido (f,1)n>1 que es una subsucesién de (fy,0)n>1, de forma
que la sucesién numérica (f,,1(z1))n>1 converge en R.
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Notemos que la observacién anterior muestra que, en particular, la familia {f,; : n >
1} C F estd puntualmente acotada. Entonces podemos volver a empezar partiendo de
(fai)n>1 ¥ T2 € E. Repetimos el argumento anterior y construimos una sucesion (f,,2)n>1
que resulta una subsucesién de (fy,1)n>1 y tal que (f,2(22))n>1 converge en R.

De esta forma, para cada m > 1 podemos construir una sucesion (fy, ,)n>1 tal que

L. (fam+1)n>1 es subsucesion de (fy,m)n>1, para m > 0.
2. (fum(@m))n>1 converge en R, para cada m > 1.

En este caso podemos definir g, = f,,, para n > 1. Usando el item 1. y la Observacién
6.30, vemos que (gn)n>max{1,m} €S subsucesién de (fy,m)n>1, para cada m > 0. En particular,
(gn)n>1 es subsucesion de (fno)n>1 = (fu)n>1-

En particular, usando el hecho anterior y la Observacién 6.31 concluimos que: si m > 1
entonces (¢, (Zm))n>m €s una subsucesion de la sucesién convergente (fy,m(Zm))n>1 (donde
también usamos el item 2.). Este dltimo hecho garantiza que la sucesién (g, (z,,))n>1 converge
en R, para todo m > 1. Asi, si x € F (es arbitrario) entonces existe m > 1 tal que x = x,, y
entonces la sucesion (g, (z)),>1 converge en R. De esta forma, la subsucesion (g,),>1 tiene
las propiedades requeridas. O

Definicién 6.33. Sea (X,d) EM. Decimos que (X,d) es separable si existe un conjunto
D C X a lo sumo numerable y denso (es decir, D = X). A

Proposicion 6.34. Sea (K,d) EM compacto. Entonces (K,d) es separable.

Demostracién. Sea n > 1; entonces { B/, (%) }zex €s un cubrimiento de K por abiertos. En
este caso, existe un subconjunto finito F,, C K tal que { By, (2)}ser, es un subcubrimiento
(finito) de K. Consideremos D = U,>1 F},; entonces D es un conjunto a lo sumo numerable.
Veamos que D es denso en K: en efecto, sea x € K y sea ¢ > (0: en este caso, queremos
probar que DN B.(x) # 0, que muestra que x € D. Para eso, elegimos n > 1 tal que 1/n <
y notamos que como {Bi/,(%)}zep, €s un cubrimiento de K, existe y € F,, C D tal que
x € Bin(y). Asi, d(z,y) < 1/n < e que muestra que y € D N B.(z) # (. Como = € K era
arbitrario, vemos que K = D. O

Corolario 6.35. Sea (X,d) EM tal que existe una sucesion (K,)n>1 tal que K, C X es
compacto, n > 1 y U,>1K,, = X (en este caso decimos que X es o-compacto). Entonces X
es separable.

Demostracion. Sea D,, C K,, subconjunto a lo sumo numerable y denso en K,, n > 1.
Entonces D = U,>1D,, € X es un conjunto a lo sumo numerable y denso en X (los detalles
son ejercicio). O

Como aplicacién del corolario anterior, notemos que R¥ = U,>, B,,(0), donde B, (0) = {z €
R* : ||z|| < n} es un conjunto compacto en R¥ con la métrica usual, porque es cerrado y
acotado. En este caso, deducimos que R¥ (con la métrica usual) es separable.

Obs 6.36. En el contexto de espacios métricos, la propiedad de ser separable es hereditaria:
es decir, si (X,d) es EM separable y £ C X entonces el subespacio métrico (E,dg) es
separable también. En efecto, en este caso existe D C X conjunto a lo sumo numerable y tal
que D = X. Si D es finito, entonces X es finito (ejercicio) y es claro que E C X es también
finito, y claramente separable. Suponemos entonces que D = {z,, : n > 1} es numerable.
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Si ' = () entonces () es un conjunto a lo sumo numerable y denso en E = (). Supongamos
entonces que F # () y sea e € F un elemento fijo. Para cada par n, m > 1 definimos

enm € Bim(zn) NE  si Byjm(z,) N E # 0

En,m

e si Bim(zn) NE=10.

En este caso, el conjunto F = {€nm : n, m > 1} C E es a lo sumo numerable; ademas, se
verifica que F' = E en (E,dg) (ejercicio). Esto muestra que (E,dg) es separable. A

Notemos que los hechos anteriores muestran, en particular, que si A C R* es cualquier
subconjunto de R* entonces el subespacio métrico (A4,d4) (de R* con la métrica usual) es
separable es decir, admite un subconjunto denso y numerable. Este hecho suele ser muy ttil.

Teorema 6.37. Sea (K,d) EM compacto y sea (fn)n>1 sucesion en C(K) = Cp(K,R).
Supongamos que la familia F = {f, : n > 1} es equicontinua y puntualmente acotada en
K. Entonces

1. Eziste M € R tal que || fnlloc < M, paran > 1;

2. Eziste (gn)n>1 subsucesion de (fn)n>1 que converge en (C(K),dw) a un funcion g €
C(K).

Demostracion. Veamos 1.: como F es una familia equicontinua, fijado ¢ > 0 existe § > 0
tal que si d(z,y) < d entonces |f,(x) — fu(y)| < e, para n > 1. Notemos que en este
caso, {Bs(x)}.ex es un cubrimiento de K por abiertos. Como K es compacto, existe un
subconjunto finito F' C K tal que {Bs(z)}.cr es un subcubrimiento de K. Asi, si x € K
entonces existe p € F tal que © € Bs(p) es decir, d(p,z) < J; en este caso si n > 1,

|fu(z) = fu(p)| < € que muestra que
|fu(@)| < [fu(p)| +& <sup{[fm(P)] : m > 1} +e= M, +¢,

donde hemos llamado sup{|fm(p)| : m>1} = M, € Rso y usado que la familia estd
puntualmente acotada para garantizar que M, es un numero real. Més aun, si definimos
M'" = max{M, : p € F} € R5, entonces la desigualdad anterior muestra que

|fo(x)| <M +e para z2€K = [[foll <M +ec,n>1.

Finalmente, llamamos M = M’ + ¢ y notamos que verifica las propiedades del item 1.

Para verificar el item 2. notemos que como K es compacto, entonces resulta separable por
la Proposicién 6.34; asi, existe £ C K conjunto a lo sumo numerable tal que F = K. Si F es
finito, entonces K es finito y el resultado se verifica de forma directa (ejercicio). Supongamos
entonces que F es numerable. Por el Teorema 6.32 existe una subsucesion (gn)n>1 de (fr)n>1
tal que la sucesion (g,(z)),>1 es convergente en R, para cada x € F (aqui usamos que E
es numerable!). Veamos que (g,),>1 es uniformemente de Cauchy en K: dado ¢ > 0, sea
d > 0 tal que si d(z,y) < J entonces |g,(x) — gn(y)| < €, n > 1 (aqui estamos usando que F
es equicontinua y que G = {g,, : n > 1} C F también resulta equicontinua). En este caso
notemos que

{B5(x)}:(:EE
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es un cubrimiento de K por abiertos (notemos que usamos a E como conjunto de indices).
En efecto, si z € K, como E es denso, existe x € Bs(z) N E; en este caso, © € E'y z € Bs(x).
Como K es compacto, existe un conjunto finito F' C E tal que {Bs(z)}.cr es un cubrimiento
de K. Como F' C E entonces, para cada p € I existe un n, > 1 tal que sin, m > n, entonces
|gn(P) — gm(p)| < €. Definimos ny = max{n, : p € F} € Ny tomemos m, n >ngy z € K:
en este caso, existe p € F tal que z € Bs(p) de forma que

9n(2) = gm(2)] = 19n(2) = gn(p) + 9n(P) — G (P) + gm(P) — gm(2)|
< 9n(2) = @) + 190 (P) = g ()] + [gm(P) — gm(2)]
< €4e+4+e=3¢

donde usamos la equicontinuidad para acotar el primer y tercer términos y el hecho de que
n, m > ng > n, para acotar el segundo término. La estimacion anterior muestra que

oo (gns gm) = sup{|gn(2) — gm(2)[ : 2 € K} <3e  para  n,m>mng.

Asi, (gn)n>1 es uniformemente de Cauchy. Por los Teoremas 6.7 y 6.12 concluimos que existe
g € C(K) tal que (gn)n>1 converge uniformemente a g. [

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Teorema anterior.

Corolario 6.38. Sea (K,d) EM compacto y sea F C C(K) una familia equicontinua y
puntualmente acotada de funciones. Si (f,)n>1 €s una sucesion en F entonces admile una
subsucesion convergente en la métrica d.

Demostraciéon. Basta notar que G = {f, : n > 1} C F hereda las propiedades de ser
puntualmente acotada y equicontinua de F. O]

Obs 6.39. Sea (K,d) EM compacto y sea F C C(K) una familia equicontinua y puntual-
mente acotada de funciones. Supogangamos ademas que F es cerrada en el espacio métrico
(C(K),d~). Entonces el corolario anterior muestra que toda sucesién en F tiene una sub-
sucesién que converge a un punto en F en el EM (C(K),d). Esto hace recordar una
propiedad que hemos probado sobre conjuntos compactos en EM: si (X,d) es EMy Z C X
es compacto, entonces toda sucesién en Z tiene una subsucesion que converge a un punto
de Z en (X,d). Asi, una familia F como la mencionada al comienzo de esta observacién se
comporta como si fuera un subconjunto compacto en el EM (C(K),d). De hecho, F resulta
compacta en este espacio métrico: este resultado se conoce como teorema de Arzela-Ascoli.

A

6.4 Teorema de aproximacion de Weierstrass

En esta tltima seccién del capitulo vamos a probar un teorema de aproximaciéon de fun-
ciones continuas mediante polinomios que juega un papel muy importante en la teoria de
aproximacién de funciones. Comenzamos con un resultado de preparacion.

Lema 6.40. Para cada n > 1 definamos

o ([uera) o

y sea Q, : [~1,1] — R la funcién polinémica dada por Q,(z) = ¢, (1 — 2?)" € R[z],
x € [—1,1]. Entonces:
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L1 Qu() de=1,n>1;
2. Qu(x) >0, ze|[-1,1],n>1;

3. 810 <0 <1 entonces lim,,_, f_f Qn(x) dx + f; Qn(z) dz = 0.

Demostracién. Notemos que f,,(z) = (1 —22)" € C([—1,1]) es tal que f,(z) >0y f.(0) =1,
con lo que f_ll fn(z) dx > 0; asi, ¢, > 0 estd bien definido para n > 1. M&s ain, con esta
notacién, @, = ¢, fn, n > 1 de forma que @,, € C(|—1,1]) y vale el item 2. Por otro lado,

1

1
Qn(z) de = ¢, / fol@)dr=c,-c,' =1.
-1

-1

Lo anterior muestra que vale el item 1. Para verificar el item 3, comenzamos estimando el
crecimiento de los ¢,’s. Notemos que (1 — z%)® > 1 — na? para z € [—1,1]: en efecto, si
h(z) = (1 —2*)" — (1 — nz?) para = € [—1,1] entonces, h(0) =0y

R(z) =2nz(l— (1 —23)"1).

Asi, W(z) < 0siz e [-1,0] y K(z) > 0siz € [0,1]. Entonces, por el teorema del valor
medio concluimos que h toma su valor minimo en = = 0 y ~(0) = 0 que muestra que h > 0.

1 1/vn 1/vn
ct = /(1—x2)”dm2/ (1—:102)”de/ (1—n-2%) dr

1 -1/v/n —-1/v/n
gy 41 1
= (@ 3" v 3/n = n’

donde hemos usado que f,(z) = (1 — z*)" > 0 en [—1,1]. La desigualdad anterior muestra
que ¢, <+/n,n>1.
Sea0<d<1l;sid<z<lentonces0<1—-2?2<1-6%<1ycomo

_ S2\n+1
vn+1(1 —6%) _ /n+1(1_52)%(1_62><1
n n—00

Vn(l —é2)n
Qu(r) =c,(1—2)"<Vn(1—-6)" ——0 para §<z<1

n—o0

vemos que

porque la sucesion de la derecha corresponde al término general de una serie convergente
(por el criterio del cociente que hemos considerado més arriba). Asi, la restriccion Q|51
converge uniformemente a la funcién nula en [d, 1]. De forma similar, se puede probar que la
restriccién @Qn|—1,—s) converge uniformemente a la funcién nula en [—1, —6]. Por el Teorema
6.21 sobre integrales y convergencia uniforme, ahora vemos que
1 -5
lim | Q,(z) dz = lim Qn(x) dz =0.
n—oo [s n—oo [_4

Estas dos igualdades prueban el item 3. O]

Teorema 6.41 (Aproximaciéon de Weierstrass). Sea f € C([0,1]). FEntonces existe una
sucesion de polinomios (gn)n>1 en R[z] que converge uniformemente a f en [0,1], es decir

Jim sup{ |£(@) = au(@)| + @€ [0,1]} = lim due(f, ) =0
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Demostracion. Definimos la funciéon auxiliar g : R — R dada por

f(@) = (f(0) +2(f(1) = f(0))) sizel0,1];
g(x) =
0 six € (—o0,—1)U(1,400).

Notemos que ¢ es evidentemente continua en (0,1) (porque f lo es) y g(0) = g(1) = 0, de
forma que se tiene continuidad en z = 0y x = 1. A partir de lo anterior concluimos que g es
continua en todo su dominio. Por otro lado, como la restriccion gl 1 : [0, 1] = R es funcién
continua y [0, 1] es compacto, existe M € R tal que |g(z)| < M si z € [0,1]; a partir de la
definicién de g concluimos que |g(z)| < M para todo = € R.

Por otro lado, la restriccién g[_19 : [~1,2] — R también es continua; como [—1,2] es
compacto entonces g|[_172] es uniformemente continua: asi, si € > 0 entonces existe 0 < § < 1
tal que si x, y € [—1,2] son tales que |z — y| < § entonces |g(x) — ¢g(y)| < &; pero notemos
que si tomamos z, y € R tales que = ¢ [—1,2] 6y ¢ [—1,2], | —y| < (< 1) entonces se
verifica que = ¢ [0,1] y y ¢ [0, 1], de forma que en este caso |g(z) — g(y)] =0 — 0] = 0. Lo
anterior muestra que g es uniformemente continua en R!

Sea n > 1y definamos la funcién p, : [0, 1] — R dada por

Pulz) = / glo+8)-Qu(t)dt para ze[01],

1

donde @, : [-1,1] — R es la funcién definida en el lema anterior. Notemos que fijado
x € [0,1], el integrando g(x +t) - Q,(t) es una funcién continua de ¢ € [—1, 1] y por lo tanto,
integrable. Mdas aun, notemos que en este caso usando el cambio de variables s = x + ¢,

mie)= [ oo 1) Qu) —/I:g(s)-czn(s—x) 5= [ ol6)-Quls ) ds

donde hemos usado que g(s) =0si s € R\ [0,1].

Veamos primero que la sucesién de funciones (p,),>1 converge uniformemente a g|[071] en
[0,1]: en efecto, dado & > 0, sea & > 0 correspondiente a la continuidad uniforme de g en R:
es decir, si |z — y| < 0 entonces |g(z) — g(y)| < €, y sea M € R como antes: |g(z)| < M para
x € R. Por el lema anterior, existe ng € N tal que si n > ng entonces

/;Qn(:v) e /@n e

Siz €[0,1] y n > ng entonces

pule) — g(a)] = ' / llg<x+t> Qua- | llg@ O dt‘

= '/_1 (g(x+1t) —g(x)) - Qn(t)| < lg(z+t) — g(z)| - Qn(t) dt

-1

- /:§+/Z +/51 l9(z +1) — g(x)] - Qu(t) dt

-5 k) 1
< zM/_1 On(t) dt+e/_6Qn(t) dt+2M/6 Qu(t) dt
< e4+ete=3¢
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donde hemos escrito la suma de tres integrales correspondientes a la descomposicion de
[—1,1] en los tres subintervalos [—1, —d], [=6,0] y [J, 1]; ademds, en la acotacién de la primer
y tercer integral hemos usado que |g(z+t) — g(x)| < |g(x+1t)|+|g(z)| < 2M, que la integral
de @, en [—0,0] es mas chica que 1, y el hecho de que n > ny. Lo anterior muestra que
(Pn)n>1 converge uniformemente a g.

Si bien no es del todo evidente, p,(z) es un polinomio (funcién polindmica): en efecto,
como Q,(x) € R[x] entonces existen coeficientes @, (z) = Z?’Zo a;j x7; entonces

7=0 7=0 k=
Entonces
1 2n i . 1
[ = as=3 a3 (1) ([ ot (1)t ds) ot
0 j=0 k=0 0
de forma que si notamos b;;, = fol g(s) - s77% . (=1)* ds entonces

que es una expresion polinémica en la variable x Finalmente, notemos que si

() = pu(x) + (F(0) + 2(f(1) = f(0))) € R[z]

entonces

[f (@) = au(@)| = [f(x) = (f(0) + 2(f(1) = f(0))) — pu(x)| = [9(x) — pu(2)]
que muestra que (g, ),>1 €s una sucesién de funciones polinémicas que converge uniforme-
mente a f en [0, 1]. O

Corolario 6.42. Sea h € C([a,b]); entonces eziste una sucesion de funciones polindmicas
(Pn)n>1 que converge uniformemente a h en |a, b

Demostracién. Ejercicio (sugerencia: considerar el cambio de variables dado por el homeo-
morfismo lineal r : [0, 1] — [a, b] dada por r(z) = a + (b — a)x, x € [0,1]). O

Como observacién final, notemos que este método de aproximacién usé las propiedades de la
sucesion de funciones (@, ),>1 dadas (formalmente!) en los items 1., 2. y 3. del Lema 6.40
para probar que si definimos

pole) = [ gat)-Qulo) de

1

(donde g esta construida como en la prueba anterior) entonces (pp)n>1 converge uniforme-
mente a g. SOLO se usé quienes eran los (), explicitamente para mostrar que las fun-
ciones aproximantes p,(z) eran polinomios al final. Esto muestra que sucesiones de fun-
ciones (Qn)n>1 que verifican items 1., 2. y 3. del Lema 6.40 permiten generar sucesiones de
funciones que aproximan uniformemente funciones continuas.

Maés atn, la expresion usada para construir las funciones p,, de més arriba es la llamada
convoluciéon de g con @),,. En general, si las funciones @),, tienen propiedades de suavidad,
entonces las funciones obtenidas por convoluciéon con estas (), heredan algunas de estas
propiedades de suavidad. El caso emblematico es: si los (), son polinomios, entonces la
convolucién contra @, resulta un polinomio (que es una clase de funciones suaves!).
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6.5 Ejercicios

Ejercicio 109. Para cada una de las sucesiones siguientes, hallar el limite puntual, si existe,
sobre el intervalo indicado, y decir si hay convergencia uniforme.

a) fo(z)=(1+3)z, =z€l0,1],

0, sizx<n

. sobre |a, b
r—mn, siz>n’ la,b),

) fue) = {

Q) folz) = e, z € [-1,1].

Ejercicio 110. Sea [0, 1] con la métrica usual (como subespacio de R) y para cada n > 1, sea
fn 2 0,1] — [0,1], dada por f,(z) = 2", = € [0,1]. Probar que cada f, es funcién continua
en [0,1] y ademads la sucesion (f,,),>1 converge puntualmente al limite f : [0, 1] — [0, 1] dado
por f(x) =0siz €[0,1)y f(1) = 1 Observar que f no es una funcién continua en este caso.

Ejercicio 111. Probar que la sucesion de funciones

T z(z? +1)

T 1+ a2 1+ (n+1)22%’

fn()

converge puntualmente, pero no uniformemente, a una funcién continua en R.

Ejercicio 112. Sea F C R". Demostrar que toda sucesién uniformemente convergente de
funciones acotadas en E es uniformemente acotada.

Ejercicio 113. Si {f,}, v {gn}, convergen uniformemente en £ C R", probar:
a) {fn+ gn}, converge uniformemente en E.
b) Si ademas {f,}, vy {gn}, son acotadas, entonces {f,.g,}, converge uniformemente en E.

c¢) Dar un ejemplo de sucesiones {f,}, y {9}, uniformemente convergentes pero tales que
{fn-9n}, no lo sea (pero si converja puntualmente).

Ejercicio 114. Probar lo siguiente:

1. Cy(X,R¥) es un R-espacio vectorial con la suma y la accién escalar puntual: es decir,
si f, g € Co(X,R*) y a € R entonces af + g : X — R” satisface af + g € Cp(X, RF).

2. Si f, g € Cy(X,RF) entonces (f, g) : X — R satisface (f, g) € Cp(X,R).

Dada f, g € Cy(X,R¥) y o € R entonces:
a) ||flloc =0siysolosi f=0;
b) lla flleo = laf [1fllos;
) I+ glloe < 1 flloe + 1l9llo-
)

1> 9Mloe < [1flloo - llg]loo-

Ejercicio 115. Sea {f,}, una sucesién uniformemente convergente de funciones continuas
sobre [a, b]. Demostrar que {f,}, es equicontinua sobre [a, b].

o

d

138



Ejercicio 116. Supongamos que: f es una funcion real continua, f,(t) = f(nt), y que {f,.},
es una familia de funciones equicontinua en [0,1]. Demostrar que f debe ser constante en
[0, 00).

Ejercicio 117. Sea f,(z) = nz(1—2*)", con z € [0, 1]. Probar que f, converge puntualmente
a 0 pero no uniformemente. Ver que la integral del limite no es el limite de las integrales de

las f,.
Ejercicio 118. Sea

1
)=
1+n°z
n=1
. Para que valores de x la serie converge absolutamente? ;En qué intervalos converge converge
uniformemente? ;En qué intervalos no converge uniformemente? ;Es f continua en los
puntos donde converge? ;Esta acotada f7

Ejercicio 119. Para cada n > 1 natural y z € R, se define

()

o
14 nx?

Probar que {f,}, converge uniformemente a una funcién f y que la igualdad

f(z) = lim f,(z)

n—oo

es cierta para x # 0 ;jEs { f,;}n uniformemente convergente a f , en todo intervalo cerrado
que no contenga al origen?

Ejercicio 120. Sean

sen? (Z), si <z<

3=

_1
n+1
0, en caso contrario

Demostrar que {f,,}, converge puntualmente pero no uniformemente a una funcién continua
f. Utilizar la serie Y_ f, para mostrar que la convergencia absoluta de una serie no implica
la convergencia uniforme.

Ejercicio 121. Definimos ¢* = E :17_'
n!
n=0

a) Usando el criterio de Weierstrass demostrar que la serie converge uniformemente en cada
intervalo acotado de R.

b) Demostrar que e* es continua usando el item anterior.

b
/ “dr = e® — e
a

et = 1+/ etdt.
0

Usando esta igualdad y derivando ambos miembros mostrar que la derivada de e” es e”.

¢) Demostrar que

d) Probar que
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Ejercicio 122.

%) 1 0 e
a) Si Z la,| < 0o, probar que /0 (Z Clmc”) dr = Z n(:il T

n=0 n=0 =
b) Calcular i Lt
= 2"(n+1)

Ejercicio 123. Supongamos que f es una funcién continua definida en [0, 1] y suponemos
que, para todo n se verifica
1
/ f(z)z" = 0.
0

Demostrar que f(z) = 0, para todo x € [0, 1].

Sugerencia: Se puede probar que f? = 0; para ello usar el teorema de Stone-Weierstrass
y el siguiente resultado: Si f es continua en [a,b] con f > 0 en [a,b] y si fol f =0, entonces

f=0en [a,b].

Ejercicio 124. Sea { f,,} una sucesién de funciones uniformemente acotadas, que son integrables-
Riemann en [a,b], y sea

Fie) = [ o

donde a < x < b. Probar que existe una subsucesién {F,, } que converge uniformemente en

la, b].
Ejercicio 125.

a) Sea (X, d) un espacio métrico. Sea a € X fijo. A todo p € X le asignamos la funcién f,
definida por:

fp(x) =d(x,p) — d(z,a).
Demostrar que | f,(z)| < d(a,p) para todo x € X y, por lo tanto, f, € C(X). Probar que

pr - fq” = d<p7 Q)>

para todo p,q € X.
b) Si ¢(p) = f, entonces ¢ es una isometria de X en ¢(X) C C(X).
c) Sea Y la clausura de ¢(X) en C'(X). Demostrar que Y es completo.

Ejercicio 126. Probar que la sucesion de funciones
1
folz) = zsen(z) + x + cos <—)
n n

converge uniformemente en cualquier intervalo cerrado [a,b] C R. ;Converge uniformemente
en R? Justificar.
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Ejercicio 127. Estudiar la convergencia uniforme en intervalos de la forma [0, a] y [a, 00),
de la sucesién de funciones {f,} definidas para todo x > 0 por:

2nx?

- 1+ n2z4

fn(2)

Sugerencia: Probar que las funciones f,(x) tienen un méximo en z,, = 1/4/n para todo
n € N. Calcular el valor de f,(x,) = f.(1/y/n). Por dltimo, en el intervalo [0, a], calcular

ax fn(z),
;g[of;]f (z)

para todos los n € N tales que 1/y/n < a ;Qué podemos concluir sobre la convergencia
uniforme? Hacer un razonamiento andlogo en el intervalo [a, 00).

Ejercicio 128. Probar que

converge puntualmente para todo x € [0, 1] pero la convergencia no es uniforme.

Ejercicio 129. Probar que la sucesién de funciones definidas para x € [0, 1] por: f,(x) =
z™log(1l/x) six #0y f.(0) = 0, converge uniformemente en [0, 1].

Ejercicio 130. Sea f : Rj — R una funcién continua, no idénticamente nula con

o lim f(z) = 0;
e f(0)=0.

Sean {f.}, {g.} las sucesiones de funciones definidas por f,(z) = f(nz), gn(x) = f(z/n),
para todo x € Rj, n € N. Probar que:

a) Las sucesiones {f,}, {g.} convergen puntualmente a cero en R{ pero la convergencia no
es uniforme en R .

b) La sucesién {f,g,} converge uniformemente a cero en Ry .

Ejercicio 131. Sea f : R — R una funcién de clase C' e I = [a,b] un intervalo cerrado y
acotado. Para cada n € N definamos

Probar que { f;} converge uniformemente a { f’} en I.

Ejercicio 132. Probar que

Ui S
log(1/a)de =95
/0 T logl1/x)de 92(3n+4)2

n=0

Sugerencia: Utilizar la serie geométrica.

Ejercicio 133.
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a) Probar que la serie

= sen(nx)
D

n
n=1

converge uniformemente para todo x € R.

b) Probar que la serie
i cos(nz)
n )
n=1

la cual se obtiene de derivar término a término la serie del inciso anterior, diverge cuando
x = 0 jEsto contradice algtin resultado conocido? ;Qué hipdtesis no se verifica?

Ejercicio 134. Utilizar la siguiente igualdad:

2 2

o
Z cos(nxr) x* wxr T
=

n

T2 e

n=1

valida uniformemente para 0 < x < 7, para probar

e (_1)n+1 B 7T3
— (2n—1)3 32
Ejercicio 135. Demostrar que
1
1
lim [ ————do = .
n—oo fo 14 2+ % 4

Ejercicio 136. Sea {f,},>0 una sucesion de funciones definidas en R por

2"
r) = ———.
Ju() 1+ n2rg?
a) Estudiar la convergencia puntual de la sucesién de funciones.
b) Probar que no converge uniformemente en R.

c¢) Probar que converge uniformemente en los intervalos de la forma (—oo, —a]U[a, 00) donde
a > 0.

Ejercicio 137. Sea f,(z) = ™.
1. Probar que la sucesién converge puntualmente pero no uniformemente en [0, 1].

2. Sea g continua en [0,1] tal que g(1) = 0. Probar que la sucesién h,(z) = g(z)x™
converge uniformemente en [0, 1]
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7 Funciones vectoriales de varias variables

En este capitulo vamos a estudiar la diferenciacion de funciones vectoriales de varias variables
y vamos a probar algunos resultados relacionados con esta nocién (teorema de la funcién
implicita y de la funcién inversa).

7.1 Repaso de algebra lineal
Sea V un R-espacio vectorial de dimgV = n.

1. En este caso podemos considerar bases, es decir: conjuntos (indicados) B = {vy,...,v,}
tales que

(a) B es linealmente independiente: si ag,...,a, € R son tales que

n
Z%‘%‘ZO = o =...=qa,=0.
i=1

(b) B genera a V: dado w € V existen (tinicos) /31, ..., 3, € R tales que

n
UJIZ@'U@'.
i=1

En este caso notamos [w]g = (B4, ..., 0,) € R™! al vector (columna) de coorde-
nadas de w con respecto a B.

Como ejemplo de la situaciéon anterior, podemos considerar R™ con su estructura usual de R-
espacio vectorial y la base candnica: B = {ey,...,e,}. En este caso B es una base ortonormal
con respecto al producto interno usual de R™. En particular, recordemos que en este caso:
dado w € R" entonces

n n

w=Yweye v wlP=(we)?.

i=1 =1
Sean V, W R-espacios vectoriales de dimensiones n y m respectivamente.

1. Decimos que una funcién 7' : V — W es una transformacion lineal si T'(av + w) =
aT(v) +T(w), para todos v, w € Vy a € R. En este caso

kerT={veV: Tv=0}CcV y RT)={Tv: veV}CW

son subespacios vectoriales. Recordemos que 7" es inyectiva si y solo si kerT' = {0} y
vale que
dimg ker 7'+ dimg R(T) = dimgV =n.

2. Notamos L(V,W) ={T:V — W / T es transformacién lineal}. Si 5,7 € L(V,W) y
a € R entonces

aT'+8S:V—-W dadapor (o +S)(v)=aT(v)+ S)

verifica T 4+ S € L(V,W). Mds atin, con estas definiciones L(V, W) es un R-espacio
vectorial, dimg L(V, W) = n - m.
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3. Si X es otro R-espacio vectorial, dimg X = p entonces: si U € L(W,X) se tiene que la
composicién usual de funciones UoT : V — X es transformacion lineal, UoT € L(V, X).
En adelante notamos UT para la composiciéon anterior.

4. Notemos que en el caso en que V.= W entonces L(V) = L(V,V) es un algebra con
unidad sobre R: en efecto, en este caso se verifica que la composicion juega el papel de
un producto que L(V) que satisface: o (ST) = (aS)T =S (aT),

TS+U)=TS+TU y (S+U)T=8ST+UT vpara S,T,U € L(V).

Notemos que la funcién identidad I : V — V es una transformacion lineal y es una
unidad para el producto: ST =15 =S, para S € L(V) (porque el producto es en
realidad la composicién de funciones!).

En el resto del capitulo, vamos a considerar a R™ como R-espacio vectorial con producto
interno, con la estructura usual. En particular, R™ es un espacio normado, con la norma
euclidea ||v|| = (v,v)'/2, v € R™.

Definicién 7.1. Sea T' € L(R™, R™) transformacion lineal entre espacios euclideos. Defini-
mos la norma de 7', notada ||T|| € R>g, dada por

IT[| = sup{[[Tv]| - veR", [lv]| <1} € Rxo.
[l

Obs 7.2 (Buena definicién de ||T']|). Consideremos la notacién de la definicién anterior:
notemos que para que la norma de 7T esté bien definida, el conjunto sobre el que se toma
supremo debe ser acotado superiormente. Verificamos este hecho: sea B = {ey,...,e,} la
base canodnica de R™. Dado v € R™ entonces existen aq,...,a, € R tales que v = Z?Zl ;e
y [|lv]]? = Y7, af. En este caso,

IToll = 7Y el =11 aiTeill <Y Jaul 1Tesll < (o) * (Y ITeill)?
i=1 i=1 i=1 i=1 =1
= Joll Q_ I Teill?)?
i=1

en donde usamos la desigualdad triangular y la desigualdad de C-S. La desigualdad anterior
muestra que

IToll < O ITeil?)? para weR", [jvf < 1.
i=1

En particular, | T estd bien definida y || T|| < (301, || Te:l|?)*/2. A
Teorema 7.3. Sean R™ y R™ con sus estructuras euclideas. Entonces

1. 8i T € L(R",R™),
ITo|| <|IT|[Joll  para  veR"

y T es uniformemente continua.
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2. 815, TeLR"R™) yacR entonces
1T =0&T=0,laS]|=lof[ISI v IS+ T <[SI+ T
Los hechos anteriores muestran que || - || : L(R", R™) — R es una norma.

3. Sid: L(R",R™) x L(R",R™) — R>( denota la métrica inducida por la norma || || en
L(R™,R™) entonces el espacio métrico (L(R™,R™),d) es completo.

4. SiT € L(R",R™), S € L(R™,RP) entonces ST € L(R™,RP) verifica ||ST| < ||S||||T|l-

Demostracién. 1. Notemos que si v = 0 entonces ||Tv| = ||T0|| = ||0]] = 0 = || T||||v||. Por
otro lado, si v # 0 entonces sea w = |[v|| ™! v; en este caso [|w| =1y
I 1Toll = 1Tl o)l = 1Twll < 171 = [1Tvl < [IT] ]l

Por otro lado, dado € > 0 entones si 6 = (1 + ||T])"'e > 0 se tiene que: si |[[v —w| < &
entonces

1Tv = Tw|| = |T(v = w)| < [T lo = wll < [T L+ T e <e.
2. Seav e R, |v|| £ 1:
1S+ D))l = [1Sv+ To|| < [|Svl| + | Tv]| < [[S[| + [T = IS+ Tl < [IS[[+ 7]

Por otro lado, usando que ||(aS)(v)|| = [|a S(v)|| = |a| ||Sv]|| se verifica que ||aS|| = |af ||S]|-
Es claro que si T" = 0 entonces ||T|| = 0 (por definicién, si T = 0 entonces Tv = 0, para
v € R™). Por otro lado si || T|| = 0 entonces: si v € R™, ||Tv|| < ||T]| [|v]| = 0 que muestra
que Tv =0, v € R"; y en este caso T' = 0.

3. Sea (T} )k>1 una sucesién de Cauchy en L(R™ R™). Sea B = {ey,...,e,} la base canénica
de R™. Dado £ > 0 por hipétesis existe kg > 1 tal que si r, s > ko entonces ||T,, — Ts|| < e.
En este caso, si 1 <17 < n entonces

[Tvei = Teeill = (T, = To)ea|| < NT = Tall Nlesll = |7 = Toll < e

Lo anterior muestra que la sucesién en R™ dada por (Tpe;)r>1 es de Cauchy, para cada
1 <i < n. Como R™ es espacio métrico completo, existen

lim Tpe; =w; € R™  para 1<i<n.

k—o00

Usando la estimacion de mas arriba, notemos que si 7 > kg entonces
| Tve; —w;i|| = ||Tre; — lim Tie;|| = lim [|T,e; — Trei]| < e (19)
k—o00 k—o00
donde usamos la continuidad de la norma y donde la tltima desigualdad es consecuencia del
hecho de que ||T,e; — Tie;|| < € para k > k.

Definamos 7' € L(R",R™) como la (tinica) transformacion lineal tal que Te; = w;, 1 <i < n.
Notemos que la Eq. (19) muestra que, con la notacién de més arriba, si r > ko entonces

T, —T| < ZHT T)e;||*)V? < Ze )2 = pl/2

i=1
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en donde usamos la estimacion de la norma de la diferencia de la Observacién 7.2. Como
e > 0 es arbitrario (y n = dimg V estd fijo), vemos que limg_, || 7% — T'|| = 0.

4. Si aplicamos el item 1.: dado v € R, ||v|| < 1 entonces
ISTol| = ST DI < ISIITell < ISTITI el < [ISTIT -

Tomando supremo sobre los v’s como arriba concluimos que vale que [|[ST|| < ||S]| [|T]|-
[l

Consideremos un R-espacio vectorial V tal que dimg V = n € N. En este caso, dado T' € L(V)
(en este caso decimos que T es un operador lineal que actia en V) recordemos que 7' es
inversible si existe S € L(V) tal que ST =TS = I. En este caso S es tunico y coincide con
la funcién inversa de T, y lo notamos S = T~ !: formalmente, 7T~ =TT = I.

Recordemos que dado T € L(V) con dimgV = n € N, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. T es inversible;

2. T es inyectivo;

3. kerT' = {0};

4. T es suryectivo;

5. T es biyectivo (como funcién).

En el caso en que se verifique alguna de las condiciones anteriores, entonces 7! coincide con
la funcién inversa de T.

En adelante, notamos
Gl(n) ={T € L(R"™) : T es inversible } C L(R").
Teorema 7.4. Con las notaciones anteriores:
1. Dado T € Gl(n) y S € L(V) tal que ||T — S| < ||T7Y|7?, se tiene que S € Gl(n).

2. Gl(n) C L(R™) es un subconjunto abierto con respecto a la métrica inducida por la
norma; ademds, la funcion F : Gl(n) — Gl(n) dada por F(T) =T~ es continua con
respecto a la métrica inducida por la norma.

Demostracion. 1. Sea x € R": entonces

1 1 _ |71
WHQTH = WHT "Tz|| < W’\Tfﬁﬂ = (T = S)z + Sz| < |[(T" = S)x|| + || Sz

< T = Sl ll+ (S]]
Utilizando la desigualdad anterior, si |7 — S|| < [|T!|~! entonces || T7||' = ||T— S| >0y
0< (777 = IT = SIll=ll < ISz para = €R".

En particular, si Sx = 0 entonces ||Sz|| = 0 y por la desigualdad anterior, ||z|| = 0 es decir,
x = 0. De esta forma, ker S = {0} y S es inyectivo. Por una observacién previa concluimos
que S € Gl(n).
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2. Si T € G{(n) entonces el item anterior muestra que
Bjr-1-1(T) ={S € LR") : |T =S| <|T7'|"'} C Gl(n)

que muestra que G¢(n) es un conjunto abierto en L(R™). Para ver la continuidad de F,
sea T' € Gl(n) y sea S € Gl(n) tal que |T — S| < 1 1||

’ T-1—1
argumento del {ftem 1.; en este caso notemos que ||[T7!(|~ & —||T -S| > % Entonces
concluimos que

. Entonces podemos repetir el

T 1 1
waH <||Sz|| para xz€R".

Tomando z = S~'y para y € R" (de forma que Sz = SS~'y = y), podemos re-escribir la
desigualdad anterior como

[

5157wl < llyll = 157"yl <277 [lllyll ~ para todo  y € R™.

La desigualdad anterior dice, en particular, que ||S’1|| < 2||T’1|| siempre que ||T' — S| <
W. Finalmente, notemos que 7~ — S~ = TS — T)S~! implica que

-1 g-1 -1 -1 -1 -1 : i
77" = ST < IT NS =TSN < W7 NN = TW2AT st (T =S < =,

donde hemos usado la submultiplicatividad de la norma. Asi, si (Sk)g>1 es una sucesiéon en
Gl(n) que converge a Ty £ > 0, se tiene que existe ko > 1 tal que si k > k¢ entonces || Sy —
T|| < min{e, W} y entonces ||S; ' =T~ | < 2¢||T7!%. Como & > 0 es arbitrario, vemos
que (F(Sk))k>1 converge a F(T'). Usando la caracterizaciéon de continuidad con sucesiones,

hemos verificado que F es continua. O

Obs 7.5 (Representaciones matriciales). Consideremos las bases canénicas B,, = {e1,...,e,}
By, = {uy,...,uy} de R" y R™ respectivamente. Sea T € L(R",R™): dado 1 < j < n sea
Te;lB, = (aw)lz1 € R™ el vector de coordenadas de Te; con respecto a B,,. Como B, es
base ortonormal,
a;; = (Tej,u;) para 1<i<m,1<j<n.

En este caso consideramos la matriz A = (a;;)1<i<m,1<j<n € R™™, que es la matriz de T
con respecto a las bases B, y B, y notada A = [T]p,, g,. Recordemos que en este caso,

[Tvlg, = Alvlg, para veR".

Maés aun, la funcién [|g, B, : L(R",R™) — R™™ es un isomorfismo lineal. Ademds, si
S € L(R™ RP) y B, denota la base canénica de R? entonces [ST|g, 5, = [5]8,.Bm [T Bm,B.-

Por otro lado, notemos que ||Te;||* = 37" a7;, 1 < j < n. Entonces

17} < ZHT%II )2 = ZZ% )/

7j=1 =1

Proposicién 7.6. Sea (X,d) EM y sea f : X — L(R",R™) funcion.
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1. Si f es continua de (X, d) en (L(R™,R™), ||-]|) yv € R™ entonces la funcién g : X — R™
dada por g(x) = f(x)v, x € X, es continua.

2. Consideremos las bases candnicas B, = {e1,...,en} y By = {u, ..., upn}t de R* y R™
respectivamente. Para 1 <1 <m, 1 < j <n definamos a;; : X — R dada por

a;j(x) = (f(z)ej,w;) para x€X.

Entonces f(z) es continua si y solo si a;j(x) es funcidn continua para todo 1 <i < m,
1<j<n.

Demostraciéon. 1. Supongamos que f es continua y sea v € R” fijo. Fijadop € X, sie >0
entonces existe § > 0 tal que: si d(p,x) < ¢ entonces | f(p) — f(z)| < e. Sea v € R™
entonces, si d(p,z) < J se tiene que

l9(p) = g(@) || = [1F(p)v = f(@)vll = (f(p) = F(@))vll < [If(p) = F@)I[ vl <elloll-

Como € > 0 es arbitrario (y ||v|| es una constante, porque v esté fijo), vemos que g es continua
en p € X. Como p € X es arbitrario, concluimos que g es continua en X.

2. Supongamos que f es continua y sean 1 < i < m, 1 < j < n fijos. Por el item 1. la
funcién g(x) = f(z)e; es continua en X. Por otro lado, la funcién constante h : X — R™
dada por h(z) = u;, * € X, también es continua (ejercicio sencillo!). En este caso, hemos
visto que la funcién a;;(z) = (g9(x), h(z)), € X, es continua.

Reciprocamente, supongamos que las funciones a;;(z) : X — R son continuas, 1 < i < m,
1 <j<n Seanp € X ye >0 enestecaso, paracada 1 < i < myl<j5<n
existe d;; > 0 tal que si d(p,z) < d;; entonces |a;;(p) — a;(x)] < W Si consideramos
d :=min{d;; : 1 <i<m,1 <j<n} >0 entonces

m n m n

dip.x) <6 = [f(p) — F@)l < 00 (ayp) — ay(@)H2 < (3N~ )2 =c.

i=1 j=1 i=1 j=1

donde hemos usado que la matriz que representa a la transformacién lineal f(p) — f(x) €
L(R™ R™) es (a;;(p)—aij(x))i; € R™™ (y la estimacién para la norma de esta transformacion
usando las entradas de su matriz de la Observacién anterior). Las estimaciones anteriores
muestran que f es continua en p € X. Como p € X era arbitrario, entonces f es continua
en todo X. O

7.2 Diferenciacion

Sea f : (a,b) — R funcién y sea x € (a,b). Recordemos que f es diferenciable en x si

SN (O (C N (RSO R (NPT

t—x t—=x h—0 h

Asi, f es diferenciable en x si y solo si

3 lim (f(93+h) — f(@) _f,(x)) ~ im (f($+h) — f(@) —f’(x)h> _0

h—0 h h—0 h

La caracterizacion anterior sugiere la siguiente extension de la definicion de diferenciabilidad
de una funcién vectorial de varias variables.
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Definicién 7.7. Sea £ C R™ un conjunto abierto y f : F — R funciéon. Decimos que f es
diferenciable en = € F si existe T € L(R",R™) tal que

@+ h) = fle) =Th] _

= @ .
En este caso notamos D f, = T y lo llamamos el diferencial de f en x. A

Obs 7.8. Sea I C R™ un conjunto abiertoy f: £ — R™ funcién.

1. Siz € F entonces, como FE es abierto, existe un § > 0 tal que Bs(z) C E. En este caso,
si 0 < ||h]| < & entonces © + h € Bs(x) C E y tiene sentido considerar la expresién
f(z+ h) y luego, el cociente de la definicién anterior. Asi, el limite de la definicién de
diferenciabilidad esta bien planteado.

2. Si f es diferenciable en = entonces la aproximacién lineal (afin) L(h) = f(x) + Df.h
representa de forma conveniente los valores f(x + h) para h’s de norma chica (es decir,
para puntos x + h cercanos a x): de hecho, el limite de la definicién anterior se puede
leer como el hecho de que la diferencia f(z + h) — L(h) es chica, incluso comparada
con la distancia ||(x + h) — z|| = ||h|| entre estos puntos.

3. Finalmente, verifiquemos que si f es diferenciable en x entonces existe una unica trans-
formacién lineal 7' € L(R™,R™) como en la definicién anterior: en efecto, supongamos
que Ty, Ty € L(R™ R™) son tales que

| f e h) = f) = Th|

1
no0 1]

0 para j=1,2.

Entonces, si h € R" es tal que ||h|| es suficientemente chico (de forma que = + h € E)
entonces

I(Te = T)A = [lf(z+h) = f(z) = Toh = (f(z + h) = fz) - T2h)|
< f(@+h) = flz) = Tihl| + [[(f(z + h) = f(z) = T2h)||

Asi, siv € R", v # 0, entonces haciendo h = tv, con t € R\ {0} suficientemente chico,
en R se tiene que

(T = To)oll - [[(Te = T)twll _ [(T: = T
£ [l [t ]| 7]
If(x +h) = flo) = Tahll | f@+h) = flo) =Toh|
N |71 5] =0

Lo anterior muestra que ||(7y — T1)v|| = 0 y luego Tyv = Thv para v € R”, v # 0. Asi,
Ty =T, y el diferencial de f en x queda bien definido.

Ejemplo 7.9. Consideramos f € L(R",R™). En particular f es una funcién; en este caso
f es diferenciable en todo punto x € R™: en efecto, en este caso si consideramos T' = f €

L(R™ R™) se tiene que f(x + h) — f(z) — Th= f(z)+ f(h) — f(x) — f(h) =0y luego

iy @ ) = f(a) = Th| _
B0 |2

0.
Asi, concluimos que en este caso Df, = f. A
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Obs 7.10 (Linealidad de la diferenciacién). Sea ' C R™ un conjunto abiertoy f, g : £ — R™
funciones diferenciables en z € E. Si b € R entonces la funcion f +bg : F — R™ es
diferenciable en z € E y vale que

D(f+bg)=Df, +bDyg, € L(R",R™).
La verificacion de esta afirmacion es un ejercicio! A

Definicién 7.11. Sea E C R" conjunto abierto y f : 2 — R™ funcién. Decimos que f es
diferenciable en E si f es diferenciable en cada punto x € E. En este caso queda definida

una funcion Df.) : £ — L(R",R™), que a cada x € E le hace corresponder el diferencial
Df, € L(R",R™). A

Proposiciéon 7.12. Sea E C R™ conjunto abierto y f : E — R™ tal que f es diferenciable
en el punto x € E. Entonces [ es continua en el punto x € E.

Demostracion. Por hipétesis

If(z+h) — flz) = Dfs

: gy Rl o —
lim [|f(z +h) = f() = Dfoh]| = lim |n]l =0,

1721
por propiedades de limites. Entonces
0 <limsup [[f(z +h) — f(2)]| = lmsup||f(z+h)— f(z) = Dfeh+ Df:h]
h—0 h—0
< limsup If(z+h) = f(z) = Dfh| + [|Dfall 2] =0

donde hemos usado propiedades del limite superior. Lo anterior nos permite concluir que
limsup,,_,, ||f(x + h) — f(z)|| = 0 que muestra lim;_,, f(¢) = f(z) (completar los detalles!).
]

Teorema 7.13 (Regla de la cadena). Sea V' C R™ abierto y sea f : V — R™ diferenciable
en xg € V. Supongamos que W C R™ es un abierto tal que f(V) C W y sea g : W — RP
diferenciable en f(xo) € W. Entonces la composicion go f :V — RP es diferenciable en xg

Y D(g © f)wo = (Dg)f(xo) Dfy, € L(anRp)'

Demostracién. Sea yo = f(xg) € W C R™; sea T'= D f,, € LIR",R™) y S = (Dg) (z0) €
L(R™ RP). Como zg € V y V es es abierto, entonces existe §; > 0 tal que si [|h] < &
entonces = + h € V. En este caso definimos u : Bs, (0)(C R") — R™ dada por

w(h) = f(xg+h) — f(xg) = Th para h € B (0).

De forma similar, como y, € W entonces existe do > 0 tal que si k € Bjs,(0) entonces
yo + k € W. En este caso definimos v : Bs,(0)(C R™) — R? dada por

v(k) =g(yo+ k) — g(yo) — Sk para k€ By, (0).
Entonces definimos las funciones £ : B, (0) \ {0} — R v 1 : Bs,(0) \ {0} — R tales que

€(h) = vtk = Tl
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Por hipétesis, limy,0&(h) = 0 y limg_on(k) = 0 de forma que extendemos £(0) = 0 y
n(0) = 0 y estas extensiones & : By, (0) = Rso y 1 : Bs,(0) — R>g son funciones continuas
en 0 € R" y 0 € R™ respectivamente.

Como f es diferenciable en xy entonces es continua en zy: entonces, existe 0 < d3 < ¢,
tal que si ||h]| < 03 entonces ||f(xo + h) — f(xo)|| < 2. Asi, si ||h|| < 3 consideramos
k(h) = f(zo+ h) — f(x0) € Bs,(0); en este caso, yo + k(h) € W; ademds, notemos que

[ = ITh +u(h)[| < | Th|| + [lu(r)[| < TR+ &) [[A]] = AT + £(R)) [[R]]-
Por otro lado,

go f(wo+h)—go f(xg) = STh = g(yo+ k(h)) — g(yo) — STh = v(k(h)

) + Sk(h) — STh
= o(k(h)) + S(k(h) — Th) = v(k(h)) — S

(u(h)).

Asi, si 0 < ||h|| < d3 entonces

lg o f@o+h) = go flze) = SThI _ lo(k(k) — S(u(h))]
] T
lotk) | 1S (u(h)]
S 7 I T
_ lloCu) + TSI uh)]
: A 1A
o) TR u) + TH
: n]
o o) = ) QO+ ITAD o
= ]

< n(f(zo+h) = f(z0)) (€(h) + IT[]) + [|S[| () — 0O

porque

(I + ITAI) _ fut I TA] TN
7] [ Tl 7]

y porque limy_o f(zo + h) — f(xo) = 0, limg_on(k) = 0 y limy, 0 {(h) = 0.

§(h) + 117l

< &(h) +

]

En lo que sigue formalizamos el concepto de derivadas parciales y estudiamos la relacion de
las derivadas parciales con el diferencial de una funcién diferenciable.

Obs 7.14. Sea E C R"™ abierto y sea f : E — R™ funciéon. Entonces podemos considerar
las funciones coordenadas f; : E — R, 1 < i < m, de forma que

f(x) = (fi(@), - () = Zfi($) u; para z€E,

donde B,, = {uy,...,u,} es la base canénica de R™. Notemos que como F C R" six € E
se tiene que x = (z1,...,,). Asi, cada funcién coordenada

fz(x):fl(mlaaxn)ER para x:(xla"waZ)GE

es una funcién a valores reales que depende de n variables, 1 < i < m. A
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Definicién 7.15. Sea F C R™ abierto, f: E — R™ y sean f1,..., f,, : E— R las funciones
coordenadas de f. Para 1 <i<my 1< j <n definimos

f; . filz+tej) — filz
Ji (x) = lim 1il i) = filz) eR
0z t—0 t
siempre que este limite exista, donde B,, = {e1,...,e,} denota la base canénica de R"; en
este caso, ng(x) es la derivada parcial de la i-ésima funciéon coordenada con respecto a la
J
J-6ésima variable en el punto z € E. A

Teorema 7.16. Sea E C R"™ abierto, f : E — R™ y supongamos que f es diferenciable en
x € E. Entonces existen las derivadas parciales de las funciones coordenadas con respecto a
cada variable en el punto x € E y se verifica,

Dfi(e;) =Y a:f; (z)u; € R™
=1

es decir: of
(D fslB,..B, = (a . (37)> € R™™,
Lj 1<i<m, 1<j<n

que es llamada matriz Jacobiana.

Demostracion. Sea 1 < 7 < n: como f es diferenciable en x € E entonces

flz+tes) = f(x) = Dfulte;) +r(te;)  donde H%T(ttej)

=0

(por hipétesis de diferenciabilidad, considerando h = te; € R" de forma que h — 0 cuando
t — 0). Usando que D f, € L(R" R™) es lineal, la identidad anterior muestra que

i J@te) = flz) . tDfale;) +7(te) r(te;)
t

t—0 t t—0 t

:Dfr(ej)"i_llfi_{% :Df:v(ej)

Por otro lado, podemos plantear el calculo anterior usando las funciones coordenadas de f:
en este caso

Df(e;) = tim L&D ZJ@) _ St te) = hl@) - Julette) = ful@)

t—0 t t—0 t LR t

)

Por un resultado previo sobre la existencia de limites en R™, concluimos que para cada

1 <1 < m existe
lim filz +te;) — fi(z) _Ofi

().

El argumento anterior muestra que existen las derivadas parciales de las funciones coorde-
nadas con respecto a las variables z1,...,x, en el punto x € E y que vale la identidad
T fl(x+t€j>_f1<x) fm(m"i_tej)_fm(x) _ 8fl 8fm
Dfx<€j) - 11—{%( t DR ¢ )_(81,](55)’7@_%(33))
— Ifi
= () ;.
; 8a:j

La tltima identidad muestra que el vector de coordenadas [D f,(e;)]|s,, = (gj:i_ ()™, que es
J

la columna j-ésima de la matriz [Df,]g, 5, € R™*™. O
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Obs 7.17. Consideramos las siguientes consecuencias del resultado anterior:

1. Una ventaja de las bases candnicas es la siguiente: si v = (vy,...,v,) € R" entonces
[v]g, = (v1,...,v,) = v! Aprovechamos esta identidad como sigue: si £ C R" es
abierto y f : E'— R™ es diferenciable en x € E entonces: dado h = (h;)7_; € R",

Dfh = [Df.ls,, = [DfJs,.5, Ms, = [Df]p,.5 b ‘(ngf > |
J i=1

2. Si g: (a,b) - R™ es diferenciable en = € (a,b) y tiene funciones coordenadas g; :
(a,b) = R, 1 <i < m, entonces [Dg.|p, 5 = (¢,(z),...,qd,(x)) € R™!. En este caso
también escribimos ¢'(z) = (¢}(z), ..., g,,(x)). Usando el item 1., vemos que

Dg(t) =tg'(z), t € R = [|Dgzllr@rm) = llg'()[lzm -

3. Si E C R" es abierto y g : E — R es diferenciable en € E entonces [Dg,|p, 5, =
(i—i’(m), ce f—i(m)) € RY™"; en este caso también notamos [Dg.|p, 5, = Vg(z) € R
En particular, usando el item 1. vemos que

Dg,(h Zax] Yhj, b= (h;)'_, € R".

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz vemos que ||Dg.|rmrr) < [[Vg(z)||rn
norma euclidea del vector gradiente.

4. Sea V C R" abierto y f: V — R™ diferenciable en x € V. Sea W C R™ abierto tal
que f(V) C W yseag: W — RP diferenciable en f(z) € W. Entonces hemos probado
que la composiciéon go f : V' — RP es diferenciable en z y D(go f), = (Dg) @) - Dfs €
L(R™,RP). Entonces

[D(g© f)alB,.. = ((D9) )] 5,8, [Dz]B,. 5.

donde hemos considerado el producto de las matrices que representan los diferenciales
de fy g. Si calculamos la entrada (7, j) del producto con la férmula para el producto
de matrices y usamos la identidad anterior

R Lh) =3 g @) para 1<ispisisn

(hemos usado que la entrada (i, %) de la matriz [Dgsw]s,,5,, €s g;’;( f(x)) y similar
para la entrada (k, j) de [Df.]g,..B,)-

5. Sea E C R™ abierto y f : E — R diferenciable en = € F; sea v : (a,b) - E C R”
diferenciable en t € (a,b). En este caso, f o~ : (a,b) — R es derivable en ¢t. Usando
las observaciones previas vemos que

(fey)(®) Zzg—i(v(t))%() (VI(v(#), 7' (®)) -
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Obs 7.18. Sea E C R™ abiertoy f: E — R. Sean z € E'y h € R” tal que |h]| = 1.
Recordemos que en este caso definimos la derivada direccional de f en x en la direccion h,
dada por

of . flx+th)— f(x)

oh t—0 t

siempre que este limite exista. Notemos que si suponemos que f es diferenciable en z y
tomamos y(t) = x + th, t € (—¢,¢) (para ¢ > 0 suficientemente chico) entonces (t) € E,
para t € (—¢,¢) es diferenciable en t = 0, v(0) = x, 7/(0) = h (verificar) de forma que, por
el item 5. de la observacion anterior, existe

%m = (fo)(0) = (VF(x), h).

A

En lo que sigue vamos a considerar subconjuntos convexos de £ C R™: recordemos que en
este caso, siz, y € E'y A € [0,1] entonces Ax+ (1—\)y € E. Por ejemplo, las bien conocidas
B.(x) ={y € R": ||z — y|| < r} son conjuntos convexos y abiertos en R".

Por otro lado, recordemos que hemos probado que si g : [a,b] — R™ es continua en |a, b]
y derivable (diferenciable!) en (a,b) entonces existe © € (a,b) tal que ||g(b) — g(a)|| <
g’ (z)|| (b — a), donde usamos la notacién ¢'(x) = (¢i(x),..., g, (x)) € R™.

Teorema 7.19. Sea E C R"™ convero y abierto y sea f : E — R™ diferenciable en E.
Supongamos que existe M > 0 tal que ||Df,|| < M, para todo x € E. Entonces, sia, b€ E
se tiene que

1£(b) = fla)|| < M [|b—al.

Demostracién. Sean a, b € R" fijos y definamos 7 : [0, 1] — E dada por y(t) = (1 — t)a + tb,
t € [0,1] (aqui usamos que E es convexo para garantizar que y(t) € E, t € [0,1]). Notemos
que 7 es continua en [0, 1] y diferenciable en (0, 1), de forma que ~/(t) = b —a, t € (0,1).

Sea ¢ : [0,1] — R™ dada por g(t) = f(y(t)), t € [0,1]. Entonces, como f es diferenciable
en E entonces f es continua. Lo anterior muestra que g es continua en [0, 1] (composicién
de funciones continuas) y diferenciable en (0,1) (composicién de funciones diferenciables).
Entonces podemos aplicar un hecho probado previamente: existe x € (0, 1) tal que

lg(1) = g(O)I| < llg"(@)[I (1 = 0) = llg"(x)]|.

Por un lado, notemos que ||g(1) — g(0)|| = || f(b) — f(a)||; por otro lado, usando la regla de la
cadena: Dg, = D f, () Dv,. Aplicando la submultiplicatividad de la norma y las estimaciones
en la observacion anterior,

lg' @) = 1 Dgell <D fr@ HIDYall = 1D Fy | 1V (@) = 1D fr@l 116 = all

Las observaciones anteriores y la hipétesis (de acotacién de la norma espectral de los difer-
enciales) muestran que

1) = fla)ll < llg' @) < 1D fr@ I Ib—all < M [|b—all.
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Corolario 7.20. Sea E C R"™ abierto y conexo; sea f : E — R™ diferenciable y tal que
Df, =0 para todo x € E. Entonces f es constante en E.

Demostraciéon. Sea zop € E y sea yo = f(z9). Como f es diferenciable en E entonces es
continua en E y luego el conjunto A = {x € E: f(z) = yo} C E es cerrado (relativo) en
E y no vacio. Veamos que A es también abierto en F: en efecto, sea z € A C E: como
E es abierto, existe r > 0 tal que B,(z) C E. En este caso, z € B,.(z) es un conjunto
abierto y conexo y Df, = 0 para x € B,(z): aplicando el resultado anterior con a = z y
b € B,.(z) arbitrario y M = 0, vemos que [|f(b) — f(2)]] < 0-||b — z|| = 0; en conclusién
f(b) = f(2) = yo, para todo b € B,(z). Esto muestra que B,(z) C Ay que z € A es punto
interior. Asi A C FE es abierto en R" y en particular, abierto en £. Como A resulta un
clopen no vacio dentro del conexo E concluimos que A = E y f es constante en E. O]

Definicién 7.21. Sea £ C R" abierto y f: E — R™ diferenciable en E, de forma que esta
definida D f(y : E — L(R™,R™). Decimos que [ es de clase C'(E), 6 que f es continuamente
diferenciable en E, si Df.y : E — L(R",R™) es continua, es decir: dado v € Ey e > 0
existe & > 0 tal que si y € E es tal que ||z — y|| < & entonces ||Df, — Df,|| < e. A

Teorema 7.22. Sea E C R"™ abierto y f : E — R™. Entonces [ es de clase C'(E) si y solo
si para todos 1 <i<m y1<j<n la funcion 2L : E — R estd definida y resulta continua

(9:173'
en F.

Demostraciéon. Supongamos que f € C'(E). En este caso Dfy : E — L(R",R™) es
continua. Por la Proposiciéon 7.6 y el Teorema 7.16 y el item 1. de la Observacién 7.17 si
1<1<m,1<j5<n entonces

df;
J () =(Dfye;,u;) para z€EFE
&%’j
es una funcién continua en E, donde B, = {ey,...,e,} v By = {uq,...,uy,} son las bases

canodnicas de R™ y R™ respectivamente.

Para verificar la reciproca, comenzamos considerando el caso particular m = 1 (y después
deducimos el caso general m > 1 a partir de éste). Asi f : E — R; supongamos que para
todos 1 < j < n la funcion % : ' — R estd definida y resulta continua en E. Veamos que
f es diferenciable en E: fijemos x € E'y ¢ > 0. Como FE es abierto, existe 0 < r; < 1 tal que
B,,(z) € E. Como las derivadas parciales son continuas en z, existe 0 < ry < ry tal que si

|z — y|| < 72 entonces ]%(x) - %(yﬂ <z 1<j<n Seah=37 hje; €R" tal que

[R][* = >7_, b3 < r3. Definimos vy = 0y v = Zle hje;j, para 1 < k < n. Notemos que

k
HkaQ:Zh? <73 vp=vp1threr, 1<k<n y w,=h.
j=1
Ademas, se verifica la identidad:

n

fle+h) = f@)=fl@+v) — flet+v) =D flx+uv;) = fla+v1).

J=1
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Esto motiva a considerar las siguientes funciones: sea § = (ri —r3)/2 > 0y sea g; :

[—61/2, (1 + §)Y/?] — R dadas por
g;(t) = f(x +vj 1 +thje;) para te[-0Y21+8)V , 1<j<n.

Notemos que ||v;_1 +th;e;|| < 71 para t € [=6Y2, (1 + §)Y?] y ademés ||v;_; +th;e;]| < 7o
site€[0,1] C (=0Y% (1 +6)Y2); en particular, la funcién g; estd bien definida. Ademds,
g; es derivable en (—6'/2, (1 + §)¥/2): (ojo: no sabemos que f sea diferenciable, entonces no
podemos usar este hecho para probar que g; sea derivable! asi que hay que hacer la cuenta
a mano)

g;(t)zlgr[l)gj(t+3) 9;(t)  _ lim 7, flx+v 1 +thie +s ]'ej) fla+v_1 +the;)
s S s—0 h]S
— h hmf(x"’?)]—l"'thjej‘f‘uej)—f(;L‘—}—UJ_l_f_thjej)
u—>0 U
0
= h,; f(a:‘—l—vj 1—|—th e])

i Oz

donde hemos hecho la sustitucién h; s = u de forma que v — 0 cuando s — 0, y hemos usado
la definicién de derivada parcial (y la hipdtesis de que existen tales derivadas parciales). En
particular, g; es continua en [0, 1] y diferenciable en (0, 1): por el teorema del valor medio,
vemos que para cada 1 < j < n existe 0; € (0,1) tal que

b o) = 1o+ 150) = 550 = 50) = 5(65) (1= 0) = by T+ 0,1y,

Como 6; € (0,1) entonces ||v;—1 + 0, h; e;|| < ro de forma que

5 0 0
]f(a:+vj)—f(x+vj1)—hjaxf()| = |hjaf($+vfl+9he]) hJ@xJC()’
J e J
< Il 5

donde hemos usado la propiedad de r,. Asi, para ||h|| < ro podemos estimar:

ot ) = f@) = Sy @) = |Z[f(x+vj) ~ fo+ ) =y 3 (@)

n

Zm | < Il =) = kil

i=1

IA

Lo anterior muestra que si T, € L(R",R) estd dada por T,h =377, h; %(m) entonces
J

o M@+ 1) = () = T

=0.
h—0 1Al

Asi, f resulta diferenciable y Df, = T,, x € E; como x era arbitrario, f es diferenciable
en /. Més atin, como Df,e; = %(w) : E — R es continua, entonces la Proposicion 7.6
J

muestra que D fy : E — L(R",R) es continua y f € C*(E).
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Consideremos el caso general con m > 1. En este caso, tenemos f = (f1,..., fm) : E = R™
y las hipdtesis garantizan que cada f; : E — R es de clase C'(F); por la primer parte de la
prueba, f; resulta diferenciable para 1 < i < m; mas aun, recordemos que dado h = (hj)?zl

6, ,
(Dfi)zh = Z@i hj para ze€ek,1<i<m.

Dado x € E sea T, € L(R",R™) dado por
0fi
T.h = Z ( f h'> u; para h=(h;);_, € R"

donde B,, = {uy,...,uy,}. Entonces, six € E'y h € R" es tal que z + h € E entonces

£+ h) — flx) = Thl i(fi<f+h>—ff<x>—Z?ﬂ?ié@)hj)
7] - 17

U;
=1
| fi(w 4 h) = filw) = X5y S5 (w) byl

- ||h|| h—0
=1

> 0.

Las observaciones anteriores muestran que f es diferenciable en x € E'y Df, = T,. Final-
mente, la funcién Df.y : E — L(R",R™) resulta continua por la Proposicién 7.6 porque

(Dfyej,u) = g{;’_ () que es una funcién continua en £, 1 <i<m, 1 <j <n.

[

En general, se pueden desarrollar nociones de regularidad de funciones vectoriales de
varias variables en términos de la regularidad de las derivadas parciales de sus funciones
coordenadas. En general, dado E C R"™ abiertoy f : F — ]Rm funcion, sean fi,..., fi :
E — R sus funciones coordenadas. Si suponemos que ex1ste : E — R entonces podemos

Tj
8fz

considerar las derivadas parciales de 3%, que notamos

%
aaxj 82f1
x) = x
oxy 01,0z
siempre que los limites correspondientes existan. Maés generalmente, podemos considerar
(inductivamente)

(r—1) .
05—l .
Oz, _y - Ozjy J" fi
—(x) = x 20
Oxy, (z) Ox0xj,_, - -~ 0xj, (z) (20)
para indices 1 <1 < my 1< j1,...,75-1,k < n; siempre que la funcién ax‘?(ril.)_g;, esté
Jr—1 J1

definida en un entorno abierto de = y que el limite correspondiente (a la derivada parcial con
respecto a xy) exista. Las expresiones en la Eq. (20) son las derivadas parciales de orden r
con respecto a las variables z;,,..., 2, |, T.

Definicién 7.23. Sean E C R™ abierto y f : E — R™ funcion. Decimos que f es de clase
CK(E) si existen todas las derivadas parciales de orden k > 1 de las funciones coordenadas
de f en E, y son funciones continuas en E. A

De forma alternativa, podemos definir las clases C*(E) de forma inductiva: con la no-
tacién de la definicién anterior, f € C*(E) (con k > 2) siy solo si las funciones gj;_ e C*Y(E)
para todo 1 <i <my 1< j<n. En adelante, la clase C°(E) = C°(E,R™) denota la clase
de funciones f : E — R™ que son continuas en F.
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7.3 Teoremas de la funcién inversa e implicita

Comenzamos describiendo un concepto central para el desarrollo de los resultados de esta
seccion.

Definicién 7.24. Sea (X, d) EM. Una funcién ¢ : X — X es una contraccién (en (X, d)) si
existe 0 < ¢ < 1 tal que d(¢(x), p(y)) < cd(z,y), para todos z, y € X. A

Obs 7.25. Sea (X,d) EM y sea ¢ : X — X una contraccién en (X, d). Entonces ¢ es una
funcién uniformemente continua: dado ¢ > 0 existe § = ¢ e > 0 tal que si d(z,y) < ¢
entonces d(o(z), o(y)) < cd(z,y) < e. A

Continuamos verificando el siguiente principio de la contraccion

Teorema 7.26. Sea (X,d) un EM completo y sea ¢ : X — X una contraccion. Entonces
existe un unico p € X tal que p(p) = p (en este caso decimos que p es un punto fijo de ¢ ).

Demostracién. Sea x € F un punto arbitrario y consideremos la sucesion (z,),>o dada por:
xg =z, 11 = p(x) = p(xo) y en general x,1 = ¢(x,) para todo n > 0. Sea 0 < ¢ < 1 tal
que d(¢(x),¢(y)) < cd(x,y), para todos z, y € X.

Asi, d(x9, 1) = d(p(z1), p(z0)) < cd(x1,20). Argumentamos inductivamente: si suponemos
que d(zp, ,_1) < " 1d(xy,x0), para n — 1 > 1 entonces

d(Tny1,20) = d(0(20), p(Tn-1)) < ¢ d(Tp, T1) < (11, 70) (21)

que muestra que la desigualdad en la Eq. (21) vale para todo n > 1.

Veamos que la sucesién (z,,),>0 es de Cauchy: para eso, notemos que la serie Y -, c" es

convergente (porque 0 < ¢ < 1) de forma que dado € > 0 existe ng > 1 tal que si m > n > ny
entonces ZZ;L < e (notemos que es una suma de términos positivos). Pero entonces, si
m >n > ng se tiene que, usando varias veces la desigualdad triangular:

—_

m—1

d(xpm, x,) < d(xpy1, ) < Z & d(xy, m0) < d(zy,20) €.

n k=n

3

£
Il

Como ¢ > 0 era arbitrario (y d(x1,x0) estd fijo), concluimos que la sucesion (z,),>o es de
Cauchy. Como (X, d) es EM completo, entonces existe p € X tal que lim,, ,., z, = p. En
este caso, usando que ¢ es una funcién continua (ver la Observacién anterior):
o(p) = ¢(lim x,) = lim ¢(z,) = im z,,1 =p
n—oo n—oo n—oo
que muestra que p es un punto fijo de ¢. Por otro lado, si ¢ € X es tal que ¢(q) = g entonces

d(p,q) = d(p(p), v(q)) < cd(p,q) con 0 < ¢ < 1. En este caso, 0 < (¢c—1)d(p, q) que muestra
que d(p, q) = 0. O

En lo que sigue vamos a definir una serie de notaciones que van a ser utiles al momento de
enunciar y probar los teoremas de la funcién inversa e implicita.

Obs 7.27. Dados [,k > 1 definimos la proyecciones a las primeras [ coordenadas y a las
ultimas k£ coordenadas como las funciones
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m RF* — R dada por my(21, ..., 2i4k) = (21,..., 7))

Ttk k _
7, R — RY dada por m(xy, ..., T4k) = (T4, -+, Tigk)

Si bien la notaciéon no es completamente clara en cuanto si nos vamos a quedar con las [
primeras o las k tdltimas coordenadas por ejemplo, quedara claro por el contexto. A

Obs 7.28. Dados dos vectores = (z1,...,2;) ey = (y1,...,yr) en Rl y R respectivamente,
llamamos vector concatenacién de x e y al vector de R“** dado por

(‘rly) = (1’17~~->$l>y17--~;yk)

Es claro que dado un z en R existen tinicos = e y en R’ y R* respectivamente que
cumplen que z = (z|y). Algunas otras propiedades de la concatenacién son las siguientes: si
x,79 en RL 4,45 en R¥ v a en R tenemos que

o a(zly) + (22ly2) = (e + z2)[(ay + 2))
(210 = llzll v Gyl = llyll
Il)I? = lll* + [yl

]l [Tyl < 1)l < )l + lyl

Ahora, para una transformacién lineal 7' € L(R™* R!) definimos T} y T» como

T; : R = R! dado por Ty (z) = T((z[0x)) , VazeR';
T, : R¥ — R! dado por Tu(y) = T((0i]y)) , VyeRF.

Es sencillo comprobar que ambas son transformaciones lineales y que para todo par z € R
e y € R¥, se tiene que

T((zly)) = T((x[0x) + (Ouly)) = T((x|0x)) + T((Oily)) = T1(x) + To(y)

y esto lo notamos T = (T1|T3). De manera similar, si S € L(RY, R"**) podemos definir
las transformaciones lineales S; = m, 05 y Sy = m; 0 S, de forma que se cumple S(z) =
(S1(x)|Ss(x)) para todo x en R'. A esta relacién la notaremos

S
S=|(—=
S2
y en ambos casos, hablaremos de concatenaciones de transformaciones lineales. Consideramos

también una notacién similar para matrices: si A € R™™, B € R™! y C' € R¥™ entonces
podemos construir las concatenaciones de estas matrices como

D= (A|B) e R™") | = (é € RvHkym
C
Notemos que las hipétesis sobre los tamanos (de filas y columnas) de las matrices nos permite
concatenar los bloques para formar una nueva matriz: en este sentido, hay que observar que
los tamanos de las matrices permitan considerar concatenaciones. Una observacién similar
vale para las concatenaciones de transformaciones lineales. A
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Proposicién 7.29. Sean I,k > 1 y T € L(R™"* RY). Sean Ty € L(R') y T, € L(R* RY)
tales que T = (T1|Ty). Entonces tenemos la siguiente relacion entre las representaciones
matriciales:

[T]BhBHk = ([Tl]Bl | [T2]Bl7Bk)

De forma similar, si S € L(R, R S, € L(R!) y Sy € L(R!, R¥) son tales que S = (Sl>

Sy
(S)Bnn = (&)

[52]31“31

entonces

Demostracion: ejercicio. O]

Teorema 7.30 (Teorema de la funcién inversa). Sea E C R™ abierto y f : E — R" de clase
CHE). Sia es un punto de E tal que (Df), € L(R™) es un operador inversible, entonces
hay dos abiertos U y V de R™ tales que:

1. Por un lado, se tiene que:
(a) acUCE.
(b) b= f(a) € V.

(c) f’U :U =V es una funcion biyectiva.

2. Si llamamos g - V' — U a la inversa de la restriccion de f|y entonces g es de clase

cHv).

3. Para uny en'V se tiene que (Df)qy) € Gl(n) y se tiene que

(Dg)y = ((Dfg)

Demostracién. Como ((Df),)~" no es la transformacién lineal nula por ser inversible, ten-
emos que ||((Df)q) || > 0 y podemos comenzar llamando:

1

T=Df)y y \=—— >
(DF) 2T

0.

Como f es de clase C'(F) sabemos que f es continuamente diferenciable. Esto dice que
existe un 6; > 0 tal que

z€E, [lz—al <01 = [[(Df)a = (Df)all <A

Ademas, como E es abierto, hay un 0 < 6 < 6; tal que Bs(a) estd totalmente contenida en
E. Sillamamos U = Bj(a) entonces U es un abierto convexo que contiene a a y tal que

zelU—=llv—all <d<d = [[(Df)e = (Df)all = I(Df)a =TIl < A (22)
Por otro lado, si fijamos un y en R”, definimos la funcién ¢, : E — R"™ dada por
¢y(r) =2 +T 'y — f(zr)) para x€E.

Notemos que ¢, (z) = z si y solamente si T~ (y — f(z)) = 0, pero como T~ es un operador
lineal inversible, esto es equivalente a que y = f(z). Como se trata de suma y composicién de
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funciones de clase C'(F) concluimos que ¢, es diferenciable y podemos calcular su diferencial
en un x en £ como

(Déy)e =1 =T ((Df)a)
= T_l[T - (Df)a:}

Tomando norma espectral a esta igualdad y usando que la norma es submultiplicativa, obten-
emos una desigualdad vélida para todo x en U:

(D)ol = ITHT = (DAl < NITHNT = (Df)all < IT7H| - A = %

que muestra que |(D¢,),| < 3, para todo 2 € U. Como nuestro U es abierto y conexo (por
ser convexo), esta desigualdad nos permite usar el Teorema 7.19 que asegura que para todo
par x1, xo de puntos de U (y cualquier y € R™) tenemos la estimacién

1 = ]|

Iy(1) = ()] <+

(23)
A partir de esa desigualdad, podemos ver que f es inyectiva en U ya que si suponemos que
x1, 22 € U son tales que f(x1) = f(x2) = Yo, tenemos que z1 y 2 son dos puntos fijos de ¢y,
y eso nos dice que

|1 — @2 |

0 < flz1 = @oll = gy (21) = Py (@2) | < —5—

lo cual implica que z; = xo. Como la restriccién f|y es inyectiva, bastaria ver (para probar
el primer item) que f(U) es un conjunto abierto de R™ para poder tomarlo como V' (ya que
las otras dos condiciones se satisfacerian automaticamente) .

Para ver que esto es cierto, notamos que la Eq. (23) (que usamos para ver que f era inyectiva)
en realidad dice que la funcién ¢, es contractiva en algin dominio adecuado.

Fijemos un gy en f(U) y llamemos z( al elemento de U tal que f(zg) = yo. Como U es
abierto, tenemos que para algin radio 7 > 0 se cumple que B, (z,) esté totalmente contenida
en U. Veamos que en ese caso, la bola B, (yo) estd totalmente contenida en V' aplicando el
principio de la contraccién a ¢, (recordar que de encontrarle un punto fijo a ¢, estarfamos
encontrando que y estd en la imagen de f).

Si y € Bya(yo) Entonces por las propiedades de la norma, tenemos que

16y (o) — @oll = 1Ty = f@o) | = T (y = wo)| < 1T lly — oll < g

Si ademas de eso, tomamos un z de B, (1) podemos usar la desigualdad que cumplia Oy
(recordar que B,(zy) C U) para decir que

|z — @o|
2

r

[fy(x) = 2ol < [l@y(x) = dy(o)ll + [|dy(x0) — ol < 5

,
+lloy(w0) — woll < S+ 2 =7

Concluimos de esta tltima cadena de desigualdades que al tomar un y de B, (yo) queda bien
definida la restriccién

¢y Br(x0) = By (7o)
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Ya que el conjunto B,(zy) es cerrado en R", ese conjunto también es completo; ademas,
si 7,2 € B,(r9) C U entonces ||¢,(z) — ¢,(2)|| < 1/2||z — z||. Entonces, podemos usar el
principio de la contraccién: esto nos garantiza que hay un tnico = en B(7) tal que ¢,(z) = x
que como vimos es equivalente a que f(z) =y € f(U).

Resumiendo, lo que vimos fue que dado yo € f(U) entonces B,\(yy) esta totalmente
contenido en f(U) (para hallar el # de U que le corresponde a un y usamos el principio
de contraccién para una restriccién de ¢,). Asi V = f(U) es abierto en R™; con esto,
completamos el primer item.

Ahora, llamemos g : V' — U a la inversa de f|y : U — V' y probemos que cumple lo que
dice el tercer item. Fijamos un y € V = f(U) para comprobar que g es diferenciable alli y
calculemos su diferencial. Sea z € U tal que f(z) =y. Como V es abierto, si sumamos un
vector £ € R™ no nulo de norma euclidea suficientemente chica a y, no nos salimos de V.
Dado un tal vector k, sea h € R™ (que debe ser distinto del vector nulo) tal que

x+helU y flz+h) =y+k.

Notemos que

¢y(x +h) = dy(2) = [(x+h) + Ty — fla+h)] = [z + T (y — f(2))]
Hfla+h) = f(@)

Lo anterior indica que

[(z +h) —zf| _ [|7]

Ih =T (R)Il = oy (x + h) — ()] < 5 >

y de eso obtenemos

_ . - 17l
T E) = 117+ (T (k) = )| 2 1l = | =T (R)]| = 5+
Juntando esto con la desigualdad [T (k)| < ||[T7]] ||k||, obtenemos

172 _ _
= ST EI < 1T HIF

por lo que claramente si k£ tiende al vector nulo entonces i debe tender al vector nulo también.
Otra manera de expresar esta desigualdad es la que sigue

1 _ 27
<
[ 1

Antes de seguir, recordamos que la Eq. (22) muestra que si € U entonces

H(Df):r_TH < A= ||T71H71'

! <
27T
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El Teorema 7.4 muestra que (Df), es inversible en todo punto x € U. Para ver que (Dg),
es aquel que indicamos en el enunciado (recordemos: f(z) =y, f(x+h) = y+ k) escribimos

9y +k) = (g(y) + (Df)7' (k) = g(f(z + 1)) — (9(f(2)) + (Df)" (k)
— (DA y+k—y)
— (DA (fz+h) = f(x))
—(Df); [f (@ +h) = f(z) = (Df)(h)]
donde usamos que g(f(z + h)) =z + hy g(f(x)) = x; podemos plantear (otra vez usando
las propiedades de la norma de transformaciones lineales) las siguientes desigualdades

lg(y + k) = (9(y) + ((DS)e) " KNI _ 277" L= (PP e+ ) — £&) — DAMI
ul =T ,
< QHT*lH I ((Df)m)_l I | f(z+h)— J]l(fj)l — (Df)z(W)]|

como h tiende a 0 siempre que k tiende a 0 vemos que g es diferenciable en y; ademas
(Dg)y = ((Df)gc)_1 para el x que cumple y = f(x) o g(y) = x. Esto completa la prueba del
tercer item.

Resta ver que g, ademas de diferenciable, es continuamente diferenciable en V. Primero,
recordamos que por ser diferenciable, g es continua y que la inversién F : Gl(n) — Gl(n) es
funcién continua (por el Teorema 7.4). Como f es continuamente diferenciable por hipétesis,
la asignacién (Df).) : U — Gl(n) C L(R™) también es continua. Finalmente, como la
funcién

(Dg)ey : V= Gl(n) dada por (Dg)y, = ((Df)g )_1 para y eV

puede escribirse como una composicién de funciones continuas F o (D f))o g concluimos que
es continua en todo V' como queriamos ver. O

Corolario 7.31. Sean E C R™ abierto y f : E — R"™ una funcién de clase C'(E) tal que
(Df), es inversible para todo x en E. Entonces f es una funcion abierta, es decir, para
cualquier abierto U del dominio f(U) es abierto.

Demostracion. Sea W un abierto de E. Si fijamos un y € f(W) sabemos que hay un z en
W tal que y = f(x). A partir de las hipétesis de f, podemos aplicar el teorema anterior a la
funcién

f’W:W—>Rn

en el punto x por lo que existen abiertos U, C W y V(= f ’W C f(W) con las
propiedades que nos dice el teorema. Asi, existe un ¢ > 0 tal que

Bs(y) € Vp € f(W)

de donde se desprende que f(W) es abierto, ya que y era arbitrario. O

En la siguiente observacién, ahondamos un poco en la tltima parte de la demostracion del
teorema anterior para ver que se puede dar una expresion para las derivadas de la funcion que
nos devuelve el teorema, a pesar de no conocer explicitamente su expresién. Ademads, esta
observacion nos dice que la funcion cuya existencia garantiza el teorema gana la regularidad
que tenga la funcién de partida, cosa que es til en las aplicaciones.
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Obs 7.32. Si F es un abierto de R", f : E — R™ una funcién de clase C'(E) y a € E tal
que (Df), € Gl(n). Entonces el teorema de la funcién inversa garantiza que para ciertos
abiertos U C E y V de R" se cumple que

acUy fla) eV
f ’U : U — V es una biyeccion

g= (f|U)_1 .V — U de clase C*(V)

—1 n
Yy eV, (Dg), = ((Df)gw)) € LR
y usando algunas propiedades de las transformaciones lineales, tenemos que

(D)), = [ (PHa) '], = [(PNa]

lo que permite calcular esa representacion matricial de (Dg), en todo un abierto. Si consid-
eramos la funcion

h:U — R dada por h(x) = det ([(Df)s] ) paraz e U

tenemos que como f es de clase C'(E), la funcién h es continua y no se anula en U. Este
ultimo hecho se puede ver notando que el determinante es una expresién polindémica en
términos de las entradas de la matriz. Si ademés de esto definimos las funciones h;; : U — R
para 1 < 17,7 <n como

hij(a) = (=1)"" det(A(ilj).) Yo €U

donde las matrices A(i|j), son los menores de [(Df),|p,, € U, vemos que h;; € C(U) es
una funcién continua para 1 <17, j < n. Entonces,

dgi _ -1\ hilg(w))
5 ) = (0a)s,),, = (PNl = Ty

por lo que en realidad, las derivadas parciales de las funciones componentes de g son de
la misma clase que las de f. Por ejemplo, si f fuese de clase C*(U) tendrfamos que las
derivadas parciales de todas sus componentes son de clase C*~1(U) por lo que las funciones
h,hij € C*=1(U): la férmula anterior muestra que las derivadas parciales de las funciones
coordenadas de g son también de clase C*~(V') (recordemos que los determinantes resultan
ser funciones que tienen la misma clase que la clase de sus funciones coordenadas). A

Podemos pensar que el objetivo del teorema de la funcién implicita, dados un dominio
E C R™™ y una funcién f : E — R"™ con ciertas con condiciones, es garantizar el despeje
de n de las variables z = (#1,...,2,) del dominio en términos de las otras m variables
Yy = (y1,--.,Ym) de la ecuacién f(x,y) = 0 (donde por simplicidad, lo que haremos es ver
que las primeras n variables se pueden escribir como funciones de las tltimas m).

Analicemos que pasa en el caso particular donde nuestra funcién es una transformacion
lineal.

Obs 7.33. Sea T' € L(R*™™™ R") y Ty € L(R"), T, € L(R™ R") tales que T = (T1|T3).
Consideramos la ecuacion

T((zly)) = Ti(x) + To(y) = 0.

Si suponemos ademés que 7} es inversible, podemos definir g : R™ — R™ como g = —T; *oT)
y ver que
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e g € L(R™ R™) (por ser composicién de transformaciones lineales)
o {(zly) € R T((xly)) = 0} = {(9(y)ly) : y € R™} ya que por un lado
T((xly)) = O,

Ty (z) + Tu(y) = 0,
x=—T, Y (Taly)) = 9(y)

Y si tomamos un (g(y)|y) con y en R™ tenemos que
T((9()ly)) = Tui(9®)) + Taly) = Ta(~T; (Ta(y))) + Taly) = 0,

A

Esto indica que podemos parametrizar al niicleo de T' con m variables, lo cual no es muy
sorprendente ya que la representaciéon matricial en la base candnica de T debe tener rango
maximo por la condicién impuesta a T} y la proposicion 7.29, por lo que el teorema de la
dimensién nos dice que la dimension del ntcleo de T' debe ser m.

Como dijimos, el siguiente teorema extiende este tipo de resultados al caso de funciones
no lineales (con cierta suavidad). Una gran diferencia con el caso anterior, es que para
funciones generales solo parametrizamos la interseccién del conjunto de nivel del vector nulo
con un abierto, en lugar de todo el conjunto de nivel, como pasa con las transformaciones
lineales. Es decir, en general podemos afirmar que es posible realizar un despeje de forma
local.

Teorema 7.34 (Teorema de la funcién implicita). Sean E un abierto de R™*™ y f : E — R"
una funcion de clase CP(E) para p > 1; sean f1,. .., fn las funciones coordenadas de f. Sean
a€R" ybeR™ tales que (ab) € E, f((alb)) = 0,.

Si suponemos que T = (D f)(ap) € L(R™™,R") wverifica que T = (T1|T3) con Ty € L(R")
inversible (y Ty en L(R™,R™)) entonces existen dos abiertos U y W tales que

1. (al|b) estda en U C E y b estda en W C R™.
2. Eziste una funcion g : W — R"™ de clase CP(W) tal que g(b) = a,
{(zly) € U: f((x]y)) = 0} = {(9(W)ly) : y € W}

3. (Dg)b = —Tl_l o T2 S L(Rm’Rn) .

Demostracion. La prueba que vamos a dar se basa en el teorema de la funcién inversa, por
lo cual necesitamos alguna funcién que tenga como dominio y codominio abiertos del mismo
espacio euclideo. Definimos

F:E—R"" como F((aly)) = (f((xly)) |y) para (xly) € E.

Maés concretamente, si y = (yi, ..., ¥ymn) podemos escribir la accién de esta funcién como

F((xly)) = (A((ly), - fal(ly), 1, Ym)
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y describir sus derivadas parciales como sigue

oF: 2 ((aly)) si1<i<n
i 0 sin+1<i<n+m
OF, S(zly) si1<i<n
B (("E|y)): 1 sin+j=1
g 0 en caso contrario

lo que dice que F es de clase CP(FE). Para poder aplicar el teorema de la funcién inversa
a F, tenemos que ver que su diferencial es inversible en algin punto. Como conocemos
las derivadas parciales de F', podemos calcular la representacién matricial de su diferencial
en (a|b) para ver si resulta inversible: si consideramos z = (z1, ..., 21m) = (z|y) € R*™™™
entonces

(OF apla... = (G2 (@)

1<i,j<n+m

OF OF; oF _OF1 OF,

021 0z2 o Ozn Ozn+1 T OzZndm

oF,  OR oF,  _OF, o)

Oz1 Ozo e Ozn Ozn+1 T OzZndm
_ OF, OF, OF, OF, OF,
— 021 Ozo T Ozn Ozn+1 U OzZndm

8F‘n—‘—l 8Fn+1 8F‘n—‘—l 8Fn+1 8F‘n—‘—l
0z1 Ozo e Ozn Ozni1 T OzZpgm
8Fn+m aFn+m 8Fn+m aFn+m 8Fn+m

021 0z2 o Ozn 0zZn+1 T OzZndm

ofi  Of1 of | 0 Af1

0z1 Ozo Tt Ozn 0zZn+1 T Ozp4m

of2  0f2 Ofy | Of2 _ofr

0z1 Oz " Ozn | OzZny1 "7 OzZngm

Ofn  Ofn Ofn | Ofn Afn

0z1 0zo T Ozn O0zZnt1 " OZnim

Omxn Idm

_ ([T1]s. | [T3]B..B.

Omxn ‘ Idm

donde las entradas de las matrices de los pasos intermedios deben ir evaluadas también en
(alb). Como podemos calcular este determinante por bloques y tenemos que por hipétesis
T es inversible, confirmamos que (DF') ) es inversible: es decir,

det(DFlqp)) = det(T1) - det(I,,) = det(T7) # 0.

Otra opcion podria ser que a partir de la expresion del diferencial que obtuvimos, podemos
ver que para todo par h de R™ y k de R™ se tiene que

(DE)@apy(hlk) = (D f)apy(hlk) | k).
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Asi, si para algin hg y ko se cumple que (DF')q)(holko) = Oy entonces

T(holko) = (Df) ap) (holko) = 0,y ko = Oy,
1
Ti(ho) + To(ko) =0, y Tu(ko) =0,
i
T1(ho) =0,

pero como T} es inversible por hipétesis, hg = 0, por lo que (ho|ko) = Opm.
Por cualquiera de los camino, concluimos que (DF')(4p) es inversible y repasando vemos
que cumplimos las condiciones para aplicar el teorema de la funcién inversa ya que

e F es un abierto de R™™™ y F': F — R™™ eg una funcién de clase C?(E) para p > 1.

e (alb) es un punto de E tal que (DF) () es inversible.
y podemos garantizar la existencia de dos abiertos U y V' de R"™™ tales que
— (a|b) e U C E(C R™™).

~ Fly : U = V es una biyeccién y G = (Fly)™' : V. — U es de clase CP(V) (ver
Observacién 7.32).

— Vale que F(G(v)) = v para todo v de V' y G(F(u)) = u para todo u en U.

Este abierto U C E va a ser el que buscamos. A continuacién, definimos quien va a ser el
abierto W C R™ que queremos en el codominio de f. Sea W = {y € R™ : (0,]y) € V}.
Vemos que este conjunto es no vacio ya que

(alp) € U — F((alb)) = (f((alb)) |0) = (0]0) € V

lo que dice que b esta en W. Veamos ahora que este conjunto es abierto, notando que puede
escribirse como la preimagen de V por la funcién I : R™ — R"™™ dada por

I(v) = (0,|v) Yo € R™
que claramente es continua. Esto concluye la prueba del item 1.

Ahora que ya tenemos los abierto que buscabamos, vamos a definir la funcién que queremos
para el segundo item de la siguiente manera: sean Gi,...,Guim @V — R las funciones
coordenadas de G, y sea

g: W — R" dada por g(y) = (G1((0n]y)), - .., Ga((0a]y))) Yy e W

o sea, concatenamos a y con 0, (lo que nos da un vector de V' por la definicién de W) y luego
le aplicamos G y nos quedamos con las primeras las primeras n coordenadas. La relacion

— 0, —
8%@ 8%«|M

azn-i-j

((0uly))
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indica que g es una funcién de clase C?(W) (porque G es de clase C?(V')). Como b € W
podemos calcular g(b): recordando la cuenta que hicimos para ver que W es no vacio, tenemos

G((0,]0)) = G(F((alb))) = (alp)
por lo que g(b) = a como queriamos. Nos falta ver la igualdad entre los conjuntos
{(zly) € U - f((z]y)) = 0.} = {(g(v)ly) : y € W} (24)
Si tomamos un (xo|yp) en el conjunto de la izquierda, tenemos que por la definicién de F’

F((wolyo)) = (Onlyo) €V = yo € W
(zolyo) = G(F((wolyo)) ) = ((0 1%0)) = o = 9(%o)

de lo que obtenemos que (xg|yo) esté en el conjunto de la derecha. Por otro lado, si
yo €W = (Onlyo) € V

lo que implica que para cierto k en R™ :

(Onlyo) = F(G((Tal0))) = F((g(w0) %)) = (F((9(wo)|k)) | k) — { /(lo@0)11)) = O

de lo cual se desprende que

(9(50)ly0) = (9(yo)[k) = G((0aly ))
F((9(yo)lyo)) = F((g(yo))Ik) =

por lo que (g(vo)|yo) estd en {(z|y) € U : f((z]y)) = 0} lo que completa la prueba de la
doble contenciéon y del item 2. del teorema.

Para el iltimo item, introducimos dos funciones auxiliares solamente con el fin de aclarar un
poco los célculos de diferenciales. Estas funciones son concretamente

¢: W — U dada por ¢(y) = (9(y)|ly) para yeW
h:W — R" dada por h = fo¢

Por la igualdad de conjuntos en la Eq. (24) sabemos ¢ esta bien definida y que la funcién h
es idénticamente nula. Notemos que por construccién ¢ y h son funciones diferenciables en
sus dominios. Mas aun, notemos que

(Do), = ((l[)dizy) € L(R™ R™™).

Entonces, por la regla de la cadena tenemos que para cualquier y € W se tiene que

Ormgny = (Dh)y = (D f)ggy) © (Do)y -

Si tomamos y = b tenemos que

(Dg)

Or®mrry = (D f)@ap) © (D@)y = (T1|T3) o ( 7d

) = Tl o (Dg)b+T2

(verificar la identidad anterior evaluando en vectores) y como T} es inversible por hipétesis,
podemos despejar y ver que
(Dg)b = —Tl_l e} T2 .
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Obs 7.35. Como fue el caso con el teorema de la funcién inversa, tenemos una relacién entre
las derivadas parciales de la funcién a la cual le aplicamos el teorema y las de la funcién cuya
existencia demostramos con el teorema.

Siguiendo las notaciones del teorema anterior,

(89@' (b)) rien = (Dg)l.5, = [~T o Tolp. 5.

a .
Yi 1<5Sm

= —((T1],) " T8,

(), ) (am)

1<k<n 1<I<m

lo que permite relacionar las derivadas de la funcién f con las derivadas de la funcién que
nos da el teorema. Una diferencia con el caso del teorema de la funcién inversa es que esta
relacion solo se da en el punto que usamos para aplicar el teorema en lugar de todo un abierto
alrededor de este.
Como caso particular, si E es una abierto de R®* y f : F — R es de clase C?(F) para
p > 1y a,bson dos reales tales que (a,b) € E y el gradiente de f en ese punto tiene primera
entrada no nula, podemos proponer 17,75 como los operadores de R en R dados por
of
Ti(h) = 5 (@ b)) by To(k) = 2 -((a,0)) k
y aplicar el teorema de la funcién implicita para obtener un entorno de a, uno de b y una
funcién que los une g, tal que g(b) = a y como la matriz que representa a T} tiene una sola
entrada obtenemos la relacion

0
% (a,1)
: 9y
g'(b)=— af

—(a,b

5 (@ 0)
Esta observacion podria usarse, por ejemplo, para calcular la recta tangente a una curva del
plano dada mediante una ecuacion. A

7.4 Ejercicios

Obs 7.36. En esta practica vamos a utilizar también la notacién para la Definicién 1.15.
del apunte tedrico siguiendo a la notacion del libro de Rudin pagina 231, seccién 9.16:
_9f; filx +te;) — fi(x))

(Dif)) = (<) = lim t

Ejercicio 138. Demostrar que a cada A € L(R™,R) le corresponde un tnico y € R" tal que
Az = xy. Demostrar que también ||A]| = |y|.

Ejercicio 139. Supongamos que f es una funcién real diferenciable en un conjunto abierto
E C R", y que f tiene un méximo local en un punto = € E. Demostrar que f (z) = 0.

Ejercicio 140. Sea f(u,v) = (u — uv,uv). Encontrar la transformacion inversa.
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Ejercicio 141. Sea

o T i)
f(xl’IQ) a (1-[[‘1 —IQ’ 1—ZE1 —1/’2) )

<8f2 (ZE)) c RQXQ
Ox; 1<i<2,1<5<2

del Teorema 1.16 del apunte tedrico.

a) Hallar la matriz

b) Hallar la transformacién inversa y su correspondiente matriz como en el item anterior.

Ejercicio 142. Si f es una funcién diferenciable en un conjunto abierto conexo E C R™ en
R™ y f'(x) = 0 para todo 2 € E. Demostrar que f es constante en E.

Ejercicio 143. Probar que si

f(t) =t+2t°sen (%)

para t # 0 y ademds f(0) = 0, entonces f (0) = 1, f es acotada en (—1,1) pero f no es
biyectiva en cualquier entorno del 0.

Ejercicio 144. Sea f(x1,z2) = (€* cos(zz), €' sen(zz)) una funcién de R? a R?.
a) (Cudl es el rango de f7

b) Mostrar que la matriz

(afl (l')) c RQXQ )
Ox; 1<i<2,1<5<2

(del Teorema 1.16 del apunte tedrico) de f no es 0 en ningiin punto de R%. Entonces cada
punto de R? tiene un entorno en la que f es biyectiva, sin embargo f no es biyectiva en
R2.

c) Sea a = (0,7/3),b= f(a), sea g el inverso continuo de f, definido en un entorno de b tal
que g(b) = a. Determinar una férmula explicita para g, calcular también f'(a) y g (b).

Contestar las mismas preguntas para f(z,y) = (22 — y?, 2xy).
Ejercicio 145. Sea f dada por
f($7y1>92) = $2y1 + e’ + Y.

Probar que f(0,1,—1) = 0, (D1f)(0,1,—1) # 0 y que existe por lo tanto una funcién
diferenciable g en algin entorno de (1, —1) tal que g(1,—-1) =0y

f(g(y1,y2),y1,y2) =0.
Hallar (Dyg)(1, —1) y (Dag)(1, —1).

Ejercicio 146. Sea

Demostrar
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1. f, Dif, Dof son continuas en R2.
2. Diyf y Doy f existen para todo punto de R? y son continuas excepto en (0,0).
3. D12f(0,0) =1, Dy f(0,0) = —1.

Ejercicio 147. Sea f : R? — R la funcién definida como

S (1) £ (0,0)
f(x’y):{ 0" (o) = (0,0)

Probar que f tiene derivadas parciales en todo punto y que sin embargo f no es continua en
el origen de coordenadas.

Ejercicio 148.

a) Supongamos que f : R™ — R es una funcién con derivadas parciales acotadas. Probar
que f es uniformemente continua.

b) Supongamos ahora que f estd definida sélo en un abierto £ C R"™. Probar que f es
continua en F, pero no necesariamente uniformemente continua.

Ejercicio 149. Supongamos que f = (u,v) : R — R? es una funcién C* y f(to) = (o, yo).
Probar que si f'(ty) # 0 entonces o bien existe una funcién C' ¢ tal que g(zo) = to y
u(g(x)) = x en un entorno de xy, o bien existe una funcién C' h tal que h(yy) = to y
v(h(y)) = y en un entorno de yj.

Ejercicio 150. Sea L : R” — R” un isomorfismo y sea f(x) = L(x) + g(x) una funcién
CH(R™ R"™). Probar que si |g(z)]] < M]|z||? entonces f es localmente invertible en un
entorno del origen de coordenadas.

Ejercicio 151. Supongamos que f es una funcién a valores reales definida en un conjunto
abierto £ C R", y que las derivadas parciales Dy f, ..., D, f son acotadas en E. Probar que
f es continua en F.

EjerCiCiO 152' Sea f(xh x2,$3) = (fl(x17x27'r3)7 fQ(xla X, .1:3), f3(x17$27 I3)) donde

Tk
1+$1+$2+$3

fk(l’l,xz,fg) = s k= 1a2737

con x1 + x9 + w3 # —1. Probar que
det Df (w1, w9, 23) = (1 + 21 + 29 + 23) "%

Probar que f es biyectiva y calcular f~! explicitamente.

Ejercicio 153. Mostrar que cerca del punto (x,y,u,v) = (1,1,1,1) podemos resolver

ru 4 you® = 2

zu® 4yt =2

de manera tnica para u y v como funciones de z e y. Calcular (Ou/0z)(1,1).
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8 Ecuaciones diferenciales ordinarias

En este capitulo vamos a estudiar ecuaciones diferenciales ordinarias, es decir, ecuaciones que
relacionan una funciéon de una variable real con sus derivadas. Vamos a considerar también
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden con condiciones iniciales.

8.1 Primeras consideraciones

Comencemos considerando una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) de primer orden de la
forma

F(z,y,y)=0

donde E CR?®y F: E — R es una funcién continua en E. En este caso, una solucion de la
ecuacion es una funciéon ¢ : I — R donde I C R es un conjunto abierto, ¢ es diferenciable
en I, (z,¢(x),¢'(x)) € E para z € I y se verifica que

F(x,¢(z),¢'(x)) =0 para z€l.

Por ejemplo, consideremos U C R? y f : U — R una funcién continua. En este caso podemos
plantear la EDO de primer orden

y' = f(z,y)

que equivale a la EDO de primer orden F'(z,y,y') = 0 con F(x,y,y') = f(z,y) —y'. En este
caso, decimos que la EDO esta en forma normal. Una solucién de la ecuacién anterior es una
funcién ¢ : I — R donde I C R es un conjunto abierto, ¢ es diferenciable en I, (x, ¢(z)) € U,
x € [ y vale que

¢ (z) = f(z,¢(x)) para zxz€l.

Volviendo al caso general, dada la ecuacién F(x,y,y’) = 0, donde F' : E — R es una
funcién continua en £ C R3, podemos pedir ademds condiciones adicionales a las soluciones:
por ejemplo, podemos considerar aquellas soluciones de la ecuacién que ademas satisfagan
condiciones del tipo y(zo) = yo (de forma que las soluciones ¢ : I — R también cumplen con
la condicién: zg € I, ¢(zo) = yo)-

Ejemplo 8.1. Consideremos la EDO de primer orden dada por 3’ = y?. Esta ecuacién esté
en forma normal, para la funcién f : R?> — R dada por f(z,y) = y*>. Notemos que en este
caso, f € C*(R?). Ademés, consideramos la restriccién y(1) = —1.

Si consideramos la funcién ¢(z) = —z~!, x € I = R\ {0} entonces: I es abierto, ¢ es
diferenciable en [ y se verifica

1 1
/ 2 2
()= = ()P =¢*2) para
Ademas, ¢(1) = —1. En este caso, ¢ es solucién a la EDO con condicién inicial

y=v vy yl)=-1.

Notemos que la soluciéon ¢ no estd definida en todo R atn cuando la EDO esta definida en
todo R2. A
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Obs 8.2. Consideremos una EDO de primer orden en forma normal 3y’ = f(z,y), para
f:U — R tal que U C R? es abierto y f es continua en U. Supongamos que ¢ : (a,b) — R
es una solucién de la ecuacién, es decir, ¢'(x) = f(z, ¢(z)) para = € (a,b).

Consideremos la funcién G : U — R? dada por G(z,y) = (1, f(z,y)), (z,y) € U. Pode-
mos considerar a G como un campo vectorial definido en U, que a cada (z,y) € U le asigna
el vector (anclado en (z,y)) dado por G(z,y) € R2. Por otro lado, consideremos la curva en
U dada por 7 : (a,b) — U dada por v(x) = (z,¢(z)), € (a,b). Notemos que esta curva es
una linea de flujo del campo G, en el sentido que

V(x) = G1(x)) para € (a,b).

En efecto, 7/(x) = (1,¢'(z)) = (L, f(z,¢(x))) = G(z,9(x)) = G(y(x)), € (a,b). Esto
permite interpretar geométricamente las soluciones de EDQO’s en forma normal. A

En lo que sigue vamos a considerar dos tipos importantes de EDO’s (que tienen normbre
propio) y vamos a ver algunas técnicas especificas para resolverlas. Hay otras clases especiales

de EDO’s de primer orden que no consideramos aqui. Mas adelante vamos a volver al caso
de EDO’s generales.

Ecuaciones de variables separadas. En este contexto consideramos la ecuacién (de
variables separadas)

h(y) -y = g(z)
donde g : [a,b] = R y h: [¢,d] — R son funciones continuas. Sea I C [a, b] intervalo abierto
y supongamos que ¢ : I — (¢, d) es una solucién de la ecuacién anterior. Entonces,

h(o(x)) - ¢'(w) = g(w) para zel.

Lo anterior motiva considerar la funcién H : [c,d] — R dada por

H(y) = /y h(t) dt = (Ho @) (z) = H'(¢(x)) - ¢'(x) = h(p(z)) - ¢/ (x) = g(x) , z €1,

donde hemos usado que h es funcién continua y la relaciéon entre la integral de Riemann y
la diferenciacién (ver cap. 5). Més aun, si consideramos G : [a,b] — R dada por,

G(z)—/zg(t) dt = (Ho¢)(r)=G'(z) para xz€el.

La identidad anterior y el hecho de que I sea intervalo abierto muestran que existe a € R
tal que
H(p(x)) =Glz)+a,vel.

Si definimos la funciéon K(z,y) : (a,b) x (¢,d) — R dada por K(x,y) = H(y) — G(z) — «
entonces K € C'((a,b) X (¢,d)) y vemos que la funcién ¢ satisface la ecuacién K (z, ¢(z)) = 0
para x € I. Notemos que K ha sido construida usando las funciones conocidas g y h (a través
de sus primitivas).

Supongamos que la ecuacién K(x,y) = 0 define implicitamente a la variable y como
funcion de z alrededor de (xg, yo) € (a, b)x(c, d); concretamente, supongamos que %—I;(xo, Yo) =
h(yo) # 0. En este caso, el teorema de la funcién implicita garantiza que podemos despe-
jar localmente la (dnica) solucién ¢(x) : (a/,b') — R tal que zg € (a',V), ¢ € C*((d',V)),
d(zo) = yo y K(z,¢(x)) = 0. La unicidad del despeje de la ecuacién K(z,y) = 0 alrededor
de (xg,y0) determina a la solucién ¢. Estas observaciones motivan el siguiente
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Teorema 8.3. Sean g : [a,b] = R y h : [c,d] — R funciones continuas y consideremos la
EDO de primer orden de variables separadas h(y) -y = g(x). Sean

G(m):/xg(t) dt,z € [a,b] vy H(y):/yh(t) dt,y € lc,d.

Sean o € R, xy € (a,b), yo € (¢,d) tales que H(yo) = G(xo)+a y h(yo) # 0. Entonces existe
un intervalo abierto xg € I C [a,b] y existe ¢ : [ — (c,d) tal que ¢ € CH(I) es solucion de la
EDO, y ademds satisface que ¢(xo) = yo.

Demostracién. Con las notaciones del enunciado, consideremos K : (a,b) x (¢,d) — R
dada por K(x,y) = H(y) — G(x) — . Entonces K € C'((a,b) x (c,d)). Por construccién
K(zg,y0) =0y %—I;(xo,yo) = h(yo) # 0. Por el teorema de la funcién implicita existe un
intervalo abierto xy € I C (a,b) y existe ¢ : I — (c,d) tal que ¢ € C(I), ¢p(xg) = yo y
K(z,¢(x)) =0, z € I; en particular, derivando la tltima identidad vemos que

0 = (1 (2. 0(a)) = 5 ,600) + G (,0(0) - 6(0) = gla) = 0(a) - o).

Volviendo al argumento previo al teorema, hemos visto que una solucién de la ecuacion
de variables separadas esta (bajo ciertas condiciones) determinada implicitamente por una
ecuacién que involucra las funciones que corresponden a la EDO. Este hecho se puede usar
para probar la wnicidad (al menos de forma local) de las soluciones de la ecuacién con
condicién adicional y(zg) = .

Ejemplo 8.4. Volvamos a considerar la EDO del Ejemplo 8.1

y/ _ y2 — iz . y/ -1
)
de forma que h(y) = y =2 paray € R\ {0} y g(z) =1, z € R. En este caso H(y) = —y 'y
G(x) = z; si @ € R entonces la ecuacion H(y) = G(r) + a es —y~! = x + o lo que muestra
que y = —(z + )7}, para x € R\ {a}. De esta forma obtenemos una familia de soluciones
que depende de a € R. Por otro lado, la solucién trivial y = 0 (funcién constantemente igual
a 0) no forma parte de esta familia, porque al interpretar la ecuacién como una ecuacién de
variables separadas hemos dividido por y* (que fuerza a restringirse al caso en que y # 0).

A

Ecuaciones exactas. Consideremos la ecuacion
M(z,y) + N(z,y) -y’ =0

donde M, N : R = (a,b) X (¢,d) — R son funciones continuas definidas en el rectangulo
abierto R C R?. Decimos que la ecuacién es exacta si existe f : R — R tal que f € C'(R),
M=%yN=20
Sea I un intervalo abierto y ¢ : I — R una solucion de la ecuacién exacta anterior: es
decir, tal que
of

G ln,0() + G5, 0(w) H(e) =0 para sl
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Definamos la funcién g(z) = f(x, ¢(x)) y notemos que por la regla de la cadena tenemos que

of of
g'(@) = (Vf(z,9()), (1,¢'(2))) = 5 (z, ¢(x)) + a—y(% ¢(x)) - ¢'(x) =0 para x€l.
En este caso, existe o € R tal que f(z,¢(x)) = g(x) = a, para x € I. Supongamos que
xg € 1y (z0,9) € R son tales que f(xg,4) = a'y g—g(:co,yo) # 0. Nuevamente por el
teorema de la funcién implicita, vemos que la ecuacién f(z, ¢(x)) = a determina a ¢(x) en
un entorno de zy € I. Estas observaciones motivan el siguiente resultado

Teorema 8.5. Sea f: R= (a,b) X (¢,d) = R, f € C'(R) y consideremos la EDO (exacta)

of of )

%(Jf,y)Jra—y(x,y)-y =0.

Sean (xo,y) € R y o € R tales que f(xg,y0) = a y g—£($07y0) # 0. FEntonces existe un
intervalo abierto vg € I C (a,b) y ¢ : I — (c,d) tal que ¢ € CHI), ¢(xo) = yo y ¢ es
solucion de la EDO.

Demostracion. Con las notaciones del enunciado, notemos que el teorema de la funcién
implicita garantiza la existencia de un intervalo abierto xy € I C (a,b) y una funcién
¢ : I — (c,d) tal que ¢(zg) = yo, » € C*(I) y f(z,¢(z)) = «, para & € I. Derivando la
ultima identidad y usando regla de la cadena, concluimos que

of

Oy (x,0(2)) + == (2, 0(x)) - ¢'(x) =0 para z€el.

Este ultimo hecho muestra que ¢ es solucién de la EDO.
O
Volviendo al argumento previo al teorema, hemos visto que una soluciéon de la ecuacion
exacta estd (bajo ciertas condiciones) determinada implicitamente por una ecuacién que
involucra las funciones que corresponden a la EDO. Como antes, esto se puede usar para
probar la unicidad (al menos de forma local) de las soluciones de la ecuacién con condicién
adicional y(zg) = xo.

Ejemplo 8.6. Consideremos la EDO dada por x+y-y’ = 0 con condicién y(yo) = zo. En este
caso, nos podemos preguntar si existe f(x,y) : R — R tal que %(m, y)==xy g—g(x, y) = y.
Para tratar de verificar la existencia de una tal funcién, argumentamos como en anélisis 2,
cuando queriamos calcular una funcién potencial de un campo conservativo!

Si asumimos que existe f como antes, entonces

9 2
a—i(fv,y) =z = f(z,y) = % +9(y)
donde hemos integrado con respecto a x para obtener la segunda identidad. En este caso,
of 2

o=y v Jwy) =5 +el) = g =y,

En este dltimo caso deducimos que g(y) = % + ¢, donde ¢ € R es una constante. Podemos
elegir ¢ = 0 y concluir que

flz,y) = con (z,y) € R?,
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es la funcién buscada (en este paso, siempre conviene verificar que efectivamente las derivadas
parciales de f satisfacen las ecuaciones requeridas).
En este caso, consideramos a > 0 que verifique la ecuaciéon f(zg,y9) = « es decir,

= @ > 0. Notemos que si yo # 0 (de forma que o > 0) entonces podemos despejar
localmente la variable y de la ecuacién anterior y concluir que

o(x) = 2a—a2H)Y? para zel=(—V2a,v2a).
A

Volviendo a una ecuacién exacta general U (z,y)+ oL (:17 y) -y = 0, notemos que las
soluciones ¢ dan lugar a curvas y(z) = (x,¢(x)) €ER tales que f(y(x)) = «, para algin
a € R. Es decir, las curvas y(x) toman valores dentro de la curva de nivel de la funcién f a
altura . En este caso, el vector gradiente V f(x, ¢(x)) resulta ortogonal al vector velocidad
v (z) en cada x € I.

Obs 8.7. En general, no es evidente cuando una ecuaciéon M (x,y)+ N(z,y) 3y = 0 es exacta

(en el sentido que mencionamos més arriba). Supongamos que existe una funcién f: R — R
, : . )

de clase f 6 C?*(R) (segundas derivadas parciales continuas) tal que M(z,y) = 8£<£L’ y)y

N(z,y) = (3: y). En este caso se verifica que

oof,  @f . &Pf, . d0f oM, 0N

Esta ultima condicién sobre las funciones M y N es ttil para estudiar si la EDO es exacta.

A

Teorema 8.8. Sea R = (a,b) X (¢,d) C R? y sean M, N : R — R funciones de clase C*(R).

La EDO de primer orden M(x,y) + N(z,y)y =0 es exacta si y solo si 8]‘; =9 en R.

Demostracién. Este es un resultado que se desarrolla en Andlisis 2 (considerando, incluso,
regiones mas generales: aquellas llamadas abiertas y simplemente conexas) de forma que
vamos a dar un breve resumen de la prueba. Como hemos mencionado en la Observacién
8.7, si la ecuacion es exacta entonces se verifican las condiciones %M = %]1 en R.

= %1;] en R, entonces consideramos la funcién F : R — R

construida como sigue: fijamos (xo, Yo) € Ry definimos

Reciprocamente, si vale que

y T
F(x,y):/ N(xo,t) dt—l—/ M(s,y) ds para (z,y) € R.
Yo o

Notemos que el hecho de que R sea un rectdngulo abierto en R? garantiza que podemos
considerar las integrales indicadas (hacer un dibujo de las regiones de integracién involucradas
en las integrales).

Asi, la funcién F' estd bien definida: mas aun, en este caso

o w9) = Mz,

en donde hemos derivado con respecto al limite superior de la segunda integral. Por otro
lado, también podemos representar a la funcién F'(x,y) de la siguiente forma:

F(a:,y):/zM(s,yo)ds—i—/yN(:c,t) dt para (x,y) € R. (25)
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En efecto, restando las dos expresiones propuestas para representar a F'(z,y), tenemos que

/:N(:co,t) dt+LjM(s,y) ds — </:M(s,yo) ds—i—/y:N(a:,t) dt)

:/QM(S y) — M(s,0)) ds—/y(N(q:,t)—N(xo,t)) dt

Yo
Yy prx
/ / —Mst dtds—/ 8—N(s,t)dsdt
Yo Yo Y To ax
ON
_/A)(a—yM(s,t)—%(s,t)) dA =0

en donde hemos usado el teorema fundamental del célculo y el teorema de Fubini ( las dos
integrales iteradas corresponden a la integral en el rectdangulo R) en el producto cartesiano
de los intervalos determinados por x,xg y por v, yo.

Asi, usando la representacién de F' dada por la Eq. (25) podemos ver que 8—F(9c y) =
N(z,y) en R. O

8.2 Reformulacién del problema ' = f(x,y)

Sea f : [a,b] x R — R una funcién continua y consideremos la EDO de primer orden (en
forma normal) con condicién inicial

y = f(x,y)
(P> { y($o) = Yo para xg € [a,b]

Consideremos una funcién ¢ : [a,b] — R continua, tal que ¢ € C*((a,b)), de forma tal que ¢
es solucién del problema (P), es decir:

¢'(x) = f(z,¢(z)) para z€(a,b) y (zo) =10

En este caso, por el Teorema fundamental del Célculo, vemos que
/ &' (t) dt +yo = / ft,o(t)) dt +yo para z € [a,b].

Reciprocamente, supongamos ahora que ¢ : [a,b] — R es una funcién continua que satisface
la ecuacién

/ f(t, )dt+yo para z € [a,b]. (26)

Entonces, utilizando los resultados sobre derivadas e integrales que hemos probado, con-
cluimos que

3¢ (x) = f(z,¢(x)) para  x€(a,b) y ¢(wo)=1yo
porque el integrando f(¢,¢(t)) es una funcién continua de la variable t € [a,b]. Es decir, si
¢ € C([a,b]) satisface la ecuacién Eq. (26) entonces ¢ es solucién del problema (P).

Las observaciones anteriores sugieren considerar el operador integral T : C([a, b]) — C([a, b])
(notemos que el dominio del operador 7" es el espacio de funciones continuas en [a, b]) dado
por

/f ) dt +yo para x€[a,b] vy ¢ e C(a,b)
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donde zy € [a,b] y yo € R. Notemos que T estd bien definido como funcién, ya que hemos
probado que funciones del tipo Tt estén bien definidas (el integrando es continuo, de forma
que es integrable) y son funciones continuas en [a,b]. Mdas atn, ¢ € C([a,b]) es solucién de
(P) siy solo si ¢ es un punto fijo del operador T es decir, T¢ = ¢ (que equivale a la identidad
en la Eq. (26)).

En lo que sigue, vamos a considerar una serie de condiciones sobre la funcién f que van
a garantizar que el operador asociado T tenga puntos fijos en C([a, b]).

Definicién 8.9. Sea f : [a,b] x R — R wuna funcidn. Decimos que f es Lipschitz en la
sequnda variable, con constante (de Lipschitz) L > 0 si para todos x € [a,b], y, z € R se
verifica que

[f(e,y) = [z, 2)| < Ly — =]
A

Dada f : [a,b] x R — R una funcién, vamos a considerar [a,b] x R C R? como subespacio
métrico. Es este caso, tiene sentido considerar la continuidad de f.

Por otro lado, recordemos que si ¥, ¢ € C([a,b]) (con lo que v» — ¢ € C([a,b])) entonces
esta definida

doo (¢, ¢) = sup{[¢ () — ()| = @ € [a,b]} = [[¢ = ¢l

donde hemos usado que una funcién continua a valores reales definida en un compacto alcanza
sus valores maximo y minimo. Més ain, (C([a,b]),d) es un espacio métrico completo.

Lema 8.10. Sea f : [a,b] x R = R una funcidn continua y Lipschitz en la sequnda variable,
con constante de Lipschitz L > 0, y sea T : C([a,b]) — C(la, b]) dado por

(Ty)(x) = / ) dt gy para el (27)

Sean ¥, ¢ € C([a,b]) tales que si x € [a,b] entonces [(z) — ¢(x)] < M(x;—?)k para algin
k>0 y alguin M > 0. Entonces,
(z — a)*+!

(T)(@) = (Te)@)l = LM ===

para  x € [a,b].
En particular, T : (C([a,b]),dsx) = (C(]a, b)), dx) es funcion uniformemente continua.

Demostracion. Sean T', ¥ y ¢ como en el enunciado. Entonces

[(TY)(x) = (T) ()| =

[ seowa- [ o dt]

[ v - o) dt\
</ ) - £t 6(0)] dt < / "L () — 6(0)] dt

_ k _ k+1 _ k+1
(t (l) dt — LM (t CL) t=x __ LM (x CL)

L M ~ 7 = Al
- /a k! (k+1) = (k+1)!
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Finalmente, si ¢, ¢ € C([a,b]) entonces tomando k = 0y M = d (¢, $) entonces se
verifica que (notemos que (z —a)® =1, 0! = 1)

(x —a)’

o) — o) < M =D — ) - To(e) < par T2

<M((b-a).

Si recordamos que elegimos M = d, (1, ¢) entonces tomando supremos sobre z € [a,b] en la
segunda desigualdad concluimos que

que muestra que 7' es uniformemente continua (dado € > 0, tomando § = & (L (b —a))™ ! se
tiene que si do (¥, @) < § entonces do (T, T9) < €). O

Teorema 8.11 (global de Picard). Sea f : [a,b] x R — R una funcion continua y Lipschitz
en la sequnda variable. Dada la EDO de primer orden con condicion inicial

(P) { y = f(z,9)

yla) =1y €R

entonces existe una uinica ¢ € C([a, b)) tal que ¢(a) = yo, ¢ € C1((a, b)) y ¢'(x) = f(x, d(x)),
x € (a,b).

Demostracién. Consideremos el operador 7" definido en la Eq. (27). De forma similar a lo
mencionado al comienzo de esta seccién, dada una funcién ¢ € C([a,b]) entonces: ¢(a) = yo,
¢ € CY(a,b) y ¢'(x) = f(z,d(x)), x € (a,b), si y solo si Te = ¢ (verificar en detalle).

Asi, para probar la existencia de una solucién ¢ del problema (P) (en el sentido anterior)
vamos a mostrar que 7' tiene un punto fijo en C([a,b]). Para eso, vamos a usar un argu-
mento formalmente similar al que hemos usado para probar la existencia de puntos fijos de
contracciones estrictas en espacios métricos completos (que probamos en el Capitulo 7).

Comenzamos definiendo la funcién constante ¢y : [a,b0] — R dada por ¢o(z) = v,
x € [a,b]. A partir de ¢y definimos una sucesién de funciones (¢x)r>0 dadas por

b (z) = Tu(z) = / Cf(tent) di+ o para weab], k0.

Por construccién, cada ¢ € C([a,b]), k > 0. Sea L la constante de Lipschitz de f y sea
M = sup{|f(t,y0)| : t € [a,b]} € R>( (notemos que la funcién h(t) = |f(t, yo)| es continua en
el compacto [a, b] de forma que el supremo anterior es en realidad un maximo y en particular,
estd en Rs(). Notemos que entonces, si x € [a, b]:

(z—a)!

/f(t,yo) dt‘é/ |f(t,yo)| dt < M T

|61() = do(z)| =

Por el lema anterior, vemos que
(z —a)?
2!

(x —a)’

|93(x) — ¢o(a)| = [T'pa(x) — Tp1(x)| < L* M 1 para z € [a,b].

|02(x) — dr1(2)] = [Thr(x) = Tgo(x)| < LM

para z € [a,b].
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En general, usando el lema anterior e induccion en k£ > 1 concluimos que

_ a)k+1

601 (@) = (o) = Ton(a) — Tora(w)] < L a para € [a,].

~~ (k+1)!

Podemos utilizar las estimaciones anteriores para concluir que si 1 < n < m entonces

3

|Om(x) = Pn(2)] = \Z_aﬁkﬂ(x)—%(x)! ZId)m( ) = ¢r()|

k=n

yhtl )k
(x —a) (x —a)
< ZL’“M 45 Loy
k +1 L k=n+1
M b —a)
< — para todo x € [a,b].
k=n+1
Como la serie numérica y -, (L(bk;,a))k = el(t=9) converge entonces, dado ¢ > 0 existe ng > 1

tal que si n > ngy entonces

Teniendo en cuenta las dos tltimos estimaciones, vemos que dado € > 0, existe ng > 1 tal
que si m > n > ny entonces

|Pm — Onlloo < €.

Lo anterior indica que la sucesion (¢y)r>o es de Cauchy en el espacio métrico (C([a, b, dw).
Como este es un espacio métrico completo, concluimos que existe ¢ € C([a,b]) tal que
limy oo & = ¢ (con respecto a la métrica d, es decir, con respecto a la convergencia
uniforme). Como la funcién T es continua en (C([a, b], dw) vemos que

To= T(,}i_glo Pr) = Jim T(¢x) = lim g1 = ¢

donde hemos usado la definicion de ¢riq1, & > 0. Lo anterior muestra que T¢p = ¢, es
decir, ¢ es un punto fijo de T'; asi, ¢ es solucién del problema (P), en el sentido que hemos
mencionado previamente.

Veamos la unicidad: Si ¢ € C([a,b]) es otra solucién de (P) entonces T9 = 1. En este
caso, si x € [a,b] entonces (considerando las composiciones T** =T* o T’ k > 1)

_ )0 —a)l
6(2) ~ 0(@)] < 16— ¥l T — [ To(e) ~ Twla)] < Lo — vl T
N2
— [T2(r) ~ ()| < L2 16 — vl E= 2L
y en general vale que si z € [a, b],
k
7o) - T0(a)] < 216 — vl T < o —u OO0

(verificar por induccién: ejercicio!). Usando la estimacién anterior y notando que T'¢ = ¢,
Tv = 1), de forma que TF¢p = ¢ y T*) =1, k > 0, vemos que

(Lo-a)t

k! k—o00

16 = Ylloe = 176 = T*Ylloc < 16— ¥llos

Asi, concluimos que ||¢ — ¢/ = 0 es decir, ¢ = 1. O
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Obs 8.12 (Regularidad de la solucién en términos de la regularidad de la EDO). Sea f :
la,b] x R — R una funcién continua y Lipschitz en la segunda variable . Consideremos la
EDO de primer orden con condicion inicial

(P) { y = f(2,y)

y(a) =yo € R.

(en este contexto, la funcién f se interpreta como la ecuacion). Entonces el Teorema 8.11
muestra que existe una unica ¢ € C([a,b]) tal que ¢(a) = yo, ¢ € C((a,0)) v ¢'(z) =
[z, ¢(x)), © € (a,b).

Supongamos ademas que f € C1((a,b)xR) (continuamente diferenciable en el abierto (a, b) x
R C R?). En este caso, la funcién f(z,¢(z)), © € [a,b] es continua en [a,b] y con derivada
continua en (a,b), porque ¢ € C'((a,b)) y porque la composicién de funciones de clase C*
es de clase C! (gracias a la regla de la cadena, verificar). Como ¢ satisface la identidad

¢'(x) = f(z,¢(x)) para z € (a,b)

concluimos que ¢’ € C*'((a,b)) que a su vez muestra que ¢ € C?((a,b)).

En general, se verifica por induccién que si f(z,y) € C*((a,b) x R) para k > 0, entonces la
solucién ¢ gana regularidad en el sentido que ¢ € C*+1((a,b)) (verificar). A

8.3 Sistemas de EDO de primer orden

Un sistema de EDO de primer orden (en forma normal) es un sistema

vy = fi(z,y1,- ., Un)

() %Jz = fo(z, 91, YUn) (28)

qufL = fn(xayb s 7yn)

(donde la i-ésima ecuacién es de la forma y! = fi(x,y1,...,9n), 1 < @ < n) tal que f; :
la,b] x E — R, con E C R", de forma que f; es continua, 1 < ¢ < n (en este caso
consideramos [a, b] x E C R"™! como subespacio métrico).

Una solucion del sistema (S) es una n-upla de funciones (¢1,...,¢,), donde ¢; : I — R
para I C [a,b] abierto en R, ¢; € CY(I), 1 < i < n, y tal que: (¢1(z),...,¢n(z)) € E'y
oL(z) = filz,p1(x), ..., op(x)), z €1, 1 <i<n.

En general, podemos considerar un sistema () junto con una familia de condiciones iniciales
de la forma y;(zo) = 745, 1 <1i < n, para algin xy € [a,b] y ciertas constantes v, ...,7, € R.
En este caso, una solucién de sistema (S) con las condiciones iniciales anteriores es una
solucion (¢, ..., ¢,) de (S) tal que zg € I,y ¢i(x0) =7, 1 < i < n. En lo que sigue vamos
a permitir que xg = a, y en este caso vamos a pedir condiciones de continuidad para las
funciones ¢; en regiones cerradas, y condiciones de diferenciabilidad en el interior de esas
regiones cerradas.

Obs 8.13 (Reduccién de EDO de orden n a sistemas de EDO de primer orden). Una ecuacion
diferencial ordinaria de orden n (dada en forma normal) es una ecuacién de la forma

y™ = flz,y,yM, .. y"Y)

181



donde f : [a,b] x E — R, con E C R™, es una funcién continua en [a,b] x E C R™™ (como
subespacio métrico de R"*1).

Una solucién de la ecuacién es una funcién ¢ : I — R, con I C [a,b] abierto en R, tal que
peC™(I)y

0" (@) = f(w,d(x), ¢ (2) ..., 0" V(@) para wel.
Podemos considerar la EDO de orden n con condiciones iniciales dadas por : y(xg) = 71,
y W (20) = Y2, ..., Y™ Y(xg) = 7,, para algiin xq € [a, b] y ciertas constantes v, ..., 7, € R.

Un hecho interesante es que podemos reducir el problema de hallar la solucién de una EDO
de orden n con condiciones iniciales de la forma

(P) { y(n) - f(x7 y? AR 7y(n_1))
y(z0) = 71, YV (0) = Y2y - -+, YV (@0) = Y, T0 € [a, D]

(para una funcién f : [a,b] x E — R, con E C R", continua en [a, b] x E C R"*! y constantes
Y, -+, € R) al problema de hallar una solucién de un sistema de EDO de primer orden
con condiciones iniciales asociado.

En efecto, consideremos el sistema de EDO de primer orden dado por

Y1 = Y2
Ys = Y3
(5) q :
Yn—1 = Yn
Y = fl@y, - 00)
junto con las condiciones iniciales y1(xg) = 71, - .., Yn(2o) = Vn. Notemos que si (¢1, ..., ¢dy)

es una solucién del sistema de EDO dado por (S) en un abierto I C [a,b] (con xy € I)
entonces: si x € I,

¢i(x) = ¢jra(x) para 1<j<n—-1 = gzﬁgj)(x) =¢j(r) para 1<j<n-—1,
es decir, ¢} = 6o, ¢ = (&) = (¢2) = ¢s,. .., "V = ¥
o (2) = (6" V) (@) = ¢l (2) = fla,1(2),. .., 6u(2)) = flz, b1 (2), 61" () ..., 60" ().

=dn

Por otro lado, las condiciones iniciales del sistema (.5) junto con los hechos anteriores mues-

tran que ¢1(xg) = 71, - - - ,¢§"‘1)(x0) = 7,. Asi, ¢; resulta una soluciéon de la EDO de orden
n con condiciones iniciales dada en (P). A

En lo que sigue vamos a desarrollar resultados relacionados con la existencia y unicidad
de soluciones de sistemas de EDO de primer orden con condiciones iniciales. Para estos
desarrollos resulta conveniente presentar el sistema en forma vectorial.

Obs 8.14 (Sistemas de EDO de primer orden en forma vectorial). Consideremos el sistema
de EDO de primer orden como en la Eq. (28), para funciones f; : [a,0] x E — R, con
E C R™, de forma que f; es continua, 1 < i <n, y con condiciones iniciales y;(z¢) = 7; € R,
1 <j<n(con xy € [a,b]).
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Podemos expresar el sistema mediante una ecuacién vectorial: en efecto, definimos F' :
la,b] x E— R™ dada por

F(z,y) = (fi(z,y),..., fulz,y) €R® con z € [a,b],y= (Y1,.--,yn) € E.

Entonces la funcion F' definida como arriba resulta continua entre los espacios métricos
la,b] x E C R™"! y R™. En este contexto, vamos a representar al sistema de EDO de primer
orden de la Eq. (28) mediante la ecuacién vectorial

y = F(z,y) para (z,y) € [a,b] X E

donde y = (y1,...,yn) de forma que ¥ = (y;,...,v,). Més auin, si definimos el vector
I'=(7,...,7) € R" entonces podemos representar las condiciones iniciales mediante la
ecuacién y(xg) = I'. En adelante, vamos a abreviar

{y(:):(f‘ y) , (z,y) € (a,b) x E (29)

que es una EDO vectorial de primer orden con condiciones iniciales. En este caso, una
solucién serd una funcién vectorial de una variable ¢ : I — R™ dada por ¢(x) = (¢1(2), ..., on(T))
para x € I, tal que

' (z) = F(z,p(x)) para xel y ¢zg)=T.

Cuando zy = a 6 x¢ = b, consideramos condiciones de continuidad para la funcién ¢ (¢ debe
ser continua en ).

Notemos que el problema planteado en la Eq. (29) es formalmente anélogo al problema
(P) planteado en el Teorema 8.11. Basados en esta similitud, planteamos una reformulacién
del problema de la Eq. (29) como hicimos en el caso anterior. A

Consideremos una funcién F' : [a,b] x R" — R"™ continua y consideremos el sistema de
EDO de primer orden en forma vectorial

Supongamos que existe una funcién ¢ : [a,b] — R" tal que ¢ € C([a,b],R"), ¢ € C'((a,b), R"™)
que es solucién de (P,) es decir, tal que ¢'(z) = F(z, ¢(x)), x € (a,b), y ¢(a) =T € R". Con-
sideremos las funciones coordenadas ¢; : [a,b] — R tal que ¢; € C([a,b]) y ¢; € C*((a,b)),
1 <1 < n, de forma que ¢(z) = (¢1(x), ..., du(z)), € [a,b]. Entonces

¢'(x) = F(z,0(z)) & (#(2),.... dp(x)) = F(z,01(2),...,¢n(2)), x € (a,b)
¢p(a) =T €R" & ¢i(a) =7, 1 <i<n.

Por el teorema fundamental del célculo (en su versién para funciones de una variable a valores
vectoriales) tenemos que

—/xgzﬁ’(t) dt—i—F—/xF(t,ng(t)) dt +T' € R" para =€ la,b|.
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Como hicimos antes, a partir de lo anterior consideramos el operador 17" : C([a,b],R") —
C(la, b],R™) dado por

Ty(x) = /IF(t,w(t)) dt+I €R" vpara z¢€la,b], € C(a,b],R").

Notemos que 79 esta bien definida (porque la funcién F(t,v(t)) es continua en [a,b]) y
ademés, Ty € C([a, b], R™) por resultados previos.

Si ¢ es la solucién anterior, entonces T'¢ = ¢. Reciprocamente, si ¢ € C([a,b], R") es tal que
T¢ = ¢ entonces, hemos probado que ¢ = T'¢ € C'((a,b),R™). Ademds, por los resultados
sobre derivadas de funciones integrales, tenemos que ¢'(z) = (T¢)'(x) = F(z, ¢(z)) y ¢(a) =
To(a) =T. Asi, ¢ es una solucién de (P,).

Los hechos anteriores muestran que las soluciones ¢ € C([a,b],R") del sistema (P,) de la
Eq. (30) corresponden a los puntos fijos T¢ = ¢ del operador 7. Hay un hecho més que
queremos resaltar: si ¢ = T € C([a,b],R™) entonces esta definida la derivada lateral

Ato) = Jim 292D oy e R

La verificacion de esta afirmacion es un ejercicio.

Obs 8.15. Recordemos las siguientes definiciones y hechos del capitulo 6. Consideramos
la, b] con la métrica usual. En este caso definimos:

1. C([a,b],R™) ={ f:[a,b] — R™: continua }. En este caso, existe r > 0 tal que
fla;8]) € B, (0) ={z € R : ||z <7} = 0 < |[If(z)[| <r para x€a,b].

2. Si f € C([a,b],R™) entonces definimos
[fllee = sup{[[f(2)[| : = € [a,b] } € Rxo.

Il flloc esta bien definida (ver item 1) y es llamada norma supremo (6 norma infinito).

Con la notacién anterior, tenemos que:
1. C([a,b],R™) es un R-espacio vectorial con la suma y la accién escalar puntual: es decir,
sif, g€ C(la,b],R")y o € Rentonces af+g : X — R" satisface af +g € C([a, b], R").
2. Dada f, g € C([a,b],R") y @ € R entonces:

(8) [If[le = O si y solo si f = 0;
(b) lla flloe = l] 1l
(©) 1 +glloo < 1 flloo + gl

Los hechos anteriores muestran que || - ||o : C([a, b],R™) = R>( es una norma en el R espacio
vectorial C([a, b], R™). En particular, podemos considerar la métrica

doo(f,9) = If = glloo = sup{[|f(z) —g(@)[| : = €la,0]} para [, g€ C([a,b],R").

Asi, dada una sucesion (fx)r>1 en C([a,b],R") y f € C([a,b], R™) entonces limy_,~ fr = f en
(C([a,b],R™),d) siy solo si (fx)r>1 converge uniformemente a f en [a,b]. En este sentido,
ds es llamada la métrica de la convergencia uniforme.

Finalmente, recordemos que el espacio métrico (C([a, b],R™), d.,) es completo; es decir, toda
sucesiéon de Cauchy converge en (C([a, b], R™), dw). A
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Obs 8.16. Sea ¢ : [a,b] — R"™ y sean v; : [a,b] — R sus funciones coordenadas, 1 < i < n.
Recordemos que:

1. Hemos probado que si 9 es continua en [a,b] y diferenciable en (a,b) entonces existe

¢ € (a,b) tal que [[¢(b) — ¢ (a)]| < [[¢'(c)]| (b—a).

2. Hemos definido a 1) como integrable Riemann si cada una de las funciones coordenadas
; € R([a,b]), 1 <i < nj;en este caso, hemos definido

/abw(a:) d = </abw1(m) dm,...,/ab%(x) dx) cR".

Ademas, hemos verificado si ¢(z) = faxzﬁ(t) dt entonces ¢ es continua en [a, b], difer-
enciable en (a,b) y ¢'(z) = ¥(z), € (a,b) (hecho que hemos usado més arriba).

3. Por otro lado, si 9 es integrable Riemann, hemos verificado la desigualdad

[ vty as] < [ .

A

8.4 Meétodos de Picard para sistemas de EDOs de primer orden

Comenzamos extendiendo las técnicas que hemos considerado para la EDO de primer orden
en forma normal al contexto de sistemas de EDO de primer orden.

Definicién 8.17. Sea F : [a,b] x E — R™, donde E C R™. Decimos que F(x,y) (con
x € |a,b], y € E) es Lipschitz en la sequnda variable si existe L > 0 tal que

|F(z,2) — F(z,y)|| < Ll|ly —z|| para todo x € la,b], y, z € E.

En este caso decimos que L es una constante Lipschitz de F' en la sequnda variable. A

Lema 8.18. Sea F : [a,b] x R" — R™ una funcion continua en [a,b] X R™ que es Lipschitz en
la sequnda variable, con constante de Lipschitz L > 0. Sea T : C([a,b],R") — C([a,b],R™)
la funcion dada por

To(x) = /m F(t,p(t)) dt +T € R"  para x € [a,b]

donde I" € R™. Si ¢, ¢ € C(la,b],R™) satisfacen ||(x) — ¢(x)] < Meat o e la,b], para

k!
ciertas constantes M >0 y k > 0 entonces

(x — a)F*!

1T (z) — T(x)|| < LM

para  x € [a,b].

En particular, T es uniformemente continua en el EM (C([a,b],R™), dx).
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Demostracion. Argumentamos de forma similar a la prueba del Lema 8.10. Sean T', ¢ y ¢
como en el enunciado. Entonces

(T)(x) = (To) (@)l =

/amF(t,@D(t)) dt — /:F(t,gb(t)) dtH
/azF(t,ZD(t)) ~F(t, 6(1)) dt”

< / IE( (1) — F(t, ()] di < / "L () — S de

a
(x _ a)k-‘rl

(k+1)!

v t—a) (t—a)**'
< L[| M dt=LM~——" == M
= / k! (k+1) =

Finalmente, sean ¢, ¢ € C([a,b],R™); tomando k = 0y M = d (1, ¢) entonces se verifica
que (notemos que (z —a)? =1, 0! =1)

oa) — o)l < = — i)~ o)) < L T < Lo - a).

Si recordamos que elegimos M = d (1, ¢) entonces tomando supremos sobre z € [a, b] en la
segunda desigualdad de arriba concluimos que

que muestra que 7" es uniformemente continua (dado € > 0 entonces tomando § = ¢ (L (b —
a))~! se tiene que si dy (¥, ¢) < 0 entonces do. (T, TP) < €). O

Teorema 8.19 (global de Picard para sistemas de EDOs de primer orden). Sea F': [a, b] x
R"™ — R™ una funcion continua y Lipschitz en la seqgunda variable. Dado el sistema de EDO
de primer orden con condiciones iniciales (en forma vectorial)

y =Fxy) ,(ry)€(a,b) xE
(7) { yla) =T € R

entonces existe una tnica ¢ € C([a,b],R") tal que ¢(a) = T, ¢ € C'((a,b)) y ¢'(z) =

F(z,¢(x)), = € (a,b).

Demostracién. Como hemos observado antes, dada una funcién ¢ € C([a, b], R™) entonces:
¢(a) =T €R", ¢ € C'((a,b)) y ¢'(x) = F(x,¢(x)), x € (a,b), si y solo si T¢ = ¢.

Asi, para probar la existencia de una solucién ¢ del problema (P,) (en el sentido anterior)
vamos a mostrar que 7" tiene un punto fijo.

Comenzamos definiendo la funcién constante ¢o : [a,b] — R" dada por ¢o(z) = T,
x € [a,b]. A partir de ¢y definimos una sucesién de funciones (¢)r>0 dadas por

Opi1(x) = Top(x) = /fﬁ F(t,¢x(t)) dt +T € R* para z € [a,b], k>0.

Por construccién, cada ¢, € C([a,b],R™), k > 0. Sea L la constante de Lipschitz de F'y
sea M = sup{||F(t,[)|| : t € [a,b]} € Rs¢ (notemos que la funcién h(t) = ||F(t,T)| es
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continua en el compacto [a, b] de forma que el supremo anterior es en realidad un maximo y
en particular, estd en R>g). Notemos que entonces, si = € [a, b]:

(r-a)

lé1(2) — dol@)]| = /;F(t,l‘) dtHS/jHF(t,F)H dt < M~

Por el lema anterior, vemos que

(z—a)’

[p2(2) — dr(@)|| = IT¢1(x) — Tdo(a)|| < LM

para € [a,b].

2!
3
r—a
J65(2) — éala)]| = | Ton(a) ~ Ton(@) < 220 = para w fat].
En general, argumentando por induccion en k£ > 1 concluimos que
3 x —a)kt!
[61e1(0) = )] = [Tn(o) = Tona ()] < L2 M G pan € )

— Lk

Podemos utilizar las estimaciones anteriores para concluir que si 1 < n < m entonces
m—1 m—
[6m(z) = dn(@)]| = | Z P (7) — Z [@k+1(2) — ()]
k=n

. x—a)k“_M (L (z—a))*
ZLM (k+1)! _fz k!

IN

k=n+1

M < (L(b—a)k
— (L b=a) para todo x € [a,b].

. o oo (
Como la serie numérica » .~
tal que si n > ng entonces

Teniendo en cuenta las dos tltimos estimaciones, vemos que dada € > 0, existe ng > 1 tal
que si m > n > ngy entonces

|Pm — Onlloo < €.

Lo anterior indica que la sucesién (¢ )x>o es de Cauchy en el espacio métrico (C'([a, b], R"), dy).
Como este es un espacio métrico completo, concluimos que existe ¢ € C([a,b], R™) tal que
limg_,o ¢ = ¢ (con respecto a la métrica d.,, es decir, con respecto a la convergencia uni-
forme). Como la funcién T es continua en (C([a, b], R"), d) vemos que

T =T(lim ¢) = lim T(¢dy) = lim ¢py1 = ¢
k—oo k—oo k—o0
donde hemos usado la definicion de ¢ri1, & > 0. Lo anterior muestra que T'¢p = ¢, es

decir, ¢ es un punto fijo de T'; asi, ¢ es solucién del problema (P,), en el sentido que hemos
mencionado previamente.
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Veamos la unicidad: Si ¢ € C([a,b],R™) es otra solucién de (P,) entonces Ty = 1. En
este caso, si z € [a, b] entonces (considerando las composiciones T =Tk o T’ k > 1)

(z —a) (z —a)!
0! 1!

[o(z) = (@) < (|6 =Pl = [[To(x) = Ty ()| < Ll¢ = ¢l

N2
— [T%(@) - T0(@)] < L6 - vl T2

y en general vale que si x € [a, b],

(e UL

IT"6(z) = T*¢(2)]| < LI = ¢llo~——7— < L* [|¢ — ¢l

(verificar por induccién: ejercicio!). Usando la estimacién anterior y notando que T'¢ = ¢,
T =, de forma que Tkgzﬁ =0y Tk = Y, k> 0, vemos que

(b—a)*

l¢ = ¥lloe = IT¢ = Tl < LF [l — ¥ ]|ox — 0.

Asi, concluimos que ||¢ — || = 0 es decir, ¢ = 1. ]

Ejemplo 8.20. Consideremos la EDO de segundo orden con condiciones iniciales

' +y+ P+ @)H)2=0 (¢ =—y— W+ H)H*)
(P)

y(0) =71, ¥'(0) = 2.

Para modelar este problema usamos el argumento de la Observacién 8.13: en este caso,
consideramos el sistema de EDOs con condiciones iniciales

yi = Y2
(S) R vh=—y1— (¥ +y)'/?
yl(O) =7, yz(o) =72

Finalmente, expresamos el sistema anterior de forma vectorial: para esto, definimos F'(z, yy, y2) :
R xR? — R? dada por F(x,y1,92) = (42, —v1 — (y>+y2)/?). Entonces el sistema (S) equivale
al problema vectorial

y = F(z,y) (z,y) € [0,b] x R?
(P,)
y(0) = (71,72) € R2.

para b > 0. Notemos que la funcién F es continua en [0,b] x R%?. Ademads, vale que: si
r € (0,0, y = (y1,42), 2 = (21, 22) € R? entonces:

1F(z,y) = Fz,2) | = || (42 = 22,20 =g+ [I2]] = [ly[])
< w2 = 22, 20 = y) L+ 10, ]2 = [lyIDIl = lly = 2 + [yl = ll=]l
< lly =2l +lly ==l =21y — 2|

que muestra que F' es Lipschitz, con constante de Lipschitz L = 2. Por el Teorema Global
de Picard 8.19, existe una tnica funcién ¢ : [0,b] — R? tal que ¢ € C([0,0],R?), ¢ €
Cl<<07 b)7R2) tal que ¢(0) = (’717’72) y tal que ¢,<I> - F(ZE, ¢<x>>7 para T € (07 b)

188



Si ¢ = (¢1,¢2) son las funciones coordenadas de ¢ entonces, segin hemos verificado en la
Observacién 8.13, la funcién ¢, € C?((0,b)) es tal que

{(2) = =1 () = (¢n(2)* + (¢1(2)))/*  para  z € (0,b)

y ¢1(0) = 7, ¢1(0) = 5. De esta forma, hemos garantizado la existencia de solucién del
problema (P). De forma similar, podemos concluir la unicidad de la solucién hallada (en el
sentido anterior) a partir de la unicidad de ¢. A

Obs 8.21. La hipdtesis de que una funcién F : [a,b] x R” — R" sea una funcién Lipschitz
en la segunda variable en toda la regién [a,b] x R™ puede ser muy restrictiva; esto es una
limitacion al momento de aplicar el Teorema de Picard Global. Por ejemplo, consideremos
el problema (con n = 1)

y =y? (z,y) € (0,2) xR
y(0)=1€R.

En este caso, F(z,y) = y? estd definida en [0,2] x R y es continua (incluso F' € C*((0,2) x
R)). Pero F no es (globalmente) Lipschitz en la segunda variable en [0, 2] x R (ejercicio). Sin
embargo, si achicamos la region correspondiente a la segunda variable, de forma conveniente
para que la ecuacién anterior tenga sentido, entonces podemos obtener la condicién Lipschitz:
por ejemplo, podemos considerar la restriccion F : [0,2] x B,.(1) — R, donde B, (1) denota la
bola cerrada centrada en 1 (que es el valor requerido para la solucién y(0) = 1) y de radio r >
0 (en nuestro caso, B,(1) = [1 —r,1+7] C R). Entonces la restriccién F : [0,2] x B,(1) — R

resulta Lipschitz. De hecho, si y,z € [1 —r,1 4 r| = B,(1) entonces
|F(z,y) — F(z,2)] < L||(z,y) — (z,2)]| = Ly — 2|

para cualquier constante L > 0 que satisfaga |[VF (p, q)|| < L, paratodo (p, q) € [0,2]x B,.(1).
Notemos que tal constante L siempre existe (para todo r > 0 fijo): por ejemplo, basta notar
que se puede extender VF : R x R — R?, VF(p,q) = (0,2q), que es una funcién continua;
en particular la funcién continua ||VF|| debe alcanzar su valor méximo en el compacto
[0,2] x B,(1) C R? (completar los detalles de este argumento). A

En lo que sigue vamos a desarrollar una versiéon local del Teorema de Picard, que requiere
una condicion Lipschitz local.

Teorema 8.22 (Teorema de Picard: versién local). SeaT' € R*, R > 0 y F : [a,b]x BR(T') —
R™ una funcion continua, no nula y que es Lipschitz en la sequnda variable. Dada la EDO
vectorial de primer orden

y=F(z,y) (2.y) € (a,b) x Br()
(P)
yla) =T e R"

definamos h = min{(b — a), ﬁ} > 0 entonces existe una tinica ¢ : [a,a + h] — Bgr(T)

tal que ¢ es continua en [a,a + h], ¢ € C'((a,a + h)), ¢(a) =T y ¢'(z) = F(z,¢(z)),
x € (a,a+ h).
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Demostracion. Vamos a considerar un argumento similar al de la demostracion del Teorema
Global vectorial de Picard. Definimos

Ty(x) = /w F(t,¥(t)) dt+T € R" para x € [a,a+ h]

para ¢ € C([a,a + h], Br(T)), donde consideramos Br(T') = {weR": [Jw—T| <R} con
la métrica euclidea. En este caso, definimos ¢y € C([a,a + h], Bg(I')) dada por ¢o(x) =T,
x € [a,a+ hl.

Asumiendo que hemos podido definir ¢, € C([a,a+h], Br(T)) para k > 0 entonces definimos
bry1 = Tér; veamos que en este caso ¢py1 € C([a,a + h], Br(')): el tema aqui es verificar
que ¢py1([a,a + h]) € Bgr(I') (la imdgen de ¢yy; no se escapa del compacto Br(I')). En
efecto: si x € [a,a + h,

s () — T = \

[ Fain al < [C1FG o) @< 1Pl -0 < Pln < g

donde ||F||s = sup{||F(z,y)|| : (z,y) € [a,b] x Br(')} y la tltima desigualdad vale porque

R
h < 17w

De esta forma, podemos definir inductivamente ¢y, = T'¢, € C([a,a + h], Br(T)) para
todo & > 0. Como en la prueba del Teorema Global de Picard, la sucesion (¢y)r>o converge
uniformemente en [a,a + h] a una funcién ¢ € C([a,a + h], Br(T')) que satisface: ¢(x) =
To(x), x € [a,a+ h]. Como antes, concluimos que ¢ es la tnica solucién del sistema (P,) en
la,a + h] (en el sentido del enunciado). O

Obs 8.23 (Regularidad adicional de las soluciones de sistemas de EDO’s de primer orden).
Con la notacion del Teorema 8.22, supongamos ademas que F' se puede extender al dominio
[a,b] x Bp/(T') para algin R’ > Ry que F € C*((a,b) x Bg/(T')). Esta regularidad adicional
en la ecuacién del sistema (P,) garantiza una regularidad adicional de su solucién ¢ en
(a,a+h). En efecto, notemos que como ¢ € C'(a,a+ h) entonces la composicién F(z, ¢(z))
es una funcién de clase C'((a,a + h)) (verificar usando la regla de la cadena junto con
las hipétesis que estamos asumiendo; tener en cuenta que (ver la prueba del Teorema 8.22
¢(x) € Br(T') C Bgr(T) para poder aplicar la regla de la cadena junto con las hipétesis).
Entonces, la identidad

¢ (z) = F(z,p(x)) para x€ (a,a+ h)

muestra que ¢/ € C'((a,a + h)) de forma que ¢ € C?*((a,a + h)).
Argumentando por induccién en k > 0 se verifica que: si F' € C*((a,b) x Bg/(T')) para
algin R’ > R entonces ¢ € C**((a,a + h)). A

Obs 8.24. Volviendo a la Observacién 8.21, si R > 0 entonces F : [0,2] x Br(1) — R
dada por F(z,y) = y?, es una funcién Lipschitz en la segunda variable (por la acotacién
g—g(x,y)] = 2|yl <2(R+1) en el compacto [0,2] x Br(1) =1[0,2] x [1 — R, 1+ R] C R.
Por el teorema de Picard local, existe una solucion ¢ en el intervalo cerrado [0, h] donde
h = min{2, ;z—}; como [|Fllo = (R +1)* (en [0,2] x Br(1) = [0,2] x [1 = R, 1+ R]) y la

expresion ﬁ toma el valor maximo 1/4 (en R = 1) vemos que (tomando R = 1) existe

¢:[0,1/4] — [0,2]
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continua en [0,1/4], ¢ € C1((0,1/4)), ¢(0) =1y ¢'(z) = ¢(x)* en (0,1/4).

Pero ya hemos resuelto esta ecuacion por el método de separacién de variables: en este
caso, hallamos y(z) = —(x —1)"! = (1 — z)~! para z € R\ {1}. De esta forma, vemos que
la solucién hallada por el método local de Picard puede ser extendida a intervalos [0,1/4] C
[0,1 — ¢] para todo 0 < e < 3/4.

De hecho, para obtener soluciones de la ecuacion en dominios mas grandes que los
predichos por el teorema local de Picard, podemos notar que si partimos de la solucion
¢ :[0,1/4] — R hallada por el método local de Picard, entonces podemos plantear la misma
ecuacion, pero ahora considerando la restriccion del valor de la solucién ¢ en el punto 1/4 (en
donde se termina la solucién ¢ hallada en este primer paso): es decir, podemos considerar
ahora el sistema

Y=y
(F))
y(1/4) = =3 €R
(donde hemos usado que ¢(z) = (1 —x)~! en [0,1/4], por la unicidad de solucién y por el
calculo hecho con el método de separacién de variables).
Ahora podemos volver a aplicar el teorema local de Picard al nuevo sistema (P)): en este

caso, este resultado indica que hay solucién tnica de (P!) en el intervalo [1/4,1/4 + h], para

donde R>0y F=F B n( 4y Argumentando como al comienzo de esta observacién, (maxi-
mizando la expresién correspondiente) concluimos que el valor 6ptimo corresponde a h = %:
en este caso, hay una solucién unica ¢, : [1/4,1/4 + 3/16] — R del sistema (P;). Mds atn,

en este caso podemos pegar las soluciones obtenidas hasta ahora, en una funcién

o(z) xe€][0,1/4]
¥ :[0,1/44+3+16) = R tal que (z) =
o1(x) z€[1/4,1/4+ 3/16]

Notemos que las expresiones de los casos anteriores se pegan de forma continua, porque
por construccién ¢;(1/4) = ¢(1/4). Mas atin, la derivada 1)'(1/4) existe y coincide con las
derivadas laterales de ¢ y ¢1 en ese punto. Finalmente, notemos que v es solucion del sistema
original (P,) en [0,1/4 + 3/16].

Podriamos seguir este tipo de argumento y extender el dominio de ¢ y hallar una solucién
de la EDO (P,) en una regiéon més grande que [0,1/4 + 3/16]. A

En lo que sigue vamos a necesitar el siguiente concepto.

Definicién 8.25. Sea F' : [a,b] x R" — R". Decimos que F' es localmente Lipschitz en la
segunda variable si para todo R > 0 la restriccién F : [a,b] x Br(0) — R™ es Lipschitz en la
segunda variable (con constante de Lipschitz Lr > 0, que depende de R > 0). JAN

Vamos a considerar el tipo de argumento considerado en la Observacion 8.24 en el sigu-
iente resultado

Teorema 8.26 (Teorema de continuacién). Sea F' : [a,b] x R™ — R™ una funcion continua y
localmente Lipschitz en la sequnda variable. Consideremos la EDO vectorial de primer orden

Yy =F(r,y)  (z,y) € (a,b) xR"
(P)
y(la) =T € R".
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Entonces se tiene alguna de las siguientes situaciones:

1. Eziste una solucion tinica ¢ € C([a,b],R") de (P), de forma que ¢ € C'((a,b)),
¢(a) =7y ¢(x) = F(z,¢(x)), z € (a,b).

2. Existe ¢ € (a,b] tal que existe una solucion unica ¢ € C([a,c),R™) de (P) de forma
que ¢ € C'((a,c)), dla) =~ y ¢/(z) = Fz,d(x)), x € (a,c) y

lim [}6(2)]) = +o0.
T—rC

Demostracion. El hecho de que F' sea localmente de Lipschitz en la segunda variable garantiza
que la restriccién F : [a,b] x Br(T') — R™ es Lipschitz en la segunda variable para R > 0
(para alguna constante L > 0 que dependerd de R y T'). Asi, el teorema local de Picard
muestra que existe h > 0 tal que existe una tunica solucién ¢ : [a,a + h] — R" de (P) en
el sentido que: ¢ € C([a,a + h],R"), ¢ € C'((a,a + h)), ¢(a) =T, ¢'(z) = F(z,¢(z)),
x € (a,a+ h). Consideramos entonces el conjunto

A={a<d<b: el problema (P) tiene solucién tnica en [a,d] (en el sentido anterior) } .

Los comentarios anteriores muestran que a < d = a + h € A de forma que A # ), y A estd
acotado superiormente por b. Consideremos a < ¢ :=sup A < b.

Sean dy, dy € A, tales que a < d; < dy y sean 1; : [a,d;] — R", i = 1,2, las tinicas soluciones
de (P) en las regiones correspondientes. Entonces s[4, : [a,d1] — R™ es solucién de (P)
en la regién [a,d;]; como 1 también es solucién de (P) en la regién [a,d;] entonces, por
la unicidad de solucién en la definicién de A, concluimos que 11 = 1s|ja,q,)- Asi, podemos
definir ¢ : [a,¢) — R™ como sigue: consideremos una sucesién creciente (z,,)m,>1 en A de
forma que lim,, , Z,, = ¢; para cada m > 1, sea 1, : |a, x,,] — R" la tinica solucién de (P)
en [a, z,,]. Entonces dado z € [a, c) existe m > 1 tal que a < x < x,, y en ese caso definimos
¢(x) := ¥(x). Los comentarios anteriores muestran que ¢ es una funcién bien definida
(por ejemplo, no depende de z,, € A, verificar!). Es sencillo verificar que ¢ € C([a,c),R"™),
¢ € C(a,c)), ¢a) =T y ¢'(x) = F(x,¢(x)), * € (a,c); en particular, ¢ es solucién de
(P) en [a,c). Ademads, ¢ es la wnica solucién de (P) en [a,c). Para verificar las afirmaciones
anteriores, notemos que localmente alrededor de cada = € (a, ¢), ¢ es como ¥,,, paraun m > 1
suficientemente grande: es decir, dado = € [a,c) existen m > 1y r > 0 (que dependen de
x) tal que @|p, () = ¥m|B, () (este ultimo hecho permite verificar las afirmaciones anteriores,
desarrollar con detalle).

Si suponemos que lim, .- ||¢(z)|| = 400, entonces se verifica el item 2.

Asi, supongamos que no se verifica el item 2. En este caso, debe existir una sucesién creciente
(zm)m>1 en [a,c) tal que lim,, o0 2 = ¢y ||[0(zm)|| < K, m > 1, para alguna constante
K € R>o. En lo que sigue consideramos los siguientes dos casos:

ler caso: supongamos que ¢ < b. Sea D = [a,b] x Bg,1(0) C R que es compacto. Asi,
existe M = sup{||F(z,y)|| : (x,y) € D} € Rs( (sin pérdida de la generalidad, podemos
suponer que M > 0, porqué?) y sea § = min{(b — ¢)/2, ﬁ} > 0. Sea m > 1 tal que
0 < c¢— z, < d; en este caso podemos aplicar el teorema local de Picard al problema

y' = F(z,y) (z,y) € [2m,b] x R
(")
y(zm) = Qb(zm) € R™
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Aplicando el teorema local de Picard en este caso, concluimos que existe una solucion 1 del
problema (P’) definida en el intervalo [z,,, z,, + h], donde

K+1 1
h:min{b—zm,TjL}Zmin{b—zm,M}225

(verificar estas desigualdades con detalle, ejercicio!). Notemos que en este caso,
b>z,+h:=¢>z,+d>c vy ¢’[zm,c):¢‘[zm,c)

donde la tltima igualdad es por unicidad del teorema local de Picard. Esta tltima observaciéon
permite definir la funcién ¢* : [a, ] — R™ dada por

¢(x) € la,c);
Pt (x) =

U(z) x € |zm,].

Los comentarios previos muestran que t¢* estd bien definida (notar que los casos de la
definicién de ¢* no son disjuntos) y tal que ¢* € C([a,d],R"), ¥* € C'((a,)), ¥*(a) =T
y (") (x) = F(z,¢v*(x)), x € (a,). Estos hechos muestran que ¢ € A, que junto con el
hecho de que ¢ > ¢ = sup A son un absurdo. Asi, este caso no se puede dar!

Segundo caso: ¢ = b. En este caso argumentamos como en el primer caso (tomando § = ﬁ,

con M definido como antes) para probar que ¢ se extiende a una solucién ¢* que esté definida
en [a, ] = [a,b]; es decir, una inspeccién detallada del argumento del primer caso muestra
que bajo nuestras hipétesis (¢ = b) podemos concluir que si ¢ estd definido como antes,
entonces ¢ = b. De esta forma, se verifica el item 1. del enunciado (verificar este argumento
con detalle). O

Obs 8.27. Consideremos la EDO de orden n con condiciones iniciales de la forma

(P) { y(n) - f(x’ y7 A ’y(nil))
y(a) =y, yV(a) = 12,..., y" V(a) = 7,.

para una funcién f : [a,b] x E — R, con E C R, es una funcién continua en [a, b] x E C Rt
y constantes vy,...,7, € R.

En la Observacién 8.13 hemos visto que el problema (P) se puede resolver en términos del
sistema de EDO’s de primer orden (en forma vectorial)

(Pv) { z,(a:) i(??y) ) (%y) € (a,b) x B

donde I' = (7q,...,7,) €ER" y

F(l‘ay):F('Iﬂylw"vyn):(y2ﬂy37'"7yn7f(x7y1a"'7yn)) para (x,y)é[a,b}XE

Si suponemos que f(x,y) es Lipschitz (respectivamente localmente Lipschitz) en la segunda
variable, entonces la expresion anterior permite verificar que F'(x,y) es Lipschitz (respectiva-
mente localmente Lipschitz) en la segunda variable también (con otra constante, ejercicio).
Esta observacion permite deducir los anédlogos de los Teoremas de Picard 8.19, 8.22 y del
Teorema de continuacién 8.26 para la EDO de orden n con condiciones iniciales dada en (P).
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Con la notacién anterior, si suponemos que £ C R" es abierto, entonces dado k > 0
feC*(a,b) x E) siysolosi FeC¥(a,b)xE).

En particular, la regularidad adicional de la ecuacién (determinada por f) en (P) garantiza
una regularidad adicional de la solucién de (P): explicitamente, si f € C*((a,b) x E) entonces
si ¢1 denota la solucién de (P) en alguna region [a, a+h] vale que ¢; € C*1(a, a+h) (recordar
que si ¢ = (¢1,...,¢,) es solucién de (P,) entonces ¢, es solucion de (P) y la regularidad
adicional de ¢ estd indicada en la Observacién 8.23). A

Para finalizar el capitulo, hacemos una serie de observaciones relacionadas con el sistema de
EDO’s de primer orden con condiciones inciales

{ y =F(r,y) , (v,y) € (a,b) x E
yle) =T

en los casos en que la condicién inicial esta dada en algiin punto interior ¢ € (a,b). En este
caso tenemos ecuacién antes y después de ¢ € (a,b); y en este contexto queremos tener una
solucion ¢ definida en un intervalo abierto alrededor de c¢. Bajo hipotesis adecuadas, los
métodos considerados hasta aqui nos proporcionan una solucion en una region de la forma
[c, ¢ + h] para cierto h > 0. Pero como ya dijimos, queremos tener una solucién en toda una
regién [¢ — h,c+ h] con h > 0.

Realizando un cambio de coordenadas lineal (que esencialmente no modifica ninguna de
las hipdtesis a considerar) podemos a asumir que ¢ = 0 € (a,b), para simplificar un poco
la notacién (asi a < 0 < b). Supongamos ademds que E = R" que F : [a,b] x R" — R"
es continua y que F : [a,b] x Br(I') — R" es Lipschitz en la segunda variable, para algiin
R > 0. De esta forma, tenemos el sistema

(P,) { Z((; i(%‘y) (z,y) € (a,b) x R”

Sea h = min{b, ﬁ} > 0, donde ||F|| = sup{||F(z,y)| : (x,9) € [a,b] x Br(I)} € Rx.
Entonces el Teorema local de Picard (pero ojo: aplicado al problema restringido en la regién
[0,b0]) muestra que existe una tnica ¢ : [0,0 + h] — R™ tal que ¢ es continua en [0, h],
¢ € CY((0,h)), #(0) =Ty ¢(z) = F(z,¢(z)), x € (0,h). Més atin, en este caso el teorema,

del valor medio muestra que existe la derivada lateral por derecha

lim 2 =¢0) _ F(0,6(0)) = F(0,T).

t—0+ t

Consideremos el sistema de EDO’s reflejado alrededor de ¢ = 0, dado por

py { V5 e e € O xR

donde consideramos la funcién H : [0, —a] x R" — R™ dada por
H(z,y) = —F(-z,y) para (z,y) € [0,—a] x R"

(recordemos que a < 0 de forma que 0 < :a). En este caso, la funciéon H es continua y
Lipschitz en la segunda variable en [0, —a] x Bg(I") (porque F' lo es, verificar). El teorema de
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Picard local muestra que existe un /' > 0 y una funcién ¢ € C([0, ]) tal que v € C*((0, 1))
y

W) = H(e, () = —F(—z,0(x)) para € (0,1).
Entonces definimos la funcién n : [—h/,0] — R” dada por n(z) = ¢¥(—z), x € [—H,0].
Entonces 1 € C([=1,0]), h € C'((=1',0)), n(0) = ¢(0) =T'y

' (z) = =/ (=x) = =(=F(=(=2),¢(=2))) = F(x,¢(=x)) = F(x,n(x)) para x € (=h,0).

Maés atn, por el teorema del valor medio, concluimos que existe la derivada lateral

t) —n(0
tim 0= _ o 0)) = FlO,T).
t—0~
Finalmente, definimos la funcién p : [-h', h] — R™ dada por
n(x) si xze[-h,0]
plr) =

o(z) si zel0,h].

Notemos que las propiedades anteriores de 1 y ¢ muestran que p estd bien definida, p €
C([=h',h]), p(0) =T, existe p'(0) = F(0,I") y se verifica la ecuacion p'(z) = F(zx, p(z)),
x € (=N, h); en particular, p € C*((—=I/,h)). Por tltimo notemos que tal solucién del
sistema de EDO de primer orden es tnica: la unicidad es consecuencia de la unicidad de ¢
y 1 (los detalles quedan a cargo del lector).

Notemos que los hechos anteriores de sistemas de EDQO’s de primer orden con condiciones
iniciales tienen consecuencias para la EDO de orden n, con condiciones iniciales. Dejamos
a cargo del lector la redaccién detallada del enunciado correspondiente (que debe incluir el
problema a resolver, las hipotesis sobre la ecuacién y las conclusiones: existencia y unicidad de
la solucién en un intervalo abierto que contiene el punto del dominio en donde determinamos
las condiciones iniciales).

Hay varios problemas més que se pueden considerar en este contexto, relacionados con la
estabilidad de la solucién con respecto a la ecuacién y la condicion inicial. En esta primera
version de las notas vamos a dejar estas cuestiones fuera, y vamos a concluir el apunte aqui.

8.5 Ejercicios

Ejercicio 154. Si C' es un nimero real dado demostrar que existe una, y solo una funcién
f que satisface la ecuacion diferencial,

para todo x real y que satisface también la condicién inicial f(0) = C. Esta funcién viene
dada por la férmula f(x) = Ce”.

Ejercicio 155. Supongamos que P(z) es continua en un intervalo abierto I. Elijamos un
punto a € I y sea b un numero real cualquiera. Probar que existe una, y sélo una, funcién
y = f(x) que satisface el problema de valores iniciales,

y/ + P(z)y =0,
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con f(a) = b, en el intervalo I. Esta funcién viene dada por la férmula

F(z) = be @),
donde A(z) = /ﬂﬁ P(t)dt.

Ejercicio 156. Supongamos que P y () son continuas en un intervalo abierto I. Elijamos
un punto a € [ y sea b cualquier nimero real. Probar que existe una, y sélo una, funcién
y = f(z) que satisface el problema de valores iniciales,

y + P(a)y = Q(a),

con f(a) = b en el intervalo I. Esta funcién viene dada por la férmula

f(x) = be 4@ 4 eA(x)/ Q(t)e Wt

en donde A(z) = / P(t)dt.
Ejercicio 157. En cada uno de los ejercicios que siguen resolver el problema de valores
iniciales en el intervalo que se indica.
a) y/ — 3y = e* en (—o0, +00), con y = 0 cuando x = 0.
b) zy — 2y = 2° en (0, 4+00), con y = 1 cuando z = 1.
11

) y +y tan(z) = sen(2z) en (—im, i), con y = 2 cuando z = 0.

d) y +xy =2° en (—00, +00), con y = 0 cuando = = 0.
Ejercicio 158. Hallar todas las soluciones de
y sen(z) +y cos(x) = 1,

en el intervalo (0, 7). Demostrar que exactamente una de estas soluciones tiene limite finito
cuando z — 0, y otra lo tiene finito cuando x — .

Ejercicio 159. Sean b un niimero real y dos funciones u; y us en (—00, +00) definidas como
sigue:

a) Sib=0,u(x) =1, us(z) = x.
b) Si b <0, sea b= —k?y definimos u;(r) = e uy(x) = e,

c) Sib>0,seab=k?y definimos ui(z) = cos(kx), us(z) = sen(kx).

Demostrar que toda solucién de la ecuacién diferencial y” + by = 0 en (—o0, +00) tiene la
forma
y = crug(x) + coua(x),

siendo ¢; y ¢y constantes.

Sugerencia: Pueden utilizar el siguiente resultado sobre unicidad. Supongamos que dos
funciones f y g que satisfacen la ecuacién diferencial y* + by = 0 en (—o0, +00). Supong-
amos también que satisfacen las condiciones iniciales

1(0) = g(0), f'(0) = g'(0).
Entonces es f(z) = g(x) para todo z.
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Ejercicio 160. Sea d = a? — 4b el discriminante de la ecuacién diferencial lineal
y +ay +by=0.
Demostrar que toda solucién de esta ecuacién en (—oo, +00) tiene la forma
y = e “*(cyui(x) + cous(2)),

en donde ¢; y ¢5 son constantes, y las funciones v y us se determinan seguin el signo algebraico
del discriminante del modo siguiente:

a) Sid=0,u(x) =1y uy(x) = z.
b) Sid >0, ui(z) = e, uy(x) = e, siendo k = \/7&.

c) Sid <0, ui(x) = cos(kx), y, uz(z) = sen(kx), siendo k = @'

Ejercicio 161. Hallar todas las soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales en
(—00, 00).

Ejercicio 162. Para b > 0y a € R definimos T" en C0, b] por

Tf(x)=a +/0 f(t)ze " dt.

Probar que T es una contraccién. Demostrar que existe una tnica solucién f € C[0,00) de
la ecuacién integral

flz)=a +/ f(t)ze " dt.
0
Ejercicio 163. Considerar la ecuacién diferencial

fz)=xf(z)+1,

y f(0) = 0. Usar el teorema global de Picard para probar que existe una tnica solucién en
[—b,b] para todo b < oo. Por lo tanto existe una tinica solucién en R.
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Ejercicio 164. Supongamos que ¢ es una funcién C* en [a,b] X R,y

Tf(x)=c+ /m o(t, f(t))dt.

Probar por induccién que si fy € Cla, b], entonces T™ f; tiene n derivadas continuas. Concluir
que un punto fijo f = T'f deber ser una funcion C*.

Ejercicio 165. Consideremos el problema (con n = 1)
y =y’ (z,y) €[0,2] xR
y(0)=1€R.

Probar que F(z,y) = y? es continua en [0,2] x R pero demostrar que f no es (globalmente)
Lipschitz en la segunda variable en [0,2] x R. Ahora considerar la restricciéon F' : [0, 1] x
B,(1) = R, donde B, (1) denota la bola cerrada centrada en 1 (que es el valor requerido para
la solucién y(0) = 1) y de radio 7 > 0 (en nuestro caso, B,(1) = [1 — 7,1+ 7] C R). Probar
que la restriccién F : [0,1] x B,(1) — R resulta Lipschitz.
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